ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 12 settembre 2013

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione

~ log(1+ x2)

— 2arct
. arctan(z)

/()

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non é richiesto lo studio del segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c¢) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) studiare convessita, concavita e determinare eventuali punti di flesso di f;

(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 (a) Scrivere lo sviluppo di Mac-Laurin in 0" fino al grado 3 della funzione
g(z) = e ¥ — cos(V2x).
(b) Calcolare al variare del parametro reale a il limite

e Um—cos(y/2/n) + &
lim n

n——+oo /1 + # 1
Esercizio 3 (a) Calcolare il seguente integrale:

2m
/ 2?| sin z| da.
0

(b) Scrivere in forma esplicita la funzione integrale F(x) = [ t?|sint|dt per € [0,27].

Esercizio 4 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

+ff(—l)" (\/15 — sin (nla>> . a>1/2.

n=1

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cio che e scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 12 settembre 2013

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione

~ log(1+ x?)
B x

f(z)

— 2arctan(z)

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non e richiesto lo studio del segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c¢) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f se
significativi;

(d) studiare convessita, concavita e determinare eventuali punti di flesso di f;

(e) disegnare un grafico qualitativo di f.

Sol. (a) Dom(f) =R\ {0} e f & dispari. Possiamo quindi in seguito limitare lo studio a z > 0.

(b) Usando lo sviluppo del logaritmo, lim,_,o+ f(z) = lim,_,o+ [%2 —2arctan(x)] = 0. Quindi
(tenendo anche conto della simmetria) f si prolunga per continuita in = 0 ponendo f(0) = 0.
Per la gerarchia degli infiniti, lim; 4o f(z) = 0 — 277/2 = —7. Quindi y = —7 & un asintoto
orizzontale a +00 (e y = 7 ¢ un asintoto orizzontale a —oc0).

(¢c) Per z #0, f e derivabile e vale

1 1 2z 2 log(1 + 2?)
(z) = —= log(1 + %) 4+ = - =— .
fz) x? g1+ )+JE1—|—£L'2 1+ 2 x2
Quindi f’'(z) < 0 per ogni x > 0 e quindi f & strettamente decrescente. Per simmetria, lo & anche
per x < 0. Percio f non ha max e min relativi o assoluti ma solo inf f = —7 e sup f = +~.
2
Attacco in z = 0F: usando lo sviluppo del logaritmo, , lim, g+ f/(z) = —lim,_,o+ &=L

Quindi f & derivabile in = 0 con f'(0) = —1.
(d) Per z # 0, f e derivabile due volte e vale

2
" _ 2 2 2
f(z) = 7x3(1+x2) [(l—i—x )log(l+2z%) —x ] )
Per x > 0 f”(x) > 0 se e solo se log(1 +x2) > 1112 e questo € sempre vero, per es. per confronto
dei grafici di y = log(1 +2?) e y = l-fi:?' Quindi per z > 0 f & convessa mentre per x < 0 ¢

concava. In x = 0 ¢’¢ un punto di flesso. La funzione ¢ derivabile due volte anche in x = 0,
perche usando lo sviluppo del logaritmo e l'asintoticita 1 + x2 ~ 1, si ottiene che
4

2 1 x
.tg(r]li / (I') atigli x3 ( v 2.%. )@ o) wg(rlli a3



Esercizio 2 (a) Scrivere lo sviluppo di Mac-Laurin in 0" fino al grado 3 della funzione
g(x) = e * — cos(V2z).
(b) Calcolare al variare del parametro reale a il limite

“Un — cos(y/2/n) + %
PR cos(y/2/n) + 5

n—-+40o /1_‘_#_1

Sol. (a) Usando gli sviluppi di esponenziale e coseno in x = 0 si ottiene:

2 6 24 6!

1 1 1 1
—1_ 1213l g2 - &
g(x) T+ T x [ x4+ —(4x7) 3 T

(81‘3)] + o(z?) = 1:U2 - lfc3 + o(z?).

(b) Usando il punto (a) e lo sviluppo di V1 + z:

11 _ 71 | a
322 " a8 Tz 1 7 1

L= lim 320 807 n% _9 jiy [<—|—a>—]:2<+a>.
n—+00 2 n—+00 3 45n 3

Esercizio 3 (a) Calcolare il seguente integrale:

2m
/ 22| sin | dx
0

(b) scrivere in forma esplicita la funzione integrale F(z) = [ t?|sint|dt per z € [0, 27].

Sol. Essendo |sinz| =sinz per z € [0,7] e |sinz| = —sinz per = € [m, 27|, I'integrale diventa

2w ™ 2m
I:/ x2sinx\dx:/ l’QSin.%'d:U—/ 2% sin z dz.
0 0 s

Poiche, integrando per parti in modo indefinito, si ha che
/af2 sinzdr = —x? cosx + 2z sinx 4 2 cos x + cost,

si ottiene
I = [—a%cosx + 2zsinz + 2cosz]§ — [—2? cosz + 2xsinx + 2 cos 2]2™ = 672 — 8.

Facoltativo: per definizione:

foxtQSintdt:—x2cosx+2xsina}+2005x—2 se x € [0,7]
F(z) = T2 T2 2 2 :
fot sintdt — [“t*sintdt = 2n* — 6 + x® cosx — 2xsinx — 2cosx  se x €|, 27).



Esercizio 4 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

f(—l)” (\/15 — sin <nla>> . a>1/2.

n=1

Sol.  Per lo studio della convergenza assoluta, osserviamo che per ogni a > 1/2, a, = = —

vn
sin (n%) ~ ﬁ per la gerarchia degli infinitesimi. Quindi a, > 0 per n grande e la serie non
converge assolutamente per il criterio del confronto asintotico con 1/n® con a = 1/2 < 1.
Per a = 1/2, dallo sviluppo del seno segue che a,, ~ GH%/Q (> 0) e quindi la serie converge

assolutamente.

Per la convergenza semplice, per a = 1/2, segue da quella assoluta. Per a > 1/2, la serie
non converge assolutamente ma ¢ infinitesima. Quindi per il Criterio delle serie alternate (o

di Leibnitz), la serie converge se a, ¢ decrescente. Per dimostrare questo, poniamo f(z) =
1 o1 o :
7z —sin (a;a) e deriviamo:

, 1 1 a
Fle) = =g T eos <$> (1)

Dalla gerarchia degli infinitesimi, poiche a > 1/2, segue che per z sufficientemente grande:

L 1 1
fi(z) =5 +o<$3/2) ~—5am <0

Quindi a,, ¢ anche infinitesima e la serie converge anche per a > 1/2.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cio che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 3 Luglio 2013

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) = cosh®z — 9cosh? z + 24 cosh z — 18

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non e richiesto lo studio del segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Domanda facoltativa: Determinare il numero di soluzioni dell’equazione f(l‘) = )\, al variare di A nell’intervallo

[0,3].

Svolgimento. (a) Dom(f) =R, f & pari e quindi possiamo limitarci a studiarla per x > 0.

(b) Usando la definizione di cosh e le asintoticita a +oo, si ha che

3x

Jim f(w) = lim == = oo

e non esiste asintoto obliquo visto che f ha crescita superlineare a +oo. Inoltre f € continua in
Re f(0)=—-2.

(c) f & derivabile infinite volte in R e
f'(x) = sinhx (3cosh® x — 18 cosh x + 24)

Per x > 0, sinhz > 0 quindi basta studiare il segno dell’espressione tra parentesi. Poniamo
t = coshz:
3cosh? z — 18 coshx + 24 = 3(t* — 6t +8) > 0

se e solo se t = coshz < 2 oppure ¢t = coshx > 4. Quindi otteniamo che f/(xz) > 0, e quindi f &
crescente, per x > 0 se e solo se x € [0, sett cosh 2] U[sett cosh 4, +o0o[. In R, i punti 0, +sett cosh 4
risultano di minimo relativo, mentre +sett cosh 2 sono di massimo relativo. Non esiste massimo
assoluto, perché sup f = +oo, mentre esiste il minimo assoluto che viene assunto in tutti i punti
0, +sett cosh4 e vale —2. Non ci sono limiti di f’ significativi.
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Esercizio 2 Calcolare al variare del parametro a > 0 il limite

arctan(z + %) — z + (cos (£) — 1) 2P
e ) ¢ (2) 1)
z—0+ z%logx +2* —1 —log?2 sinx

Svolgimento. Grazie agli sviluppi di Mac Laurin, arctan(z +2%) = (z+2?) — £23 + o(2?), mentre
(cos (1) —1) 2% = o(2?), visto che per il teorema sul limite del prodotto di una f. infinitesima

(cos (l) — 1) z°

con una limitata si ha
X

=0.

lim 3
z—0t X

Quindi: Numeratore= 223 + o(z?%).

Sviluppando 2% = €l°82% = 1 4 log 22 + M:ﬂ +o(z?) e sinz = x — $a3 + o(2?), si ottiene

Denominatore = 2% log x +

(log 2)?

(log2)2x2 +o(z?) = se0<a<2: z%logz+ o(z®logx)
sea>2: 8L g?+4o(z?)

In conclusione:
. 2z +o(a®)
se0<a<2: L= hmxﬁo"' x4 logat-i-o(z“ log z)
2..3 3
o __5@do@)
sea>2: L=Ilim, g+ %gﬂ—&—o(a@) =0

=0




Esercizio 3 Calcolare l'integrale definito

LR |
d
/0 10+er ™

Domanda facoltativa: Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

/+°° (sinhz)® i
1

10 + e®

al variare di @ € R.

Svolgimento. Utilizzando il cambiamento di variabile y = e*, si ha:

/1 1 / 1 dy
dxr = —=.
o 10+e* 1 10+y vy

1 A N B
(10+y)y y 10+y’
si trova A =1/10 e B = —1/10, quindi abbiamo:

/e 1 d?/_l/el_ Lo
L 10+yy 10),y 10+yY 7

1 1 11
— —log(1 c— — |141 .
10 [log(y) — log(10 + y)]|{ 10 { + 0g<10+6>]

Facoltativo Si ha (sinhz)® ~ (e*/2)%, quando = — 400, quindi

Inoltre ponendo:

(sinhx)® e
10+er 29010 + e*)’

Ponendo, come sopra y = €%, si ha:

+0o0 ey +oo 1 ya dy
/1 20(10 + e¥) / 20(10+y) y -
Quando y — +oo, la seconda funzione integranda & asintotica a y%a, che sappiamo essere
integrabile se e solo se 2 — a > 1. Quindi 'integrale generalizzato converge se e solo se o < 1.



Esercizio 4 Data la funzione
f(z,y) =log(z +e¥) + 32 + \/y + 1,

1) determinarne il dominio e rappresentarlo nel piano cartesiano.

2) Calcolare il gradiente in (0,0) e scrivere ’equazione del piano tangente al grafico in quel
punto.

3) Calcolare la derivata direzionale di f in (0,0) lungo u = (v/2/2,v/2/2).

Svolgimento.

1. Il dominio é dato da:
D= {(l‘ay) ’y 2 —]-a T > _ey}'
2. Derivando si ha:

g 1 g_ ey

= x
0r x+ev ’

1
= “(y+1)"V2
9y x+ey+2(y+ )

Quindi si ha:
V£(0,0) = (1,3/2).
Poiché f(0,0) = 1, I'equazione del piano tangente risulta:

3
z:1+x+§y.

3. Per calcolare la derivata direzionale si puo utilizzare la formula del gradiente e si ottiene:

of _ _ V2 3V2_5V2
gu = VIO u= oS =






ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 20 febbraio 2013

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(@) = ellosta+

x+3
T

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie e il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
& possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f (Facoltativo: calcolare gli attacchi,
cioe i limiti di f/, nei punti significativi);

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2
(a) Scrivere lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di

f(z) = (2 + sinh(2x)) - log(1 + 2z).

(b) Calcolare poi il limite

el 14y
lim —— |
z—0+ xa—l

al variare di a > 1.

Esercizio 3 Discutere la convergenza della serie

+f(sin@m +3) (2n2 tan <nlz)>" ,

n=1

Esercizio 4 Data la funzione

4%2 _ y2
f(l',@/) = log <4902—|—y2> )

1) determinarne il dominio, disegnarlo nel piano cartesiano e stabilire, in particolare, se &
aperto o chiuso.
2) Dire se esiste ed eventualmente calcolare lim, 40,0y f(z,¥).

3) Calcolare il gradiente nel punto (xg,yo) = (1,0) e scrivere I'equazione del piano tangente
al grafico in quel punto.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 20 febbraio 2013

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = ellos@ [+

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie e il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f (Facoltativo: calcolare gli attacchi,
ciot i limiti di f/, nei punti significativi);

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2
(a) Scrivere lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di

f(z) =log(1 4+ 2x) - (1 + arctan(z)).

(b) Calcolare poi il limite

. ef@ 1 -2y
wi%l‘* patl ’

al variare di o > —1.

Esercizio 3 Discutere la convergenza della serie

f@ + cos(3n)) <;n2 sin (;))n '

n=1

Esercizio 4 Data la funzione

2 2
o) =tog (405

1) determinarne il dominio, disegnarlo nel piano cartesiano e stabilire, in particolare, se &
aperto o chiuso.

2) Dire se esiste ed eventualmente calcolare lim, 40,0y f(Z,¥).

3) Calcolare il gradiente nel punto (zg,yo) = (0,1) e scrivere ’equazione del piano tangente
al grafico in quel punto.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 20 febbraio 2013

TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione

F(z) = ellos@)I+52

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie e il segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f (Facoltativo: calcolare gli attacchi,
ciot i limiti di f/, nei punti significativi);

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non ¢ richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2
(a) Scrivere lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di

f(z) = (2 + sin(4x)) - log(1 + 4x).

(b) Calcolare poi il limite

_ef® 1 -8z
lim ——,
z—0t+ o1

al variare di a > 1.

Esercizio 3 Discutere la convergenza della serie

+o0

S (sin(3n) + 4) <4n2 arctan (;) ) "

n=1
Esercizio 4 Data la funzione
2 2
=+ 9y
=log | —=
fz,y) = log (xQ — 9y2> ,
1) determinarne il dominio, disegnarlo nel piano cartesiano e stabilire, in particolare, se &
aperto o chiuso.
2) Dire se esiste ed eventualmente calcolare lim, ,)_(0,0) f(z,¥).

3) Calcolare il gradiente nel punto (zg,yp) = (1,0) e scrivere l’equazione del piano tangente
al grafico in quel punto.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 20 febbraio 2013

TEMA 4:

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(z) = ellos@)+52

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie e il segno di f;

(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f (Facoltativo: calcolare gli attacchi,
cioe i limiti di f/, nei punti significativi);

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2
(a) Scrivere lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di

f(z) = (tanx + ;) -log(1 + 3x).

(b) Calcolare poi il limite

I ef@ 1 2y
xir(IJlJr potl ’

al variare di o > —1.

Esercizio 3 Discutere la convergenza della serie

+00 1 1 n
4 2 —n? sinh [ — :
Z( + cos(2n)) <5n sin <n2>>
n=1
Esercizio 4 Data la funzione
2 2
z* + 9y
= 1 _—
f(z,y) = log <9y2 — xQ)
1) determinarne il dominio, disegnarlo nel piano cartesiano e stabilire, in particolare, se ¢
aperto o chiuso.
2) Dire se esiste ed eventualmente calcolare lim; ) (0,0) f (x,y).
3) Calcolare il gradiente nel punto (xg,yo) = (0,1) e scrivere I’equazione del piano tangente
al grafico in quel punto.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 20 febbraio 2013

TEMA ]_

Esercizio 1. Si consideri la funzione
F(z) = ellos@)+=
Sol. (a) Dominio R\ {0}, no simmetrie, f(z) >0 Vz # 0.
(b) , lim, o+ f(z) = +o0, lim,_,g- f(xz) = 0. Infatti

_ oy, T+3. . xllog(@®)|+2x+3 . 3 3
xl—l>r(r)li(|log(x )’—’_ x )_xl—l>%1i x _:L‘l—l)%liﬂf_oi

per la gerarchia degli infinitesimi (lim, o4 (x|log(x?)| + ) = 0).

Si osservi che, togliendo il valore assoluto:

1) 22e " se log(22) >0, cioe se # < —1 0 x > 1, 1)
xr) = z+3

¢~ selog(z?) <0, ciot se =1 <z < 1.
Quindi limg 440 @ =limg vtoo X ezTJr3 = #£00 e non ci sono asintoti obliqui a £oo.

(c) Derivando (1) per z # +£1,0:

o2 (2)
— (2r+3) se—-l<az<l1.

4

f’(az):{ eLf’(2x—3) sex<—lox>1,

Quindi:
f(x) >0perz<—1oxz>1seesolosez>3/2evale0 perx=3/2(>1);
f'(x) >0 per —1 <z <1seesolosex<—3/2(<—1, non appartenente a | — 1, 1[).

Segue che f ¢ strettamente decrescente in | — 0o, 0[ e in |0,3/2] ed & strettamente crescente
in ]3/2,400[. Ha minimo relativo in 3/2, non ha minimo assoluto e inf f = 0; non ha massimo
assoluto e sup f = +o0.

(Fac) Gli attacchi di f da calcolare sono in +1% e in 0.

Si ha:
x+3
e =
lim f'(z) = lim ———(2z +3) = —5e.
S filw) = lim == (o 8) = —he
lim f'(z) = lim €$:3(2CL‘*3):*6_2.

z—1t z—1+
Quindi f non risulta derivabilie in x = 1.
lim f'(z) = lim ezTH(Qw —3) = —5e 2

rz——1" r—1—



x+3

lim f'(z) = lim —e—z(2x +3) = —e 2

z——17F z—1t x4
Quindi f non risulta derivabilie in x = —1. Infine si ha:
z+3 3 3
lim f'(z)= lim — (22 +3) = lim —e(2z+3)— = —3¢ lim —
z—0~ z—0~ $4 z—0~ {L‘4 z—0~ xd '
Ponendo y = —%, se x — 0 allora y — +o00, quindi il limite diventa:
4
~< 1m L =o.

27 y—+oo e¥

Esercizio 2

(a) Scrivere lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di
f(z) = (24 sinh(2z)) - log(1 + 2x)

(b) calcolare per a > 1:
ef@) — 1 — 4z

lim —

z—0t T

Sol. (a) Per gli sviluppi del sinh e del log si ha:
4 3 3 2, 8 3 3
f(z) = 2+2:1c+§9: +o(z°) ) (22 — 22 +§:1c + o(z”)

da cui segue che lo sviluppo di Mac Laurin di ordine 3 di f & f(z) = 4z + 323 + o(z?).
(b) Usando lo sviluppo precedente e lo sviluppo dell’esponenziale:
1 1
IO =14 J(@) + ST @) +o[f@)]) = 1+ 4w + S(42)° +0(a) = 1 + 4o+ 82 + ofa?)
da cui si ottiene

ol @) _ 1 _ 4y 82 0 sel<a<3

lim —————— = lim 7 = lim 83 *={ 8 sea=3
r—0t o z—0+t ¥ z—0T
+o00 sea >3

Esercizio 3 Discutere la convergenza della serie

Jf(sin(Qn) +3) (2n2 arctan (;))n

n=1

Sol.  Metodo 1. Osserviamo che a,, = (sin(2n)+3) (2n? arctan (#))n e positiva e che, essendo
2 < (sin(2n) 4 3) < 4, posto b, = (2n? arctan (%))n, si ha 0 < 2b,, < a,, < 4b,, per cui per cui
la serie data converge o diverge se e solo se converge o diverge, rispettivamente, la serie X b,,, per

il Criterio del Confronto. Studiamo quindi la convergenza di ¥ b, con il criterio della radice:

1 " 1
— . n _ . n 2 — : 2 P
L= nhrf Vb, = nhlf \/<2n arctan <n2>) nhT <2n arctan <n2>) =2.




Poiche L = 2 > 1, la serie data diverge.

Metodo 2. Si puo anche applicare direttamente il criterio della radice ad a,, dopo aver
mostrato che & a termini positivi:

. n _ % log(sin(2n)+3) 2 i —
ngrfoo Yay, ngrfooe log(1 + | 2n* arctan = 2,

perche en 08(n@n)+3) tende a ¥ = 1, essendo log2 < log(sin(2n) + 3) < log(4), successione

limitata, moltiplicata per la successione infinitesima 1/n.

22 — o2
f(z,y) = log <H>

4:52 + y2

Esercizio 4 Data

(a) disegnare il dominio di f e dire se risulta aperto o chiuso, limitato o illimitato.
(b) Dire se esiste ed in tal caso calcolare il lim, ) (0,0) f (2, ¥)-

(c) Gradiente in (1,v/2) ed equazione del piano tangente al grafico di f in quel punto.
Sol.(a) Il dominio di f &

da* — y? 2 2
{): ol > 0f = () 422> 12 () # 0.0} = () —2lel <y < el (@) £ (0.0)

B aperto e illimitato.

(b) Metodo 1. In coordinate polari:

lim  f(z,y) = lim log

<p2(40082 6 — sin? 9)> o <4 cos? f — sin? 9>
(2.9)=(0,0) p—0 o

p? (4 cos? 0 + sin? 0) 4cos? 6 +sin” 0

che dipende da 0, per cui il limite non esiste.

Metodo 2. Per dire che il limite non esiste basta osservare che lungo la retta y = 0, f(z,0) =
log (%) = 0 mentre lungo y = z, f(z,z) = log (%) = log(3/5), per cui i due limiti a (0, 0)
sono diversi.

(¢c) (1,0) ¢ interno al dominio di f che risulta ivi continua e derivabile infinite volte, per cui f
¢ differenziabile ed esiste il piano tangente. Si ha

of
ox

16xy? of 1622y

V)= oy ™Y T T @ s )

per cui Vf(1,0) = (0,0), f(1,0) = 0 e il piano tangente &

z=0.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 29 gennaio 2013

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) = 2arctan(e® — 2) — log [e® — €|

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non é richiesto lo studio del segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f/ se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2 Calcolare al variare del parametro o > 0 il limite

lim ax® sin (%) — 4% + 2z

e=Foo /1426 — 1+ 323

Esercizio 3 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

= nm_%
2V

n=2

Esercizio 4 Calcolare I'integrale generalizzato

+o0 —|4—z|
ze
—dux.
0 e’

Domanda facoltativa: Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

o0 pap—|4-7|
—dx.
0 e’

al variare di @ € R.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 29 gennaio 2013

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) =logle — €| + 2 arctan(l — e*)

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non e richiesto lo studio del segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2 Calcolare al variare del parametro o > 0 il limite

) VIi+at—1+224
lim

z—+o0 Grd — az® arctan (;12) + 3z

Esercizio 3 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

e R
20

n=2

Esercizio 4 Calcolare 'integrale generalizzato

+o00 re *
—dx.
0 el3—=|

Domanda facoltativa: Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

+o00 e
—dz.
0 el3—zl

al variare di @ € R.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 29 gennaio 2013

TEMA 3

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(z) = 2arctan(e® — 3) — log |e® — 7|

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non e richiesto lo studio del segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f’ se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2 Calcolare al variare del parametro o > 0 il limite

) ax® (cosh (%) — 1) — 222 4+ 5z
lim .
a—+00 log(1 + z2) — 3z

Esercizio 3 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

= nm_%
2V A

n=2

Esercizio 4 Calcolare I'integrale generalizzato

+o0 —|1—z|
ze
—dx.
0 e’

Domanda facoltativa: Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

o0 pap—|1-7|
—dx.
0 e’

al variare di @ € R.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, V. Casarino e M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 29 gennaio 2013

TEMA 4:

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(x) =log|e” — e*| — 2arctan(e® — 4)

(a) Determinare il dominio ed eventuali simmetrie di f; non e richiesto lo studio del segno di f;
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare f per continuita;

(c) studiare la continuita e la derivabilita di f, studiare la monotonia e determinare gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo ed assoluto di f. Calcolare i limiti di f se
significativi;

(d) disegnare un grafico qualitativo di f (non & richiesto lo studio di f”).

Esercizio 2 Calcolare al variare del parametro o > 0 il limite

) 3 — 4log(1 + x3)
lim i .
z—+o0o 64 — qr® arctan (P) + 3z

Esercizio 3 Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie

= nm—%
2

n=2

Esercizio 4 Calcolare I'integrale generalizzato

+o0o re %
——dx.
0 6‘27:”‘

Domanda facoltativa: Discutere la convergenza dell’integrale generalizzato

+o0 e~
——dx.
0 6\2—:3\

al variare di @ € R.

Tempo: due ore e mezza. Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri,

appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi tipo.



Svolgimento TEMA 1

Esercizio 1.

f(z) = 2arctan(e® — 2) — log [e* — €|

(a) Tl dominio & {z : |e® —e?| >0} = {z: e® —e? # 0} = R\ {2}. Non ci sono simmetrie o
periodicita evidenti.

(b) Limiti:
1. lim, o f(7) = 2arctan(—2) — log(e?) = —2arctan2 — 2 (< 0). Quindi c¢’® un asintoto
orizzontale y = —2arctan2 — 2 a —oo.
2. limg 100 f(z) = —00, e poiche e — e?| = e* — e quando = > 2, per tali  possiamo
riscrivere

f(z) = 2arctan(e” — 2) — log[e®(1 — €27%)] = 2arctan(e® — 2) — z — log(1 — €27%)

fz

T

—

Si ottiene allora che limg 1 o =—lelimyioo[f(z)+2x] =m Quindi fhay = —z+7

come asintoto obliquo a +oc.
3. lim,_,o+ f(x) = +o00, quindi x = 2 & un asintoto verticale completo.
(c¢) Derivabilita: f & continua e derivabile Vz # 2 perche composizione di f ivi derivabili.

2e” e’ e’ 26" — 262 — 1 — (¢" — 2)7]
— - = € —ze — — (e —
T4+ (e —2)2 e*—e2  [1+4 (e* —2)?](e* — €2) ’

f'(z)
dove f'(z) > 0 se e solo se

[2¢” —2e? —1— (e* —2)?]  [e** — 6e” + 2¢* + 5] 0
2 - e — o2 > U

et —e
Poiche il polinomio di secondo grado in e* dentro le parentesi quadre a numeratore ha A < 0 (per
cui & sempre strettamente positivo), f/(z) > se e solo se e — e? < 0, cioe se x < 2. la funzione
f e allora strettamente crescente per x < 2 e strettamente decrescente per x > 2. Inoltre f e
illimitata, perche sup f = +o0 e inf f = —00 e non assume max e min relativi o assoluti.

Esercizio 2. Il limite
az® sin (L) — 423 + 2z
L= lim (I)

z—=+oo /1426 — 14 323

¢ una forma indeterminata oo/oo. A numeratore, poiche limm_>+oo% = 0, possiamo sviluppare
con Mac Laurin
(1 1 11 +of 1 )
sin|{— )| =——=-—=<+4+o(—
x x 623 a3

che sostituendo e usando le proprieta di ”o-piccolo” porta a

—4x3 + o(23) se a < 4,
a 1 4.3 _ a1 @ 43 03 a=3y _ 2 _
az® sin dx° 2z = ax o 4r°+20+0(x* ) = ¢ (-5 +2)z+o(z) sea=4,
* az®t+o(x® ) sea> 4.



A denominatore, V1 + 26 ~ 23 a 400, dunque v/1 + 26 — 1 4 323 = 423 4 o(23). In conclusione,
L=—-1sea€l0,4; L=0sea=4e L =+oc0sea>4

Esercizio 3.
. L s 1 C 1 Va+n—3 .
Osserviamo che la serie € a termini di segno alterno, poiché b, := %Wf > 0 per ogni
n > 2.
Studiamo innanzitutto la convergenza assoluta.

Ricordando che 23 — 3% = (z — y)(2? 4+ zy + %), poniamo = = /4 + n e y = /n, ottenendo

\3/4+n—f 44n—n
v2logn /(4 +n)? _|_+,/ 4+ n)n + Vn2 \/210gn

m++\/m+\ﬁm

by, =

Quando n — +00, si ha
4 1 4
Y@+ n2++{/d+n)n+Vn2 V2logn  3v2n2/3(logn)t/2’

. +o0 1 . 3 . 1
La serie ) "2 W2 Tog ) 172 diverge, perché, per esempio, W2 og n)1 2 >
“+o00

Poiché la serie armonica generalizzata 29 —L_ diverge, per il criterio del confronto diverge
n=2 n5/6 9

+o00 1
anche ) "% VeI VER

Come applicazione del criterio del confronto asintotico, ne deduciamo che diverge anche
S+ by, cioe che la serie data non converge assolutamente.

ﬁ per ogni n > 1.

Passiamo ora a studiare la convergenza semplice della serie data. Dai conti appena svolti
si deduce che b,, tende a zero quando n — +oo. Per poter applicare il criterio di Leibniz, e
sufficiente dimostrare che {b,} & monotona decrescente, almeno definitivamente.

Metodo 1. b,, & decrescente perche reciproco di una successione positiva strettamente crescente,

infatti
bi = % ({‘/(4—1—71)2 + {’/(4+n)n+ W) v2logn

€ somma di successioni strettamente crescenti e positive moltiplicate per una successione crescente
e positiva.

Metodo 2. Consideriamo la funzione

Derivando f, otteniamo

fw=1«%m%{w%ﬁmwﬁ+¢>

2logx \ \3

:1<CWM”me%vaﬂ

2:U\/2logx>

2log x 3(4 + x)2/322/3 2x\/2logx> '

. / / .
Osserviamo ora che (%—;ﬁ?ﬁ)wﬂogm < 0 e che (Vr+4— f)% 7t > 0 per ogni

x > 2, cosi che f/(z) < 0 per ogni x > 2. Come conseguenza del criterio di Leibniz, la serie data
converge semplicemente.



Esercizio 4.

Osserviamo che

+o0 —|4—z| 4 . x—4 +o00 4—x
xre xre xre
 dr= dz + d,
0 e’ 0 e’ 4 e’

purche entrambi gli integrali esistano finiti. Li studiamo quindi separatamente.
Osserviamo prima di tutto che

4 r—4 4
xe _ -
/ — dx:/xe Ydr =872,
o ¢ 0
R

+o00 4—x R —x

xre . xre . _

dr = e* lim dr = e* lim re 2 dx .
4 et R—+o00 4 et R—+o00 4

Si ha inoltre

Calcoliamo 'integrale indefinito [ ze™?® dz, integrando per parti. Ponendo f(z) =z e ¢'(z) =
e 2% otteniamo

—2x T _ox 1 —2x
dr = —— - =
/JZC X 5 e e s

da cui segue

+o00 . d—x R

e . _ . T _ 1 _ R 9, 9 _
dr = e* lim re 2 dr =e* lim <——e 2 _ e 21)’ = "ele8 =t
4 er R—+oc0 Jy R—+00

Poiché entrambi gli integrali esistono finiti, concludiamo che

+oo ., —|4—x| 4 . x—4 400 .. 4—x 9 41
/ re dr = / re dz +/ e dr =8¢ 14+ Zet= =4,
0 e’ 0 e’ 4 er 4 4

Domanda facoltativa:

+oo .a,—|4—z|
re
—dx.
0 e’

Possono esservi problemi di convergenza sia per x — 07, sia per x — +o00. Studiamo quindi
separatamente i due integrali

4 .a,—|4—z| +00 ,.a,—|4—z]
xre Tre
—dz e —dzx.
0 e’ 4 er

L’integrale generalizzato assegnato converge se entrambi gli integrali convergono. Abbiamo gi a

osservato che . 4] A
a,—|4—T
Tl _
/ ————dz=e 4/ % dx.
0 € 0

Questo integrale converge per ogni valore a > —1. Risulta inoltre

—+o00 xae4—z 4 “+o00 )
/ xdx:e/ z%e " dx =
4 e 4

Questo integrale converge per ogni valore reale di a, perché la funzione z% 2% ¢ infinitesima di
ordine superiore a 1 al tendere di x — 400 per ogni valore di a.

al variare di a € R.

In conclusione, l'integrale assegnato converge per ogni valore di a > —1.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 Febbraio 2012

TEMA ]_

Esercizio 1 (9 punti) Si consideri la funzione

2
e2r —1°

f(z) =log|e** — 1| +
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e periodicita, i limiti agli estremi del dominio ed
eventuali asintoti di f.

(b) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non & richiesto lo studio della convessita della funzione.
Facoltativo: Stabilire se esiste un punto zy > 0 tale che f(xg) < 2z¢.

Esercizio 2 (7 punti) Si consideri la funzione

262 — He®

(a) Trovarne una primitiva.
(b) Calcolarne l'integrale sull’intervallo (log4, +00).
Esercizio 3 (8 punti)
(a) Scrivere lo sviluppo di McLaurin di ordine 3 della funzione

9
g(z) =log (1 +sin(3z)) — aarctan(3x) + 51:2 )

al variare del parametro o € R.
(b) Determinare « in modo tale che

g(x) = o(z?) per z—0.

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi ¢ sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere 1’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 Febbraio 2012

TEMA 2

Esercizio 1. (9 punti) Si consideri la funzione

3
et —1°

f(z) =logle* — 1| +
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e periodicita, i limiti agli estremi del dominio ed
eventuali asintoti di f.

(b) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non & richiesto lo studio della convessita della funzione.
Facoltativo: Stabilire se esiste un punto zy > 0 tale che f(xg) < 4xg.

Esercizio 2 (7 punti) Si consideri la funzione

26%% 4 2¢*

Ve2r £ 2er — 8§
(a) Trovarne una primitiva.

(b) Calcolarne l'integrale sull’intervallo (log 3, +00).

Esercizio 3. (8 punti)
(a) Scrivere lo sviluppo di McLaurin di ordine 3 della funzione
g(w) = Barctan(2x) — log (1 + sin(2x)) — 222,
al variare del parametro 8 € R.
(b) Determinare 8 in modo tale che

g(x) =o(z?) per z—0.

Esercizio 4. (7 punti) Studiare la convergenza assoluta e semplice della serie

+oo
Z(_l)n4n ﬁ)gn'

n=1

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 Febbraio 2012

TEMA 3

Esercizio 1. (9 punti) Si consideri la funzione

3
e2r —1°

f(z) =log|e** — 1| +
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e periodicita, i limiti agli estremi del dominio ed
eventuali asintoti di f.

(b) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non & richiesto lo studio della convessita della funzione.
Facoltativo: Stabilire se esiste un punto zy > 0 tale che f(xg) < 2z¢.

Esercizio 2 (7 punti) Si consideri la funzione

22T 4

Ve2r 4 er —6
(a) Trovarne una primitiva.

(b) Calcolarne l'integrale sull’intervallo (log 5, +00).

Esercizio 3. (8 punti)
(a) Scrivere lo sviluppo di McLaurin di ordine 3 della funzione

g(x) =log (1 — sinh(3x)) + aarctan(3z) + gozz ,

al variare del parametro o € R.
(b) Determinare « in modo tale che

g(x) = o(z?) per = —0.

Esercizio 4. (7 punti) Studiare la convergenza assoluta e semplice della serie

+oo
Z(_l)nL.
= 3n —logn

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi e sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 Febbraio 2012

TEMA 4

Esercizio 1. (9 punti) Si consideri la funzione

2
e3r —1°

f(z) =log e — 1] +
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e periodicita, i limiti agli estremi del dominio ed
eventuali asintoti di f.

(b) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non & richiesto lo studio della convessita della funzione.
Facoltativo: Stabilire se esiste un punto zy > 0 tale che f(xg) < 3zg.

Esercizio 2 (7 punti) Si consideri la funzione

2e2x — e

e —e® —6
(a) Trovarne una primitiva.

(b) Calcolarne l'integrale sull’intervallo (log4, +00).

Esercizio 3. (8 punti)
(a) Scrivere lo sviluppo di McLaurin di ordine 3 della funzione
g(x) = log (1 — sinh(2x)) + Barctan(2z) + 227,
al variare del parametro 8 € R.
(b) Determinare 8 in modo tale che

g(x) =o(z?) per z—0.

Esercizio 4. (7 punti) Studiare la convergenza assoluta e semplice della serie

+oo
Z(_l)nL.
= 2n — logn

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 Febbraio 2012

Soluzioni del tema 1

Esercizio 1

(a)

Osserviamo innanzitutto che la funzione f si puo esprimere come

log(e?® —1) 4+ 22— sex >0,
flay = OB D e
log(1 —e**) + = sex <0.

Il dominio di f & linsieme dom f := {& € R : = # 0}. La funzione non presenta simmetrie ne
periodicita. Si ha, inoltre, hr—s{l f(x) = 400, lim f(z) = -2, lir(r)l+ flx) = (y =e** —1) =
lirélJr(logy + 2/y) = 400 (per gerarchia degli infiniti) e li%l f(z) = —c0.

Yy— z—0—

La retta y = —2 ¢ quindi asintoto orizzontale sinistro.
Per x > 0, osserviamo che

1 2
fle) =20 +log (1= o2) + o7 3 (1)
N . flx) . B . S .
cio implica 11111 — =2e hrll (f(x) — 2:E) = 0, cosi che la retta y = 2z ¢ asintoto obliquo
r——+oo I r——+00

destro per f.

La funzione & continua sul suo dominio, come conseguenza dei teoremi sulla somma, la composizione
e il quoziente di funzioni continue. La funzione & inoltre derivabile nei punti del suo dominio, come
conseguenza dei teoremi sulla somma, la composizione e il quoziente di funzioni derivabili.

Risulta, inoltre, per x > 0,

() = 2e2% B 4¢3 _ 2e%% (e2v — 3)
2t — 1 (e2r —1)2 (e2r —1)2 '

cosi che f ¢ decrescente sull’'intervallo (0, 1°§3), crescente in (1°§3,+oo).
__ log3

Il punto x; = 5= ¢ un punto di minimo relativo (non assoluto), e si ha f(z1) = log2 + 1.

Per x < 0 si ha poi

—2e2 42" 2e%%(3 — %)

T 1_e2@ (e —1)2 (1—ex)2

Poiché e2* < 3 per ogni x < 0, risulta f/(x) < 0 per ogni z < 0, cosi che f & decrescente sull’intervallo
(—OO, 0) .

f'(z)

Domanda facoltativa. Infine, per stabilire se esiste un punto o > 0 tale che f(xy) < 2z studiamo la
convessita di f. Per calcolare la derivata seconda, scriviamo f’(z) = h(g(z)), > 0, con g(x) = €**

e h(t) = T3

Poiché risulta h(t) =2 — 2 — ﬁ, si ha allora

f'(@) =H(g(x) g (x) = 2629;((62%2_ 1)2 + (6218_ 1)3) =0

per ogni 2 > 0. Dalla convessita di f si deduce che non esiste un punto xy > 0 tale che f(xg) < 2z0.

Un’altra possibilita consiste nello studiare il segno di f(z) — 2z usando la formula (??). Si dimostra
facilmente, usando gli sviluppi elementari per z — 400, che f(z) — 2z > 0.

Esercizio 2

Innanzitutto consideriamo la sostituzione e* = y. Poiché e” dz = dy si ha

2e%* — 5e® 2y — 5

R, [ . — 7
N Vi —by+6



Al numeratore si ha proprio la derivata della funzione sotto radice, quindi con la sostituzione y?—5y-+6 = z,
Iintegrale diventa

/—dz—2zl/2+0

e considerando le sostituzioni fatte si ha che una primitiva della funzione ¢ 2v/e2% — 5¢* + 6 + C, C € R.
Per calcolare I'integrale generalizzato basta usare la definizione:

+o0 2 T k 2x
2 -5 2 — 5e”
_ €~ dr= Lm ¢ c = lim 2ve2k — 5ek +6 — 2v/2 = 0.
loga Ve* —be’ +6 b=+ Jiog 4 V2" — Be + 6 koo

Quindi I'integrale diverge a +oc.

Esercizio 3
(a) Dagli sviluppi elementari si deduce che
. 9 2
g(x) = log (1 + sin(3z)) — cvarctan(3z) + 5%

= sin(3z) — %(sin(i’mﬂ))2 + %(sm 3x))3 —3az + %a(?)x)?’ + §x2 + o(x?)
9 2

9 1
=31-a)z+ 5962 5%~ g(?)x) + 923 + 9ax® + o(z?)

1
=3(1-a)z+9(a+ 5):103 +o(x?),
per z — 0, al variare del parametro o € R (si osservi che nel primo passaggio si ¢ usata la relazione
o([sinz]?) = o(2?)).

(b) Affinche risulti g(z) = o(z?) per x — 0, il termine di primo grado nello sviluppo di g deve
annullarsi. Bisogna quindi imporre o = 1.

Jn

Esercizio 4 Denotiamo a,, : = Fn-%Togn"

*) Convergenza assoluta. Si deve studiare il comportamento della serie Z _1 @n. Osserviamo che

Jio1

1 .
§ n 1_210&’

Ap =
~~ 3n
—m—1/2
=n=1/ —1
in particolare ne deduciamo che a, ~ gn’l/ 2, Per il criterio del confronto asintotico, essendo

divergente la serie 30 n=1/2 la serie 3. a,, & divergente.

*) Convergenza semplice. Verifichiamo le ipotesi del criterio di Leibniz. Ovviamente abbiamo a,, > 0.
Inoltre, per i calcoli del punto precedente, abbiamo anche: a, — 0 per n — +o0o. Rimane da
dimostrare che a,, sia definitivamente decrescente. A questo scopo basta provare che la funzione

_
@)= 3z —2logx

abbia derivata definitivamente negativa per x — +oo. Infatti si ha
-3z —2logx +4
2\/z[3x — 2log z]?

In conclusione: tutte le ipotesi del criterio di Leibniz sono verificate e quindi la serie converge
semplicemente.

f'(zx) =

<0 (almeno) per x> 3






ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 24 Febbraio 2012

TEMA ]_

Esercizio 1 (9 punti). Si consideri la funzione

f(x)zarctan( e )

e2z + 1
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: Individuare il pitt grande intervallo contenente 0 in cui la funzione & invertibile; individuare la funzione

inversa ed il suo dominio.
Esercizio 2. (8 punti)
(a) Calcolare una primitiva di
flx) = % arctan(%).

(b) Dire se I'integrale generalizzato ffoo f(x) dx converge e in caso affermativo calcolarlo.

Esercizio 3 (7 punti)

(a) Stabilire per quali o > 0, la successione aj, = tan § — sin 7% converge per k — +o0.

(b) Studiare il carattere della serie
+oo
>
k=1
al variare di a > 0.

Esercizio 4 (7 punti). Si consideri la funzione
f(z,y) = log (ylog(w - 1))-

(a) Trovare e disegnare in R? il dominio di definizione. Dire se & aperto, chiuso, né aperto né chiuso.

(b) Calcolare il piano tangente al grafico in (e + 1, 1).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere I'ammissione all’orale.

N.B. Chi ¢ sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere 1’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 24 Febbraio 2012

TEMA 2

Esercizio 1 (9 punti). Si consideri la funzione

f(x)zarctan( e )

eSz + 1
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: Individuare il pitt grande intervallo contenente 0 in cui la funzione & invertibile; individuare la funzione

inversa ed il suo dominio.
Esercizio 2. (8 punti)
(a) Calcolare una primitiva di
flx) = % arctan(%).

(b) Dire se I'integrale generalizzato ffoo f(x) dx converge e in caso affermativo calcolarlo.

Esercizio 3 (7 punti)

1 1/k

(a) Stabilire per quali 8 > 0 la successione aj, = sin ;5 —e'/* + 1 converge per k — +4-o00.

(b) Studiare il carattere della serie
+oo
D
k=1
al variare di 5 > 0.

Esercizio 4 (7 punti). Si consideri la funzione
o) =1og (5 - 2)togr).

(a) Trovare e disegnare in R? il dominio di definizione. Dire se & aperto, chiuso, né aperto né chiuso.

(b) Calcolare il piano tangente al grafico in (e, 3).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere ’ammissione all’orale.

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 24 Febbraio 2012

TEMA 3

Esercizio 1 (9 punti). Si consideri la funzione

f(x)zarctan( e )

e2z + 2
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: Individuare il pitt grande intervallo contenente 0 in cui la funzione & invertibile; individuare la funzione

inversa ed il suo dominio.

Esercizio 2. (8 punti)

(a) Calcolare una primitiva di

flx) = % arctan(%).

(b) Dire se I'integrale generalizzato ffoo f(x) dx converge e in caso affermativo calcolarlo.

Esercizio 3 (7 punti)

(a) Stabilire per quali o > 0 la successione ay = sin% — sinh k% converge per k — +00.

(b) Studiare il carattere della serie
+oo
o
k=1
al variare di o > 0.

Esercizio 4 (7 punti) Si consideri la funzione

f(a,y) =log (w log(y — 1)>~

(a) Trovare e disegnare in R? il dominio di definizione. Dire se & aperto, chiuso, né aperto né chiuso.

(b) Calcolare il piano tangente al grafico in (1,e + 1).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere ’ammissione all’orale.

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a

questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 24 Febbraio 2012

TEMA 4

Esercizio 1 (9 punti). Si consideri la funzione

f(:v)zarctan( e )

eBz + 2
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: Individuare il pitt grande intervallo contenente 0 in cui la funzione & invertibile; individuare la funzione

inversa ed il suo dominio.

Esercizio 2. (8 punti)

(a) Calcolare una primitiva di

3 1
= arctan(-).
fx) —5 aIc an(x)
b) Dire se I'integrale generalizzato T f(2) da converge e in caso affermativo calcolarlo.
1
Esercizio 3 (7 punti)

1
(a) Stabilire per quali 8 > 0 la successione ay = /R 1 _gin— converge per k — +o0.
(b) Studiare il carattere della serie
+oo
>
k=1
al variare di 8 > 0.

Esercizio 4 (7 punti) Si consideri la funzione
fap) =1ox ( (2~ 2)oxy ).

(a) Trovare e disegnare in R? il dominio di definizione. Dire se & aperto, chiuso, né aperto né chiuso.

(b) Calcolare il piano tangente al grafico in (3, €).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere 'ammissione all’orale.

N.B. Chi ¢ sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere 1’ appello successivo a
questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 24 Febbraio 2012

Soluzioni del tema 1

Esercizio 1

(a)

dom(f) = R; infatti arctan & definita su tutto R e €2* + 1 # 0 per ogni = € R.

La funzione non presenta simmetrie né evidenti periodicita.

Segno: f(x) > 0 Vz € R. Infatti f > 0 equivale a e;j% > 0 e quest’ultima ¢ sempre verificata.
Si ha
xglfoo f(x) =arctanl = 7 /4, mggloo f(z) = arctan0 = 0

perché arctan & continua e perché (%) — 1 e — 0 rispettivamente per x — +00 e per x — —o0.
Ne deduciamo che le rette y = 7/4 e y = 0 sono rispettivamente I’asintoto orizzontale per z — 400

e per x — —o0.

La funzione e continua sul suo dominio, come conseguenza dei teoremi sulla somma, la composizione
e il quoziente di funzioni continue. La funzione & anche derivabile nei punti del suo dominio, come
conseguenza dei teoremi sulla somma, la composizione e il quoziente di funzioni derivabili.

Risulta poi

f(z) = 1 2e%% (2% + 1) — €2¥(2e%%) _ 2¢2®
14 ( 20 )2 (e2* 4+ 1)2 2e4® 4 2e2 4+ 1°
€241

Ne segue che f/ > 0 su R. Quindi la funzione f ¢ sempre strettamente crescente e non presenta
punti di massimo o minimo ne relativi ne assoluti.

(Si osservi che a questa conclusione si pud giungere osservando che f(z) = arctan(l —
composizione di funzioni strettamente crescenti).

1 N
W)ela

Non richiesto: per il teorema di monotonia si evince facilmente che inf(f) = 0, sup(f) = 7/4.
Risulta

) = 4e%%(2e1” + 227 4 1) — 22%(8e4% + 4¢27) _ 4e%® (—2¢* 4 1)
[2e4® + 2e27 4 1]2 [2e4® + 227 + 1]2 '

Ne segue che lo studio di f” > 0 equivale a quello di —2¢** +1 > 0. Quindi abbiamo f” > 0 per
T < 71“72, f" <0 per z > 71“72 e f”(fh}%) =0.

In2
1
richiesto: con coefficiente angolare della tangente pari a 1/(v/2 + 1)).

), concava su (—lnTQ, +00) e presenta un flesso in —122 (non

La funzione ¢ convessa su (—oo, — I



Domanda facoltativa. Essendo strettamente crescente, f € invertibile sul suo dominio. Denotiamo
g la sua inversa, cio¢ g = f~1. Abbiamo: dom(g) = Im(f) = (0,7/4).
Ricordiamo che si costruisce la funzione inversa tramite la relazione “g(y) = z”’ se e solo se f(x) = y.

Osserviamo che arctan(...) = y se e solo se (...) = tany se e solo se (1 — tany)e?* = tany se e solo se

1

2v — _tany ) Pertanto abbiamo g(y) = 5 log (

~ l—tany

tany
l—tany

tany
1—tany

_1
e seesolosex—§log<

Esercizio 2

a) Con la sostituzione y = 2/x, poiché dy = —%dm, I'integrale diventa:

1 2 1
— arctan —dz = —— [ yarctany dy.
T T 4

Integrando per parti prendendo y come fattore integrante:

2 21 2 1 24+1-1
/yarctanydy:%arctany— %1+y2dy:%arctany—§/yl++7y2dy

Dividiamo ora il numeratore per il denominatore e otteniamo:

2 2

Y 1 1 1 Y y 1

=— arctany — - [ 1d = dy = = arctany — = + — arctany.

2 4 2/ y+2/1—|—y2y 2 Y9ty y
Ritornando alla variabile x e tenendo conto del fattore —1/4 a moltiplicare si ha che una primitiva di f(x)
¢ G(z) = —giz arctan 2 + L — Larctan 2
b) Poiché arctany ~ y se y — 0, si ha che, per x — +oo f(z) = m% arctan% ~ ?13% = 5—4 Quindi per
il principio del confronto asintotico f(x) & asintotica ad un funzione che ¢ integrabile in (1, +00) e quindi
¢ integrabile. Per calcolare I'integrale, si usa la definizione di integrale generalizzato:

teo g 2 , K 2 _
/ — arctan —dz = lim —arctan —dz = lim G(K) - G(1)
1 T x K—+oco J1 @ T K—+o00

dove G(z) & la primitiva trovata sopra al punto a). Quindi si ottiene

+oo
/ t2d li 1t2+ 11t21+5t25t21
— arctan — axr = 1Im — —5 arctan — — — l—arctan — — —arctan z = —arctanz — 1.
. a8 T Kotoo 2K2 K 4K 8 K 8 8

Esercizio 3

(a) Dalle stime asintotiche sinz ~ x e tanx ~ = per z — 0 e dal fatto che k% — 0 per kK — 400, per
ogni valore di a > 0, &€ immediato dedurre che la successione ay, converge a 0 per k — 400, per ogni

a > 0.
(b) Osserviamo che se a € (0,1), allora tan% — sin k% ~ —k%, perché
tan £ — sin & tant — sint®
lim kPR gy S ERE i (e - 1) = 1.
k——+o00 e t—0 to t—0

Dal confronto con la serie armonica generalizzata si deduce allora che la serie data non converge se
a € (0,1).



Se o > 1, si ha tan  — sin 1 ~ 1, perché

tan £ — sin & tant — sint®
lim B = lim = lim(1 —t*"1) =1.
k——+o0o T t—0 t t—0

Anche in questo caso, dal confronto con la serie armonica generalizzata si deduce allora che la serie
data non converge se o > 1.

Infine, se a = 1, dagli sviluppi elementari si ottiene

tanl—sinl—l—ki—l-l—i—ko(i)—(l—i-l)i—ko(i)
k k- k 3k k33 K37 '3 31V k3 k3

per k — +oo. Dal confronto con la serie armonica generalizzata si deduce in questo caso che la serie
data converge se a = 1.

Esercizio 4

a) Il dominio di f(z,y) ¢ il sottoinsieme di R? formato da tutte le coppie del piano tali che z > 1 e
ylog(x — 1) > 0. La seconda disuguaglianza porta a trovare i punti

y>0 y <0
oppure
x> 2 T <2

quindi si ottiene che il dominio ¢ D = Dy U D dove Dy = {(z,y) : 2 > 2 ey >0} e Dy = {(z,y) : 1 <
r<2ey<0}.
Il dominio & I'unione di due insieme aperti quindi e aperto.

b) L’equazione del piano tangente al grafico di f in (e + 1, 1) si ottiene dalla formula:
z = f(zo,90) + fu(mo, y0)(z — z0) + fy(z0,%0)(y — vo)-
Si ha che f(e+1,1) =0.

Calcoliamoci le derivate parziali di f:

faloy) = e ) =

1
_ log(z —1) = =.
ylog(x — 1) x — oz —1) Yy

ylog(x — 1)

Calcolate in (e 4 1,1) si ha fi(e+1,1) = 1, fy,(e +1,1) = 1, da cui otteniamo l'equazione del piano
tangente cercata:

1 1
z=f(x—e—1)+y—1=£—|—y—2—*-
e e e



__log2

)




ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 Luglio 2012

TEMA ]_

Esercizio 1 (9 punti)

Si consideri la funzione ,
f(.’[?) — earctan\x —1|

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno della funzione.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuitd e la derivabilitd di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.
(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: Studiare la convessita di f sull’intervallo (1, —|—OO) e determinare gli eventuali flessi.

Esercizio 2 (8 punti).
(a) Determinare il dominio della funzione

4+logx

fa) = (9 — log® x)

e dedurne il massimo intervallo contenente xg = 2 sul quale la funzione & definita.

(b) Calcolare tutte le primitive di f su tale intervallo.

Esercizio 3 (8 punti). Si consideri la serie:

“+oo

Z (% —log(1+ %))nia

n=1

(a) Stabilire per quali o € R il termine n—esimo della serie a,, tende a zero.

(b) Stabilire per quali @ € R la serie converge.

Esercizio 4 (6 punti). Si consideri la funzione

g(z,y) = > losy

(a) Determinare il dominio di definizione di g e disegnarlo nel piano cartesiano.
(b) Calcolare le derivate parziali prime di g.

(c) Calcolare le derivate direzionali di g nel punto (1,1) nella generica direzione v = (cosa,sin ),
a € [0,2m).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno svolte dopo aver completato le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi ¢ sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a
questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 Luglio 2012

TEMA 2

Esercizio 1 (9 punti)

Si consideri la funzione ,
f(.’[?) — earctan\x —4|

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno della funzione.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuitd e la derivabilitd di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.
(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Facoltativo: studiare la convessita di f sull’intervallo (2, +oo) e determinare gli eventuali flessi.

Esercizio 2 (8 punti).
(a) Determinare il dominio della funzione

3+ logx
f(l‘) = 5
x(16 — log~ )

e dedurne il massimo intervallo contenente xg = 3 sul quale la funzione & definita.

(b) Calcolare tutte le primitive di f su tale intervallo.

Esercizio 3 (8 punti). Si consideri la serie:

“+oo

Z (% —log(1+ %))nia

n=1

(a) Stabilire per quali o € R il termine n—esimo della serie a,, tende a zero.

(b) Stabilire per quali @ € R la serie converge.

Esercizio 4 (6 punti). Si consideri la funzione

gz, y) = e?ios?

(a) Determinare il dominio di definizione di g e disegnarlo nel piano cartesiano.
(b) Calcolare le derivate parziali prime di g.

(c) Calcolare le derivate direzionali di g nel punto (2,2) nella generica direzione v = (cosa,sin ),
a € [0,2m).

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno svolte dopo aver completato le altri parti e non servono per ottenere I’ammissione all’orale.

N.B. Chi ¢ sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere I’ appello successivo a
questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 Luglio 2012

Soluzioni del tema ]_

Esercizio 1

(a)

f(x) — earctan |z2—1]

Il dominio di f & tutto R. Inoltre, poiché f(x) = f(—z), la funzione & pari, cio¢ simmetrica rispetto
all’asse delle ordinate. La funzione, essendo un esponenziale, &€ sempre positiva e inoltre, poiché
largomento dell’esponente & sempre maggiore o uguale a zero, si ha che f(z) > 1 per ogni = € R.
Inoltre f(41) =1 quindi z = %1 sono i punti di minimo assoluto e f = 1 ¢ il minimo assoluto. Per
la simmetria della funzione, studiamola per z > 0 e di conseguenza otterremo le informazioni anche
per gli x < 0.

w/2 /2

lim, 400 f(z) = € quindi y = e ¢ un asintoto orizzontale per x — +oo. Inoltre, poiché
arctan() < /2 si ha che f(z) < e™?, quindi f(z) tende a e™? "da sotto”.

La funzione & continua su R perché composizione di funzioni continue. Per studiarne la derivata
prima conviene spezzare la funzione per z > 1 e per 0 <z < 1. Per z > 1 si ha f(z) = garctan(z?—1)
da cui f'(z) = earcmn(wz_l)WQm. Quindi, poiché stiamo considerando gli x > 1 si ha che
f' > 0 cioe f & strettamente crescente per ogni x > 1. Per 0 < z < 1 si ha f(z) = earctan(l-z%) g
cui f/'(z) = earCta“(l_IQ)ﬁ(—Qx). Quindi, poiché stiamo considerando gli 0 < 2 < 1 si ha che
f' < 0 cioe f & strettamente decrescente per ogni 0 < xz < 1. Inoltre abbiamo gi& osservato in a)

che z =1 & un punto di minimo assoluto. Nel punto z = 0 f & derivabile. Inoltre f & strettamente
decrescente a destra di 0 ed & simmetrica, f(0) = e™/* quindi z = 0 & un punto di massimo relativo.

Dall’espressione della derivata prima di f trovata in c) si ha che f/ (1) = lim,_,;+ f'(z) = 2 ¢
fL(1) =lim,_,;- f'(z) = —2 quindi f non ¢& derivabile in x =1 e z = 1 & un punto spigoloso. Una
volta ottenute tutte queste informazioni si puo disegnare il grafico per > 0 e poi disegnare la curva
simmetrica rispetto all’asse delle y ottenendo cosi il grafico di f(x).

Facoltativo: Derivando 'espressione di f’ per z > 1 si ottiene f”(x) = eE““Ctam(ﬂ”Q’l)W(739341 +

2 + 42?). Poiché la funzione & due volte derivabile per x > 1 i possibili flessi si trovano cercando gli zeri
di f”, cié risolvendo —3x* + 2 + 422 = 0. Ponendo 2% = y si ha 3y? — 4y — 2 = 0 da cui 22 = 2*#@

Quindi c’¢ un flesso per x > 1 in z¢g = 4/ HT V10 ¢ ]a funzione & concava a destra di tale punto e convessa
per 1 < x < xp.

Esercizio 2

(a)

(b)

Il dominio della funzione
4+ logx

fa) = (9 — log? )

si ottiene imponendo x > 0 (in quanto = & argomento del logaritmo) e la condizione log2 T # 9, cioe
log & # £3, cioe ancora = # e*3. Risulta quindi

domf:={z>0:z#e}=(0,e?)U(e?e3)U (e, 400).

Cio implica che il pitt grande intervallo contenente xo = 2 sul quale la funzione & definita sia (e =3, €3).

441
I::/ngdx
x(9 —log” )

imponendo la sostituzione logx = t. Otteniamo

4+t 3+t+1 1 1
I:/thth:/(3+t)(37t)dt:/37tdt+/(3+t)(37t)dt

Calcoliamo l'integrale indefinito




1
Groe_n®

Per calcolare quest’ultimo integrale, applichiamo il metodo dei fratti semplici, ottenendo

1 1 1 1
Sl dt= —log |34t — > log|3—t|+C.
/(3+t) /3+t /3—t glosl3 it —glogB—t+

Si ha quindi

—log|3—t|+C'+/

1 1 1 7
710g|37t|+610g\3+t\76log|37t|+C’:610g\3+t\7610g|37t|+0

1 7
= 610g|3+10gx| 7610g|3710gz|+0.

Concludiamo osservando che sull'intervallo (e~2,e3) I'insieme delle primitive di f si pud scrivere
come

1 7
=5 log(3 + logz) — 610g(3 —logx) + C.

Esercizio 3

Per o € R, si consideri
2 2\ 1
= (g 2) L
“ (n 0g( Jrn) ne

Usando lo sviluppo di Taylor della funzione log(1+x) di ordine 2 (log(1+xz) = x—22/2+0(|x|?), otteniamo
2 2 2
(f—log(l—kf)) ~— per n — 400
n n n

e quindi

Ne deduciamo

(a) lim,— 100 an =0 se, e solo se, a > —2;

(b) per il criterio del confronto asintotico, la serie Z:z an, € convergente se a > —1, divergente se
a< —1.

Esercizio 4
(a) Il dominio della funzione ¢ dato da tutti i punti (z,y) € R? ove risulti definito “logy” cio¢ ¢ 'insieme
Dom(f) = {(z,y) € R* : y > 0}.

(b) Le derivate parziali della funzione g sono
Zx 10, 21: Zx 10,
go(@,y) = (21ogy)e*™ =Y, gy(a,y) = “ne* B,

(c) Per la formula del gradiente, la derivata direzionale della g nella direzione v = (cos a,sin ) &

Dyg(1,1) = g»(1,1) cosa + g, (1,1) sina = 2sin a.



ANALISI MATEMATICA 1 e MATEMATICA A

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 18 Settembre 2012

TEMA 2

Esercizio 1 (9 punti). Si consideri la funzione

(L‘Q

- 3log®z + 2logz + 1

f(x)

(a) Determinare il dominio di f, il segno, eventuali simmetrie e periodicita.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.
(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

(Non e richiesto lo studio della derivata seconda di f(z)).

Esercizio 2 (8 punti).
(a) Calcolare l'integrale definito

/45 Vel

(b) Discutere la convergenza dell’integrale improprio

/ogﬁ(;—?ﬁdz'

Esercizio 3 (7 punti) Determinare il carattere della serie

Esercizio 4 (7 punti) Calcolare il seguente limite:

ettt 1 —log(l+2)
lim -
z—0t  sin(x?) + z3logx

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere ’appello successivo a
questo.



ANALISI MATEMATICA 1

Commissione V. Casarino, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica-Meccatronica, Vicenza

Soluzioni del TEMA ]_

Esercizio 1

(a) Siosservi che f(z) = ﬁi), ove g(z) = p(log ) e p(t) = 4t2 + 2t + 1. Poiché il polinomio 4¢% + 2t + 1
ha discriminante negativo, il denominatore di f non si annulla mai. Per la presenza della funzione
log z risulta quindi

domf ={xeR: x>0}
La funzione non presenta simmetrie o periodicita ed ¢ sempre positiva.

(b) Risulta
li =0
o, f(@)
o/ (7) = oo

Non ha senso cercare eventuali asintoti obliqui per x — 400, perché f tende a +o0o con ordine
maggiore di uno.

(¢) La funzione & continua e derivabile su tutto il suo dominio come conseguenza dei teoremi sulla
continuita e sulla derivabilita del quoziente e della composizione di funzioni. Risulta, inoltre,

_ 3z log? & — 4xlog
9*(x)

La funzione risulta allora crescente sugli intervalli (0,1) e (e!/2,400), decrescente in (1,e!/?).
1/2

f'(z)

f presenta un massimo relativo in z = 1 (ove assume il valore 1) e un mnimo relativo in e
assume il valore e/3. La funzione non ha né massimi né minimi assoluti.

(d) Risulta

ove

8z log”x — 4z logx

lim f'(z) = lim

=0.
z—0+ 0+ 92%(z)

Esercizio 2

(a). Per il calcolo dell’integrale definito, tramite la sostituzione x = t? (che implica “dx = 2tdt”, x = 3
ed z = 4 da sostituire con t =3 et =2 rispettivamente) otteniamo

o S
I::/3 deZQ/\/gMdt.
Osserviamo che si ha 12 — 2 = (t — v/2)(t + v/2); inoltre 1’equazione
A B 1
[—V3  1ivE B2
implica: A = \/5/4 e B= —\/5/4. Abbiamo pertanto

2 2
12/21dt*/§/( L >dt
N 2 Ja\t—v2 t+V2

= \f{log|t—\/§|—logt—i—\/§|ﬁ/g
B[S0 T % Y B Y [ SRV B
2 FlervV3-vo)| 2 BlV2rnWE-vo) |




(b). Essendo l'integranda continua solo su (0,2), si deve studiare il suo comportamento sia intorno al
punto x = 0 che al punto x = 2. Per il primo notiamo che

1 1
~ o l/2

(z—-2)vz 2

Per il criterio del confronto asintotico, 'integrale improprio converge.

per z — 07,

Per © = 2 osserviamo
1 (x—2)71

@20z 2

Per il criterio del confronto asintotico, 'integrale improprio diverge.

per x — 2.

(In alternativa, si puo usare il risultato del punto (a) e la definizione di integrale improprio: f02 R
limg o+ f; <o+ limy, o fln ... dove il primo limite é convergente mentre il secondo é divergente.)

Esercizio 3 Essendo una serie a termini positivi, si puo provare ad usare il criterio del rapporto:

i St Cr+1)+D! (n+1)" _ 2n+3)! (n+1)" _
noap (n+1+1)"2n+ 1) (n+2)7t (2n+1)!
2n+1D)!I2n+2)2n+3) (n+1)"  (2n+2)(2n+ 3) (n—i—l)n
(n+2)7(n +2) (2n+1)! (n+2) n+2
. (2n+2)(2n+3) 1 \"  (2n+2)(2n+3) 1o\ B
B (n+2) ( _n+2> B (n+2) (1_n+2> ] B
= +oo’

dove nel calcolo del limite si & tenuto conto che lim,, (1— %)”“‘2 =e !, lim, nL+2 =1lelim,, % =

+2
+o00.

Quindi lim,,

(LZ“ = 400 e, per il principio del rapporto, la serie diverge.

Esercizio 4
. log(l +2+2?%) —sinx
lim

z—0+ 1 —cosz+ ztlogx

Scriviamo lo sviluppo di McLaurin del numeratore:

1 1 3 2
log(1 4z + 2?) —sinz = (v +27) — §(x + %)% + §(I +2?)? —z+ % +o(z?) = % + o(x?),
per x — 0.
Al denominatore: )
1 —cosz+ztloge = % + o(z?),
per x — 0, dove abbiamo tenuto conto che lim,_,q+ ””4;25"'” = 0 quindi 2* logz = o(2?). Quindi facendo il

quoziente si ottiene che il limite ¢ = 1.



Traccia di soluzione del Tema 1

Commissione A. Centomo, M. Motta
12 luglio 2011

Esercizio 1

Si consideri la funzione
fz)= abrctabn(M + 1)
x
(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in
cui € possibile prolungare la funzione.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non é richiesto lo studio della convessita.

Soluzione. La funzione ¢ definita in D =R\{0} e possiamo riscriverla nella forma

arctan (2%) T € (3,4 00)
fa)=S T z=3

arctan(%) ze(—00,00U(0,3).

La funzione non presenta simmetrie e

f(x)>0 z€(0,+00)
f(x)<0 z€(—00,0).
I limiti agli estremi del dominio sono
lim f(z)=arctan2 lim f(z)= T

r——00 z—07t 2

lim f(z)=0 lim f(z):—z

z——00 0~ 2
da cui possiamo concludere che
a) la retta y=arctan 2 ¢ asintoto orizzontale destro;
b) la retta y =0 ¢ asintoto orizzontale sinistro;
c¢) la funzione non & prolungabile per continuita in 2 =0.

La derivata prima di f ¢

3
o) ba?t—12x+9 z€(3,+00)
f'(z)= 3

Lo studio del segno della derivata prima & immediato

fl(x)>0 xze(3,+0)
fl(x)<0 ze(—o00,0)0U(0,3)



2 SEZIONE

da cui possiamo concludere che:
1. f(z) & monotona strettamente crescente in (3, 4 00)
2. f(x) é monotona strettamente decrescente in ( — 00, 0) e in (0, 3)

3. il punto £ =3 é di minimo relativo

4. f(x) non ammette massimo e minimo assoluto e sup f = /2 mentre inf f=—m/2.
Per x =3 si ha
I f@)=g  lm f@)=—p

da cui possiamo conclude che x =3 ¢ un punto angoloso.

Per determinare gli attacchi di f osserviamo che

arctan(%) — g arctan(%) + g 3 1
lm —————=Ilim ———~—~ = lim ————= .
z—07 z z—0% z 20+t 2249 3

Figura 1. Grafico di f

Esercizio 2

Calcolare I'integrale improprio

oo coshz da
0 sinh?z + |sinh?x — 4| + 6
Soluzione. Osserviamo che
isinh?z — 4 = sinh?z —4 1z € [settsinh 2, + c0)
4 —sinh*r €0, settsinh 2]
da cui

+ oo settsinh 2 “+ oo
coshz 1 1 cosh x
/0 sinh?x + |sinh?z — 4|+ 6 dx 10 /0 cosha da+ 2 /settsinh2 sinh2?z + 1 dw

Utilizziamo la sostituzione z =sinh z

1 [? 1 [t dz 1 7 1
I=— | dztz 2% 2T arctan?.
10/O Z+2A 1122 5 g garctan



EsErcizio 4 3

Esercizio 3

Calcolare il limite seguente

: 2%+ a® + sin(x?)
lim
z—+00 6e? + v/ a0 + 22 + 1

per ogni valore del parametro a > 0.

Soluzione. Iniziamo dallo studio del denominatore osservando che
6e* 6e*

lim ——= lim ————=+o.
T—+00 4/ 6 4+2r+1 T —+00 .T3+O((E3)
Possiamo quindi calcolare il limite distinguendo i seguenti casi
iL.a>1
%+ a® + sin(x?) . a®

lim = lim —
z—+o0 e+ /26 +2x+1 a—4oo 6€”

i cul valori sono

a) 0se l<a<e,

b) 1/6se a=e
c) +oosea>e
ii. 0<a<1

a T 3 2 a
it + sin(z?) T x

= lim =0.
r—+00 e+ /a0 +2x+1 z—-+oo 6€”

Esercizio 4

Si consideri la funzione

sin(v/z2 + y?) log(1 + 2292

B T
0 per =0

(a) Discutere la continuita di f in (z,y)=(0,0).

(b) (Facoltativo) Discutere la derivabilita e la differenziabilita di f in (z,y)=1(0,0).

Soluzione. Osserviamo che per ogni (z,y) € {(z,y) €ER%:0< /2% +y?> <1} si ha

o< SV +y*)log(l+a%?) log(1+a%y?) % »

= =Ty
T T T

da cui, utilizzando il teorema del confronto, concludiamo che

lim z,y)=0.
(w7y)—>(070)f( )

Quindi f & continua in (0, 0). Possiamo calcolare le derivate parziali di f nel punto (0, 0) ricor-

rendo alla definizione

ox h—0 h
af 1 f(O,h)—f(0,0)_
(a—y)@’m—,&%f—&

A questo punto calcoliamo

f(xz,y)— £(0,0) =V f(0,0)(z,y) B sin(v/22+ y2) log(1 + 2%y?)

(z,9)—(0,0) V2 + y? (z,4)—(0,0) x/ 22+ y?

da cui concludiamo che f(z,y)= f(0,0) =V £(0,0)- (z,y) + o(|[(x, y)||) ossia che f ¢ differenzia-
bile in (0, 0).




Traccia di soluzione del Tema 1

pI A. CENTOMO & M. MOTTA

24 febbraio 2011

Esercizio 1

Si consideri la funzione
f(z) =2log (cosh (3z)) — 6x
(a) Determinare il dominio di f ed eventuali simmetrie. Non & richiesto lo studio del segno di
f
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non é richiesto lo studio della convessita.

Soluzione. (a) La funzione ¢ definita su tutto R. Osservato che
f(—xz)=2log (cosh (3z)) + 62 = f(x)+ 12z

possiamo concludere che f(z) non presenta simmetrie.

(b) Per calcolare i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali asintoti, osserviamo che pos-
siamo riscrivere f(z) nella forma

f(z) =2log (e*"+e3") —2log2 — 6z
= 2log(e3*(1 + e~5%)) — 2log 2 — 6z

=2log (1 + e~ %) — 2log 2
e anche

f(z) =2log (e**+e3") —2log2 — 6z
=2log(e3%(e5* + 1)) — 2log 2 — 6z
= 2log (5% + 1) — 2log 2 — 12z.

Ora i limiti agli estremi del dominio sono

lim f(x)=—2log2 lim f(z)=+o0
xr— 400 xr— — 00
da cui possiamo concludere che la retta di equazione y = — 2log 2 é asintoto orizzontale destro.
Inoltre
6x _ _
lim 2log (e +1) —2log2 — 12z _ 12
T — — 00 x
e
lim [2log (€5 4 1) — 2log2 — 122 4 122 | = — 2log 2
r— — 00
da cui possiamo concludere che la retta di equazione y = — 12z — 2log 2 € asintoto obliquo sini-
stro.

(¢) La funzione é continua e derivabile in R e la sua derivata prima é

Fla)= 6% — 6= 6(tanh(3z) — 1)



2 SEZIONE

oppure, usando la prima delle formulazioni equivalenti di f,

—12¢ 6
i —
Mo =13e=
ed & sempre strettamente negativa (ricordiamo: — 1 <tanh y <1 Vy € R). In conclusione la fun-

zione ¢ monotona strettamente decrescente su tutto R.

34

Figura 1. Grafico di f

Esercizio 2

Calcolare I'integrale
2

log[(242)*|d .

. .. 0
Soluzione. Iniziamo osservando che

2 2
I:/ 10g[(2+x)4ﬂdas:/ 4xlog (2+ x)d x.
0 0

Ora, integrando per parti, si ha

’ 421 dx= 21 2 ’ 2$2 dr= I ’ 2$2 d
2+ =[2 2+2)] - —=16log2 — .

La funzione integranda dell’ultimo integrale ¢ una funzione razionale e il grado del suo numera-
tore é maggiore di quello del denominatore. Quindi, ricorrendo all’algoritmo di divisione euclidea
(Ruffini), si ha

202 =(2x—4)(2+x)+8

2 5,2 2 2
/ 2z dac:/ (2$—4)d$+/ 8 dx
0o 2+=x 0 0o 2+=x

2 2
8 2 2 2
/0 (290—4)6[:5—}—/0 2+xd$=[$ —4x]0+[810g|2+$|]0:—4+810g2.

da cui

In conclusione
I=16log2+4—8log2=4+8log2.



Esercizio 4 3

Nota 1. Osserviamo che per risolvere ’esercizio non serviva conoscere l’algoritmo di divisione
euclidea in quanto si ha anche la decomposizione

2 2 _
2x dr —9 e+ 2z Qxdx
24z 24z

ZQ/de_4/Lde

24z 24z
=122 —4x +8log|z + 2| + ¢

con c€eR.

Esercizio 3

Posto

a _\/n2+3n+1—\/n2—|—2n—1. 1
" (37’L+6) (a E
n

3

Dlogin.
log?n
(a) discutere la convergenza della serie Z:z an per ogni valore a € R del parametro;

acoltativo) discutere la convergenza semplice della serie o (= an per ogni
b)  (Facoltativo) discutere 1 lice della serie 272 ((— 1)"+! i
valore a >1/3 del parametro.

Soluzione. (a) La serie ¢ a termini positivi. Per n— oo si ha

vn?+3n+1-vni+2n—-1_ 1 n+2 1
(3n+6) 3n+2) Vr2+3n+1+vVn2+2n—1 On
e, nello stesso limite, a,, ~ b, con
bn = 6]/;,1/ 1 1 = 3 ]
oo i n<a7§)1og5n 6n<ﬂ+§)log5n
Quindi la serie converge se
2 1
51 =
a+ 3 > & a> 3

e diverge se a <1/3.

(b) La serie a termini di segno alterno converge assolutamente e quindi anche semplicemente per
a > 1/3. Per a = 1/3 la serie non converge assolutamente ma semplicemente per il criterio di
Leibnitz (o delle serie a segni alterni). Infatti a, ¢ infinitesima, per quanto visto al punto (a), e

1
decrescente perché a denominatore 3(vVn2+3n+1+ vn?+2n — 1)log 2n é chiaramente prodotto
di successioni positive crescenti e quindi crescente, per cui il reciproco é decrescente.

Esercizio 4

a) Calcolare al variare del parametro a € R il limite

3

. 3arctanx — 3a’r —ax
lim — T
z—0+ 3sin’r — x

b) Determinare i valori del parametro a € R per i quali la funzione:

3arctanz — 3a%z — a z°

3sindx — x4 z€(0,1]

flx)= 2asi (%) ze[—1,0)

risulta prolungabile per continuita in x =0.




Soluzione. (a) Posto
_ 3arctanz — 3a’r —a z?

3sinsy — x4

fa()

osserviamo che, per x — 07, il numeratore si puo scrivere come
3arctanx — 3a’r —a2® =3z — 23 — 3a’r —a 23 + gzs + o(x%)
e quindi si hanno i seguenti casi:
. 3
Loa=—1, fo(z) =z2°+o(2°);
ii. a=1, fo(z)=—22%+o(z?);
ili. a € R\{1,—1}, fu(x)=3(1—a?z+ o(z?).
Il denominatore si puod scrivere come
3sindz — 2t =323 + o(2?).

Possiamo adesso calcolare il limite iniziale nei tre casi:

l.a=-1
o 2540028 o 32240023
lim 24— = lim >—+ - =
e—ot 3x3+o0(x3) o+ 340(1)
2. a=1
. =223+ o0(zh) . —24o0(x) 2
1 =1 =_Z2
et 33+ o(z3) Rt 3+0(1) 3

3. aeR\{1,—-1}
— a2 2 42
lim 3(1—a®)z+o(z?) _ lim (I1—a )—I—o(:z:).
c—o0t  3x3+o0(x?) e—0t T2+ o(x?)

Per concludere notiamo che
4. se 1—a?>0ossiase a€(—1,1) si ha

. 1—a?)+o(x)
1 —( =
om0t 224 o(x?) oo

5. se 1 —a?<0 ossia se a € R\[—1,1] si ha

2
iy =@ tol@)
s—0+t 12+ o0(x?)

(b) Dopo quanto discusso in precedenza, osservato che per z € [—1,0), si ha
20 1 2
0 < 3zx°sin — | < 3x
T
e che, per il teorema del confronto, si ha

lim f(z)=0

rz—0~

SEZIONE

si conclude immediatamente che f(x) & prolungabile per continuita in =0 solo se a = — 1.



Traccia di soluzione del Tema 1

Commissione A. Centomo, M. Motta

22 febbraio 2011

Esercizio 1

Si consideri la funzione

ro=(3)""

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie, periodicita e segno di f.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f,
eventuali punti in cui & possibile prolungare la funzione per continuita.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimi, minimi relativi e
assoluti, inf e sup) di f. Calcolare i limiti di f/, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non é richiesto lo studio della convessita di f.
Soluzione. (a) La funzione ¢ definita per ogni x € R tale che

i — cos?(z) # 0.

Per risolvere in R ’equazione

1 2

1 cos (x)=0
osserviamo che la funzione cos?(x) & periodica di periodo 7 e pari. Quindi
¢ sufficiente determinare le soluzioni dell’equazione, ad esempio, nell’intervallo
[0,7/2] ottenendo & = m/3, aggiungere la soluzione simmetrica ¢ = —7/3 e
quindi estendere le soluzioni ottenute per periodicita. In conclusione, il dominio
della funzione &

D=R\{zeR:z==xn/3+kn, keclZ}.

La funzione & continua e positiva nel suo dominio. Inoltre f : D — R si puo
scrivere nella forma

-t
f(x) — 2 \%700521'\



e f(—z) = f(z), f(x+7) = f(x) per ogni z € D, quindi f(x) & pari e periodica
di periodo 7.

Per questo possiamo limitare il resto dello studio della funzione alla particolare
restrizione all’insieme D N[0, 7/2] = [0,7/2] \ {7/3}.

(b) Agli estremi di [0,7/2] \ {n/3}, per la continuita di f, si ha

1

f(o):ﬁ

1
2) = —
e 'unico limite da calcolare &

li = i =0
i f(x) f(@)
da cui possiamo dedurre che f(x) & prolungabile per continuita su tutto [0, 7/2]
ponendo f(7/3) = 0, anzi, su tutto R ponendo f(+w/3 + kw) = 0 per ogni
k € Z. La funzione non ha asintoti.
(c¢) La funzione f(z) ¢ derivabile per ogni x € [0,7/2] \ {7/3} e si ha

2log2sinz cosx

( —cos?z) |3 — cos? x|

e in particolare f'(0) = f'(7/2) = 0.
Equivalentemente, essendo ‘i — cos? m‘ =+ (i — cos? x) per i —cos?z > 0
(risp., < 0),

1

2m|

T oz 2si 3 1
f(x) =+log2-2 imeos ST COS T per — —cos®x > 0 (risp., < 0).

(i — cos? x)2 4

Quindi lo studio del segno della derivata prima f’(x) > 0, si riduce alla dise-
quazione

1 2r>0
1 cos” x
la cui soluzione &
f(x)>0 xze(n/3,7/2) f(z)y<0  xz€(0,7/3)

da cui possiamo concludere che f(z) & monotona strettamente decrescente nel-
I'intervallo (0, 7/3) e monotona strettamente crescente nell’intervallo (7 /3, 7/2).
Il punto = = 0 ¢ punto di massimo relativo e assoluto, il punto x = 7/2 ¢ punto
di massimo relativo in [0, 7/2]. Il punto x = 7/3 & di minimo assoluto per la fun-
zione prolungata per continuita (0 & l'estremo inferiore della funzione data). Su
tutto D, f ha massimo assoluto in = km e massimo relativo in ¢ = £7/2+ k7
per ogni k € Z. Il suo prolungamento per continuit & ad R ha minimo assoluto
in x = +7/3 + kmr per ogni k € Z. Prima di abbozzare il grafico valutiamo i
limiti significativi della derivata prima:

log? 2
2sinzcosx  (L-cos?z)’

1. ’ — 1. .
z—>1-rrn/13+ f (m) z—>1-rrH/13+ IOg 2 m



Osserviamo che
2sinx cos x \/§

lim =
z—m /3t log 2 2log2
e posto
1 -1
z=1log2 (= —cos’z
e2(5-os)
log2 2
1_cos2z)? 2
lim w = lim = =0
c—m/3T i 2—too €7
e Z_COS T)

Analogamente si calcola che lim, /3~ /() = 0 da cui possiamo concludere
che
lim f'(z) = 0.

z—m/3

Quindi la funzione prolungata per continuita ad R risulta derivabile anche in
tutti i punti z = £7/3 + km per ogni k € Z.

Figura 1: Grafico di f(z)

Esercizio 2

Calcolare al variare del parametro a > 0 il limite

.2 2
p3a logx + (1 _ earcsin (z))

I
om0+ 1 — COST — T — log(1 — sinh z)

Soluzione. Nel limite per z — 0 si ha
(1 - ea“smz(z)) = (-2 + o(xg))2 =z +o(z?)
da cui, per il numeratore, si ottiene

xBa logx 41— earcsin2(z) _ xSa logas —|—.T4 + 0(1‘4).

Inoltre
log(1 — sinhz) = —sinhx — sinh’ 5 + o(sinh? )
da cui
log(1 —sinhz) = — (z + o(z?)) — % (z® + o(2?)) + o(2?)
e quindi

1
log(l —sinhz) = —z — ixz + o(z?).



Inoltre
2

x
1 —cosz = — +o(z?).
2
In conclusione per il deonominatore si ha

1 —cosz —x —log(1 — sinhz) = 2% 4 o(z?).

Allora
3 in2(r 2
- z?%logr + (1 — e (L)) . 2%%logz + 2t + o(x?)
lim - = lim
2—0+ 1 —cosx —x —log(l —sinhzx)  z—o+ 22 + o(x?)
¢ 3 4 4
“1
lim 2 0gz + 2" +o(z) = lim 23* ?logz.
z—0+ x? 4 o(z?) a0+

Si hanno i seguenti casi
i. 3a —2 > 0 ossia a > 2/3 il limite vale 0;

ii. 3a —2 <0 ossia a < 2/3 il limite vale —oco.

Esercizio 3
Si consideri il seguente integrale

1

“+oo
/ . 5 dz.
1 2?14 z)e [log?(1 + 2) + 2log(1 + z) + 2]

(a) Determinare i valori del parametro a € R per cui l'integrale generalizzato
converge.

(b) Calcolare l'integrale per a = 1.
Soluzione. (a) Nel limite per £ — +o0 si ha

1 1

~

251 (1 4 z)2 [log*(1 + z) + 2log(1 + ) + 2]  ab+—5log*x

e quindi I'integrale ¢ convergente se
6a—52>1 & a>1.

(b) Per calcolare l'integrale il valore I dell’integrale nel caso a = 1 calcoliamo
prima di tutto

1

/ dz.
(1+2) [log®(1 + ) + 2log(1 + x) + 2]




Ricorrendo alla sostituzione
dxr
1+

z =log(1 + ) dz =

si ha

1 1
/z2+2z+2 : /(z+1)2+1 @ = arctan(z + 1)

da cui

I= lim arctan(log(k+ 1)+ 1) — arctan(log2 + 1) = g —arctan(log2 + 1).

k——+o00

Esercizio 4

Data la successione "

= N log (14 3e™")

an

(a) calcolarne il limite.

(b) Discutere la convergenza della serie Z:z Q.

Soluzione. (a) Nel limite per n — oo si ha
log (143e™™) =3e " +o(e™),
da cui
2n 2n 2n A
== log(1+3¢™) = ——. L DU S
Jn+2 8 ) Jn+2 iz ) ATy e
da cui si vede che {a,}nen € una successione infinitesima per il criterio del

confronto asintotico, grazie alla scala degli infiniti (2" = o(e™)) .
(b) La serie

an, 3e " +o

—+oo
D> an
n=1
¢ a termini positivi e per quanto visto nel punto (a), nel limite per n — oo si

ha si ha
s (2/e)"
Gy ™~ = .
" (Vn+2)er Vn+2
La serie geometrica di ragione 2/e < 1 & convergente e, sempre per n — 00, si
ha

e

2\" - . e - . . 2
anp=o0| |- (cioe, a,, & un infinitesimo di ordine superiore rispetto a | —
e

da cui possiamo concludere subito che la serie € convergente, per il criterio del
confronto asintotico.
Utilizzando invece il criterio del rapporto, si ha

. 2n+1 2)e™ 2
lim 5 Wt 2er 2y
n—oo (y/n+ 1+ 2)ent! 3-2n e

da cui concludiamo come prima che la serie converge.

n

)



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione A.Centomo, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 19 settembre 2011

TEMA ]_
Esercizio 1

f(x) _ 3 e— arctan(ﬁ) '

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
e possibile prolungare la funzione.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli

eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non ¢ richiesto lo studio della convessita.

Esercizio 2 Calcolare

y n3arcsin (1) — nsin(n) + (n + 1) arctan(n!) -
n—1>I—sI—loo n! 4 2en?+log(n?) €

Esercizio 3 Calcolare

/I | sin z|
5 dx
_m COST T + T7cosx + 12
Esercizio 4 Data
+oo
Z log(n +1) —logn 201
3+n ’
n=1

(a) studiare la convergenza della serie Yz > 0;

(b) (Facoltativo) studiare la convergenza della serie Va < 0.

Tempo: due ore e mezza.



ANALISI MATEMATICA 1 e MATEMATICA A

Commissione A. Centomo, P. Mannucci, C. Marchi
Ingegneria Gestionale, Meccanica Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 15 settembre 2010

TEMA ]_

Esercizio 1 (7 punti) Si consideri la funzione

flz) =8z —/|z —1].

a) Determinare il dominio di f,

(
(b) determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f,
(

(c
d

(e

)
)
) studiare la derivabilita di f, calcolare f’ e studiare la monotonia di f,
) calcolare gli attacchi di f,

)

dalle informazioni precedenti disegnare un abbozzo del grafico.

Esercizio 2 (6 punti) Studiare i punti di flesso, la concavita e convessita della funzione

f(z) = |aPem 2.

Esercizio 3 (6 punti) Calcolare il limite

y log(1+x) —e® + 2%+ 6z +1
im .
z—0+ cosh(z) — 1

Esercizio 4 (7 punti) Studiare la convergenza assoluta e la convergenza, al variare del

parametro a > 0, della serie
“+o00

Z(—l)” arctan(n—Qa).
n=1

Esercizio 5 (6 punti + 2 del facoltativo)

(a) Calcolare il seguente integrale indefinito

1
—dx.
/e$+26_$ .

(b) Facoltativo: dalle informazioni ottenute in (a), calcolare

+o0 1
e
0 er 4 2e~%

Tempo: due ore e mezza. Motivare tutte le risposte
N.B. Le parti facoltative vanno fatte dopo aver fatto le altri parti e non servono per ottenere ’ammissione all’orale.

N.B. Chi & sorpreso a parlare o copiare non solo verra allontanato dall’aula ma non potra sostenere gli altri due appelli

successivi a questo.



Analisi 1

Traccia di soluzione del Tema 2
Commissione A. Centomo, P. Mannucci, C. Marchi

15 settembre 2010

Esercizio 1

(7 punti) Si consideri la funzione
f@)= /132 —1] - V22
a) Determinare il dominio di f,
) determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f,
) calcolare f’ e studiare la monotonia di f,
d) calcolare i limiti di f’ agli estremi del dominio,
)

dalle informazioni precedenti disegnare un abbozzo del grafico.

Soluzione. La funzione ¢ definita e continua in D = [0, + 00). Inoltre

-1
lim )= lim +3x—1—+2zx= lim x—:—l—oo.
z—+o00 f( ) z— 400 z—+oo/3x — 1+ 2

Prima di calcolare la derivata I conviene riscrivere la funzione come
V3r—1—+2x, xZ%
vV1—3x —+2x, 0§x<%
3 1 1

— , T > —

N ) 2/3x—1 2z 3

)= -3 1 1
— , << =
2vV1—-3x V2 3

Osserviamo che f/(x) ristretta all’intervallo (0,1/3) ¢ sempre strettamente negativa. Quindi, per
x € (1/3,4 00), studiamo il segno della derivata I

3 1 3 1
— >0 & >
2V3xr—1 2z 2vV3r—1 2z

flx)=

da cui

da cui
3 > 1 & 3V2r>23x—1 & 18x>12x —4 = :L'>*2
2V3x—1 2z 3

e, essendo —2/3<1/3, f'(x)<0in (1/3,4 00). Possiamo concludere che:
a) f(x) ristretta all’intervallo (0,1/3) é monotona strettamente decrescente;
b) f(x) ristretta all’intervallo (1/3,+ co) & monotona strettamente crescente.

Calcoliamo quindi i seguenti limiti:
lim f'(z)=-o00

z—07t

lim f(z)=-o0 lir111+f’(x):+oo

s N
=3 =3

da cui possiamo concludere in particolare che il punto (1/3, —1/2/3) é una cuspide.



2 SEZIONE

Figura 1. Grafico di f

Esercizio 2

(6 punti) Studiare i punti di flesso, la concavita e convessita della funzione

(&) =l =D,

Soluzione. La funzione é definita su tutto R e si puo riscrivere nella forma

3 ,—(z+1)
f(x)z{ roe , x>0

—ade” D g <.
La derivata prima ¢

Fa) = 2(3—z)e D >0
—22(3—x)e” @ 2 <0.
la derivata seconda €

Fi) = (22— 6x+6)e”@F) >0
—z(x? =62 +6)e” @D 2 <0.

Prima di procedere allo studio del segno della derivata II osserviamo che
2?—6x-6>0 &  2<3-V3 VvV >3+

Suddividiamo lo studio della derivata II in due parti.

A) Per valori di z che cadono nell’intervallo ( — 0o, 0) si ha sempre f”(z) > 0. Quindi f(z) ¢é
strettamente convessa in (— 00, 0);

B) Per valori di z che cadono nell’intervallo (0,4 o) si ha:

i f"(x)>0sexe(0,3—+3)U(3++3,+ o0). Quindi f(z) & convessa in ciascuno
dei due intervalli dell’unione;

ii. f”(z) <0 nellintervallo (3 —+/3,3++/3). Quindi f(z) ¢ concava in tale intervallo.

I punti di flesso di f sono 1 =3 — V3 e xo =3+ /3. Per concludere 'esercizio vediamo cosa si
puo dire del punto x =0. Osserviamo che

lim f(z)= lim f'(x)=0 lim f’(x)= lim f”(z)=0.
z—0t x—0 z—07F

r—0"



Esercizio 4 3

Per quanto visto in precedenza, in opportuni intorni destri e sinistri di = 0, la funzione ¢
sempre convessa e quindi £ =0 non ¢ un punto di flesso. Non sarebbe difficile vedere che =0 &
un punto di minimo relativo.

Esercizio 3

(6 punti) Calcolare il limite
lim (cosh(x) —1)'/2
ot e® —log(l14+z)+x2+5x—1°

Soluzione. Nel limite x — 0% si ha
2
cosh(z) —1:%4—0(1}3) log(1+x)=xz+o(x) e —1=x+o(x).

Per quanto riguarda il numeratore osserviamo che

.- (cosh(:z:)—l)l/Q: iy (cosh (@) =12 _ V2

22

z—07F rz—0t x 2

da cui possiamo concludere che, nel limite di z — 07T, si ha

V2

(cosh(z) —1)/2 = < o+ o(x).

Sostituendo gli sviluppi per il denominatore si ha direttamente
e® —log(1+x) + 22+ 5x — 1=5x + o(x).

Il limite di partenza diviene

Lovo)  Liol) 3

zli,rfﬁ bz +o(z) ano+ bto(l) 10

Esercizio 4
(7 punti) Studiare la convergenza assoluta e la convergenza, al variare del parametro « > 0, della

serie
+oo 3
! 1+—).
d (-1 0g< +na>

n=1

Soluzione. La serie si presenta nella forma
—+ oo

Z (_ 1)nan (1)

n=1

3
n=1 1+— ).
a og( +na>

Osserviamo subito che a,, > 0 per ogni n > 1 e per ogni « > 0. Quindi la serie & a termini di
segno alterno. Iniziamo studiando la convergenza assoluta ossia la convergenza della serie a ter-

mini positivi
—+ oo
>
Nel limite per n— + 0o e per a >0 si ha n=t

an:log(l—k%):%—i—o(%)rv%.
n n n n

con



4 SEZIONE

Ricordato che la serie armonica generalizzata

+001

ne
n=1

converge per « > 1, per il Criterio del confronto asintotico, possiamo concludere che la serie (1)
converge assolutamente, e quindi anche semplicemente, per o> 1.

Resta da discutere la convergenza semplice nel caso 0 <a < 1.

Per quanto osservato all’inizio possiamo ricorrere al Criterio di Leibniz:
1. la successione {a,} & a termini positivi;

2. la successione {a, } ¢ infinitesima. Infatti si ha
lim lo 1—i—i =0
n——+oo S n«
3. la successione {a,} ¢ monotona strettamente decrescente in quanto

3 3 1 1 1\*
log| 1+ ——— | <log| 14+—= L 14— 1
og( +(n+1)0‘)< og( +na> = (n+1)a<na = ( +n> >

per ognin >1 e se a>0.

per ogni a > 0;

Quindi per il Criterio di Leibniz la serie converge semplicemente se « € (0, 1].

Esercizio 5

(6 punti) Calcolare il seguente integrale indefinito

1
/ e"%+ 3€Idas.

(2 punti) Facoltativo: dalle informazioni ottenute al punto precedente, calcolare

+oo 1
/ 1
0 e~ 4 3e*

1 e’
/ e—w+3erd$_/ T3c2 17

e quindi utilizziamo il Teorema di integrazione per sostituzione con

y:\/§61 dyzx/gezdz

Soluzione. Osserviamo che

ottenendo

ﬁ ;d —ﬁarctan
3 ) 1+2Y" 3 y

da cui

/ ;dngarctan\/gez.

e~ 4 3e*

A questo punto possiamo concludere 1’esercizio in quanto

+o0
/ ;dx: lim <?arctan\/§em>—?arctan\/geozﬂ-%/g—W\/gzﬂ-\/g.
0

€7I+3€I T —+00 9 18




Analisi 1

Traccia di soluzione del Tema 1
Commissione A. Centomo, P. Mannucci, C. Marchi

26 gennaio 2010

Esercizio 1 (7 punti) Si consideri la funzione
f(x) =arctan(\/z ) —log(1+ x)

(a) Determinare il dominio di f e i limiti agli estremi del dominio.

(b) Determinare gli intervalli di monotonia, gli eventuali punti di estremo (massimo e
minimo) relativo e assoluto di f, i limiti di f’ se significativi.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non @ richiesto lo studio della convessita.

(Facoltativo) Tenuto conto anche delle informazioni ricavate dai punti precedenti, dire
se esistono e quanti sono gli zeri della funzione g(x)= f(x) —27z.

Soluzione. Il dominio di f & D=[0,+00), f(0)=0, e

lim f(z)=—oc.

r— +00

La derivata prima di f &

N 1 (1 1 1-2ya
f(x)_2\/5'1+x1+x_<2\/51>

14z 2yz(1+2)
ed ¢ definita in (0, + oc0). Lo studio del segno della derivata prima si riduce allo studio
della disequazione

1-2y/z>0 & 0<z<

N

da cui concludiamo che la funzione ¢ monotona strettamente crescente in (0, 1/4) e
monotona strettamente decrescente in (1/4, + oc). Il punto x = 1/4 & di massimo rela-
tivo e assoluto

f(1/4) =arctan(1/2) —log 5 +log 4
L’unico limite significativo della derivata prima é

lim f'(z)=+ co.

z—0t



Figura 1. Grafico di f

(Facoltativo) La funzione g(z) ¢ definita continua in D e ha uno zero in z = 0. Per
vedere se ci sono altri zeri in D osserviamo che

g(x)=0 & f(z)=r(z) (1)
dove r(x) =27x. Per quanto visto sopra la funzione f(x) & limitata superiormente e

T 27
(Sflfo)é) f:f(1/4)<z+2<7“(1/4)zz. (2)

Da (2) e dal fatto che r(x) & monotona strettamente crescente possiamo concludere che
g(x) <0

per ogni x € [1/4, 4 o0) e quindi che, se esistono altri zeri di g oltre x =0, questi devono

cadere nell’'intervallo (0,1/4). Per x — 0%

1
e quindi g(z) ¢ definitivamente positiva per x — 07. Per il Teorema degli zeri esiste
allora almeno un valore di o € (0,1/4) tale che g(a) =0 e quindi g ammette almeno due

zeri. Si puo dimostrare che « € unico osservando che la derivata prima

§'(x) = f(w) — 27 = (ﬁ—l) L

¢ continua e monotona strettamente decrescente in (0, 1/4] con

lim ¢'(z)=+ o0 g'(1/4)=—21.

z—0t
Dal Teorema degli zeri, tenuto conto anche della monotonia di ¢’, possiamo concludere
che esiste unico 3 € (0, 1/4) tale che ¢’(8) = 0. Quindi g(z) ¢ monotona strettamente
crescente in [0, ) e strettamente decrescente in (3, 1/4]. Il punto z = 5 ¢ di massimo
assoluto e g(/4) >0. Quindi o € (3,1/4) ¢ l'unico zero di g oltre a = =0.

Esercizio 2 (7 punti) Calcolare il seguente limite al variare del parametro reale o > 0:

i (x — arcsin )% — log(1 + sin’z)
z—0+ x4z log(1+ z)



Soluzione. Il limite si presenta come forma indeterminata del tipo [0/0]. Per z — 07 si

ha
2

arcsinz = x + o(z?) log(1+xz)=2— % + o(x?) sin(x) = + o(x?)
da cui
lim (z — arcsinz)? — log(1 +sin’z) I — 224 o(z?)
0t 2@+ zlog(l+ ) a0+ 20+ 224 o(x?)
Distinguiamo i seguenti casi:
1. 0<a<?2 allora
—2?+o(z?) i = 2?2+ o(2?)

o0+ 7O+ 22 o(x?) o0+ 2O o(z®)
2. =2 allora

m —22+o(z?) I —x?+o(z?) 1
o0t T+ 22 +o(2?) o+ 222+o0(x2) 2

3. a>2 allora
_ 2 2 2 2
om0t 2+ 224 0(22) o+ a2+ o0(x?)

Esercizio 3 (6 punti) Calcolare il seguente integrale definito

7'('/6 1
/ dz.
o cos?xy/1—tanzx

. . . /4 1
(Facoltativo) Discutere la convergenza di 0 mdw

Soluzione. Si ha direttamente

/W/6 ! do—[—2yT—Tanz] /0 =2—2,/1- Y3
o cos2zy/1—tanzx 0 3

(Facoltativo) Il modo piu semplice di studiare la convergenza é

w/4 1 y 1
dzr= lim dr=2+ lim —21—tany=2
/0 cos?zy/1—tanx y—2~Jo cos 2zy/1—tanx y—7 Y

da cui si vede che l'integrale converge.
Nota 1. L’integrale di partenza di pud risolvere con la sostituzione y=1—tan x.

Esercizio 4 (7 punti) Studiare la convergenza della serie

= logn +2n'°8" 4 sinn \"
> T

n=2

Soluzione. La serie ¢ a termini positivi. Per discutere la convergenza ricorriamo al Cri-
terio della radice e calcoliamo il limite:

logn + 2n'°8™ + sinn elog”n < logn sinn ) (3)

lim =2 lim ——s-
n— 400 3n n—+oo e" log3 inogn 2n10gn



ora

2
log?n < log™n _ log3>
e . 2, _ .
= lim elogn—nlogd— |iym ¢ " =0

lim ——a=
nlog3 n—-+00 n—-+00

n—-—+oo €
2
lim n<10g n —log3> = —00.
n— -+oo n

Allora il limite (3) vale 0 <1 e quindi per il Criterio della radice la serie converge.

dove si & utilizzato

Esercizio 5 (5 punti) Determinare per quali valori del parametro reale a € R, la fun-
zione

F) = (302~ 1)eo 2

ha derivata seconda nulla in = 0. Determinare inoltre I’equazione della retta tangente
in tale punto.

(Facoltativo) Per tali valori del parametro «, determinare gli intervalli di convessita di

I

Soluzione. La funzione é derivabile e
f(z)=(3az?+6x — a)e** T2
inoltre

f"(0)=€*(6—a?).

I valori di a che annullano la derivata seconda sono a = + /6. L’equazione delle tan-
genti corrispondenti a tali valori sono

y:—\/geQxfeQ y:\/EeQxfeQ.

(Facoltativo) Nel caso a =+/6 si ha
f(@) = (3a% = 1)evort?
che ¢ definita su tutto R. La derivata prima di f ¢
fl(@)=(6z+ (322 —1)V/6)eV0o+2
e la derivata seconda di f €&
f(x) =62 (3z +2v/6) eV0r+2,

Lo studio del segno della derivata seconda si riduce alla disequazione

x(3m+2\/6)>0 = x<—§\/6 vV x>0

da cui

f"(x)>0 ze < — 00, — % \/6> f strettamente convessa

f"(x)<0 z€ < - % V6, 0) f strettamente concava

["(x)>0 ze(0,+00) [ strettamente convessa

eipuntiz=0ex=— 2\/6/3 sono punti di flesso. Il caso o= — /6 & del tutto analogo.



Analisi 1

Traccia di soluzione del Tema 1

Commissione A. Centomo, P. Mannucci, C. Marchi

8 febbraio 2010

Esercizio 1

(7 punti) Si consideri la funzione

() :arctan<e<2$+i‘>>

(a) Determinare il dominio di f, il segno, i limiti agli estremi del dominio ed even-
tuali asintoti di f.

(b) Determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo
e minimo) relativo e assoluto di f. I limiti di f’, se significativi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non ¢ richiesto lo studio della convessita.

Soluzione. La funzione ¢é definita positiva in D =R\{0} e

lim f(x)= z lim f(xz)=0.
xr——+00 2 T— —00
Inoltre
lim f(z)= i lim f(x)=0.
z—0t 2 z—0~

Possiamo concludere che la funzione presenta un asintoto orizzontale destro e un asin-
toto orizzontale sinistro rispettivamente di equazione y=m/2 e y=0.

La funzione ¢é limitata in D e quindi non ammette altri asintoti.

La funzione é derivabile in D e

2x+%
o= (o)

1\ 2 x
1+ <62x+z>

Lo studio del segno della derivata prima si riduce a

f(x)>0 & 222 -1>0 =3 x

IN
\

SIS

vV x> ﬁ
2
Possiamo concludere che
e f & monotona strettamente crescente se ristretta agli intervalli ( — oo, — v/2/2) e
(V2/2, 4 00);
e f & monotona strettamente decrescente se ristretta agli intervalli ( — v/2/2, 0) e

(0,v2/2);



2 SEZIONE

e il punto z3; = —/2/2 ¢ punto di massimo relativo (non assoluto);
e il punto z,, =+/2/2 ¢ punto di minimo relativo (non assoluto).

I valori massimo e minimo assunti dalla funzione sono rispettivamente:

flxa) = arctan(e_zﬁ) flam)= arctan(eZ‘/i).

Calcoliamo i limiti significativi della derivata prima.

Nel limite  — 0%, si ha

. 2
lim e e = + oo
. z—0t
e si vede che
e2x+%
1

allora

2 1
W
da cui si conclude che
lim f'(z)=0.
. z—07F
Analogamente si vede che
lim f'(x)=0
z—0~

Figura 1. Grafico di f

Esercizio 2

(6 punti) Calcolare il seguente integrale definito

/ r3sin(222)d .
0



Esercizio 3 3

Soluzione. Iniziamo calcolando una primitiva della funzione integranda. Con la sostitu-
zione

y=a2 dy=2xdx

si ha

/x3sin(2x2) dx= % /y sin (2y)dy
Integrando per parti si ha

1 ys,in(Qy)dy:—gcos(Qy)qLl cos(2y)dy:—gcos(2y)+lsin(2y)
2 4 4 4 8
da cui

T 3. 2 .’132 2 1. 2 T 7T2 2 1 . 2
xosin(2z%)dx = f—cos(2x)+§sm(2x) :fIcos(27r)+§sm(27T ).
0 0

Esercizio 3
(7 punti)
1
a) Trovare l'ordine di infinitesimo di a, = arcsin L + L) —ensin( L + Loal
n n2 n no
variare del parametro reale o > 0.

(b) Determinare per quali « > 0 la serie Z:j a, converge.

Soluzione. Nel limite per n— 4 oo si ha

arcsin l—l—i = l+i +1 l+i 3_|_0 l_i_i !
n n2) \n n? 6\n n2 n | n2

da cui, sviluppando i calcoli, anche

(1 1 1 1 1 1
arcsm(Equ) :E+F+W+O<F)

n) n  2n? n? n 6n3 nt

da cui, sviluppando i calcoli, anche

n) n n?2 3n3 n3 )
In conclusione allora
() (3) ol )

11 1
s T3 T\ W3 )

Possiamo distingere i seguenti casi

Inoltre

e quindi

1. per a > 3 si ha che ay, ¢ infinitesimo di ordine 3 rispetto a 1/n;



4 SEZIONE

2. 0 < @< 3: ay ¢ infinitesimo di ordine « rispetto a 1/n.

Per il Criterio del confronto asintotico e tenuto conto di quanto noto sulla convergenza
della serie armonica generalizzata, possiamo concludere che la serie

+o00
>
n=1

risulta convergente per a > 1 e divergente per 0 < a < 1.

Esercizio 4

(6 punti) Trovare, se esistono, gli asintoti obliqui, per z — 4 0o, della funzione
3 1
f(z)=x"log| 1+ pol arctan 3z.

Soluzione. Per z — 400, si ha

| 1) 1 1
og 1+? —ﬁﬁLO F

da cul osserviamo che

lim f(z)= lim x-<1+0(1) arctan 31‘)
r—to00 r—+o00
Ora
lim f(@) _ lim <1+0( )+ arctan(3x) >
r—+4oo I —+00
Inoltre

lim f(z)—xz= lim o(z)+ arctan (3z)=

Tr— 400 r— 400

l\.')

La funzione ha come asintoto obliquo destro la retta di equazione y = = + 7/2. La fun-

zione ¢ dispari, in quanto f(—z)=— f(z), quindi
im L@ oy Sy fE@)
r——o00 X r—+oo — T rz—+oo &L
Inoltre

lim f(x)—z= lim o(z)+arctan (3z)=— g

T— — 00 r— — 00

In conclusione ’asintoto obliquo sinistro é la retta di equazione y =z — /2.

Esercizio 5

(6 punti) Si consideri la funzione di due variabili
fla,y)=emvtee.

(a) Calcolare le derivate parziali f(z,y) e fy(x,y).

(b) Trovare gli eventuali punti critici di f, calcolare la matrice Hessiana nei punti cri-
tici e determinarne la natura.



Esercizio 5

Soluzione. Le derivate parziali sono

ﬁ_ Ty+2x a_f_ Ty+2x
ax—(y+2)e 8y—xe .

L’unico punto critico di f & P=(0,—2). La matrice Hessiana in tale punto risulta

2p)=( 1 §)

e, osservato che det D?f(P) = —1 <0, possiamo concludere che P ¢ un punto di sella.



Analisi 1

Traccia di soluzione del Tema 1
Commissione A. Centomo, P. Mannucci, C. Marchi

20 luglio 2010

Esercizio 1

(7 punti) Si consideri la funzione
f(ZE) — xsin 3z

Determinare il dominio di f e il segno.

T ®

Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

=

)
)
¢) Studiare la continuita ed eventuali estendibilita per continuita.
) Studiare la derivabilita di f; calcolare f'.

)

—
@

Calcolare il limite di f'(z) agli estremi del dominio.

Soluzione. Per risolvere ’esercizio conviene riscrivere la funzione nella forma
f($) — esin 3z logx

da cui si vede subito che il dominio ¢ D = (0, + 00) e che la funzione ¢ definita strettamente posi-
tiva in D. Osserviamo che la funzione non ammette limite per z — + co. Inoltre

lim sin3zlogx = lim sin 3z 3rlogz=0
z—0t r—0T x
in quanto _
im 937 1 im 32loga =0,
z—0t 3T z—0t

Possiamo allora concludere che
lim f(z)=e"=1.

z—07t

La funzione non ammette asintoti verticali, orizzontali e obliqui. La funzione é continua nel suo
dominio e puo essere estesa per continuita su [0, + 0o) ponendo f(0)=1.
La derivata I di f(x) é

f’(x) esin3mlogm<3cos3xlogz +$)

da cui concludiamo che la funzione & derivabile in D. Per concludere 'esercizio osserviamo che

lim <3c0s3zlogx+w> =3 lim cos3zlogr+3=— o0
r—0t X rz—0t
e, ricordato che
Jim f(a)=1

si ha

lim f/(z)= lim f(x)(Bcos?;xlongrsmxgx)oo_

z—0t z—0t

Esercizio 2

(6 punti) Si consideri la funzione

axr

f(x) :arctan(x — 1)



2 SECTION

e si determinino i valori di @ > 0 in modo che essa abbia un punto di flesso in x =1/2. Scrivere
I'equazione della retta tangente nel punto di flesso.

Soluzione. La derivata I di f(z) &

Fia) = 1 az—a(z—1) « _ !
71+(171)2 a?z? a2+ (12 a2x2+a2-22+1

ed ¢ definita per ogni z € R*. La derivata II di f(z) ¢

2a(?r+2—1)
a?x?+2?2—2x+1)2

fa)==+
e si annulla in 2 =1/2 quando
a?—-1=0.
ossia, ricordato che o >0, solo per @« =1. In corrispondenza di tale valore si ha

neon 4x —2
@)= Ge e

fL>O = z<l
(222 —2x+1)2 2

Possiamo allora concludere che esiste un intorno sinistro di = 1/2 in cui si ha f”(z) > 0 e un
intorno destro di z =1/2 in cui f”(x) <0 e cio conferma che x=1/2 ¢ un punto di flesso.

Esercizio 3

(7 punti) Studiare il comportamento della serie

Ji:.o et/™ —1 —log(1+sin(1/n))
— arctann

Soluzione. Nel limite di n — + 0o si ha

(LY, (L n_qplo 1 (1
R TR\ BRI W)

da cui, sostituendo, possiamo concludere che

61/"71710g 1+ sin 1 :1+L+0 1 71+L+0 1 :i+0 1
n n = 2n? n? n  2n? n? n2 n2 )’

Il numeratore ¢ asintotico a 1/n? e quindi ¢ definitivamente positivo per n — + oco. In altri ter-
mini, per n “grande”, la serie & a termini positivi. Posto

et/m —1 —log(1+sin(1/n))
arctann

O, =
e ricordato che
. ™
lim arctann=—
n—-+oo 2
si ha
2 1
a AN — o ——
"7 on?
da cui, sapendo che la serie armonica generalizzata di termine generico 1/n? converge, per il Cri-
terio del confronto asintotico si ha che la serie di partenza converge.



Esercizio 5

Esercizio 4

(7 punti) Calcolare il seguente integrale definito

2
/ sin(log z)d .
1

Soluzione. Utilizziamo la sostituzione

y=logx dy:édz y1=0 yo2 =log 2

2 log 2
/ sin(log ac)d:z::/ e¥sin ydy.
1 0

da cui

Integrando per parti

log 2 i log2 log 2
/ eVsin ydy = [e¥ sin y]00g2—/ e¥ cos ydy =2sin(log 2) —/ e¥ cos ydy
0 0 0
e quindi

log2 log 2 log 2
/ e¥sin ydy = 2sin(log2) — [e cos y] ® 7/ eYsin ydy
da cui 0 0

log 2
/ e¥sin ydy = sin(log 2) — % (2 cos (log 2) — 1) =sin(log 2) — cos (log 2) + %
0

Esercizio 5
(5 punti) Si consideri la funzione in due variabili
flx,y)=vy?+2y+2?+7—2log .

Determinare i punti critici di f e specificarne il tipo.

Soluzione. La funzione & definita in

D={(z,y) eR*:2>0}.

Per determinare i punti critici calcoliamo innanzitutto il gradiente della funzione

_(9f OF\_ 2
Vf—(%,a—y)—(Qx—E,Qy—l—Q)

2x72:0

X
2y+2=0

$1:1 .T2:—1
y1=—1 Yyo=—1"

L’unico punto critico in D ¢ P= (1, —1). La matrice hessiana risulta

242 0
H(w,y)=< j:)wz 2)

H(l,—l):(é g)

il determinante della matrice hessiana ¢ 8 > 0 e osservato che

2
%(1,71):»0

possiamo concludere che il punto critico ¢ un minimo locale.

quindi risolviamo il sistema

le cui soluzioni sono



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, P. Mannucci, C. Marchi, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 11-02-2009

(Viene dato un cenno di soluzione del Tema 1. I Temi 2, 3 e 4 possono essere svolti in modo
del tutto simile)

TEMA ]_

Esercizio 1

Si consideri la funzione

B cos(3x) — 1 v
f(x) = arctan (cos(&r)—i—l) + 3

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Cenno della risoluzione
La funzione & definita in D = R\ {% + 2km, k€ Z}.

E pari quindi si studia per gh x > 0 e poi si considera la simmetrica rispetto all’asse delle y.

E anche periodica di perlodo £, quindi basta studiarla in [0, §[.

f(x) > 0 se e solo se arctan (%) > —7%, che, essendo arctan(-) crescente, equivale a

% > tan(—%) = —v/3. Risolvendo, si ottiene che f(z) > 0 se e solo se z < z* =
3 arccos (} %) che ¢ un numero appartenente a |, T|.

hrna:—>0Jr f( ) ( ) %

lim, ( ) = —% (si noti che in questo caso cos(3z) — —1%).

Non c1 Sono asintoti. Si puo estendere la funzione ad una funzione continua in tutto R.
L’espressione della derivata prima e:

() = 1 cos(3z) — 1Y’ _ —3sin(3z)
- 14 (cos(3x)—1>2 cos(3z)+1/) 7 cos?(3z) + 1
cos(3z)+1

Quindi f(z) & strettamente decrescente in [0, Z[. Il punto z = 0 (e tutti i punti z, = 2km, k € Z)
¢ un punto di massimo relativo ed assoluto, mentre x = § (e tutti i punti § + %lﬁr, ke€eZ)eun
punto di minimo relativo ed assoluto.

L’ attacco di f"in § & limx_%_ f'(z) = 0.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, P. Mannucci, C. Marchi, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 28-01-2009

(Viene dato un cenno di soluzione del Tema 1 e del solo Es. 1 del Tema 2. Gli esercizi
rimanenti del Tema 2 e i Temi 3 e 4 possono essere svolti in modo del tutto simile a questi.)

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(x) —e 10g(92—962)

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
e possibile prolungare la funzione.

(c¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f’, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non e richiesto lo studio della convessita.
Cenno della risoluzione
La funzione ¢ definita in D = {|z| < 3,z # i2\/§}. E sempre positiva e pari quindi si studia
per gli > 0 e poi si considera la simmetrica rispetto all’asse delle y.
lim,_,3 f(x) = 1.
lim,_ o 5+ f(x) =0 (si noti che in questo caso log(9 — 2?) — 07).
lim, o /5~ f(x) = +oo (si noti che in questo caso log(9 — z?) — 07).
Si puo estendere la funzione in [2v/2,3] ad una funzione continua.
L’espressione della derivata prima é:

fl(z) = 1w —2 !
log?(9 — 22) 9 — 22

(—2z).

Quindi f(z) ¢ strettamente crescente nei due intervalli [0,2v/2), (2v/2,3). Il punto z = 0 & un
punto di minimo relativo. Studiamo ora gli attacchi agli estremi del dominio dove il limite della
funzione e finito.

lim,_3 f'(x) = +o0.

hmza(z\/iﬁ f'(x)=0.

Per calcolare quest’ultimo limite si puo usare il fatto che il fattore o2&

g,z € limitato in un intorno di
W, se x — (2v/2)*, si ha y — —oo0,
quindi il limite si riconduce allo studio del limite lim,_,_o, e*y? che si riconduce alla scala degli
infiniti con 'ulteriore sostituzione z = —y.

2v/2 e per laltra parte si puo usare la sostituzione y =



Esercizio 2 Calcolare il seguente limite al variare del parametro a > 0:

. 2
2% —2sin?x+1—e @

lim
z—0% x — arctan (x + :c3) + 4~ Er

Cenno della risoluzione
. 3 4
smix =@z-% —I—40(x3))2 =a2? — L + o(z?).
e =1—-2+ L +o(z?)
Quindi il numeratore diventa

NUM. =29 -2+ 2 + o(z%).
arctan(z + ‘%3) =(z+ %3) — 3z + %)3 +o(z®)=a+% — L +o(z®) =z — L + o(z?).

Il termine 4~ 3 = o(x3).
Quindi il denominatore diventa

Quindi il limite diventa

lim
0t To(a?)
Quindi si hanno tre casi:
R B —z?+o(z?)
1)a>2.—llmxﬂo+m —00
L 4
2 a=2:=lim, g 637()
& to(23)
2) a<2: =lim, g+ 52 — 4o,
& to(z?)

Esercizio 3 Calcolare il seguente integrale definito

/”/2 sin(2z) + sinz
o cos?x—5cosx+6

Cenno della risoluzione Tenendo conto che sin(2z) = 2sin x cos x raccogliendo al numeratore
sinx e usando la sostituzione cos x = y 'integrale diventa

O 241 Loyt
e e S .
1 Yy —oy+6 0 Y°—5y+6

Tendo conto che y? — 5y + 6 = (y — 3)(y — 2) la funzione razionale si pud decomporre:

2y +1 A B
(y—-3)y—-2 y—-3 y-—2

con A =7e B = -5 e si ottiene cosl

1 1 1
2y+1 7 5
- dy = dy—/ ——dy =Tlog2 — 7log3+ 5log2 = 12log 2 — 7log 3.
/0 y* =5y +6 0o y—3 0o ¥y—2



TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

2
f(;p) = elog(z?—4)

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f, eventuali punti in cui
¢ possibile prolungare la funzione.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Calcolare i limiti
di f/, se significativi.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Non e richiesto lo studio della convessita.
Cenno della risoluzione
La funzione & definita in D = (] — oo, —2[U]2, +o0[) \ {£v/5}. E sempre positiva e pari quindi
si studia per gli x > 0 e poi si considera la simmetrica rispetto all’asse delle y.
limg_,o f(z) = 1.
lim,_/z)+ f(x) = 400 (si noti che in questo caso log(x? — 4) — 07).
lim, (/5 - f(z) =0 (si noti che in questo caso log(z? —4) — 07).
lim, 1o f(z) = 1. (asintoto orizzontale)
L’espressione della derivata prima é:

3 1
log?(22 — 4) 2? —4

f(z) = e (—2).

Quindi f(z) ¢ strettamente decrescente nei due intervalli |2, v/5[, ]v/5, +0o[. La funzione non ha
min e max relativi ed assoluti (se si prolunga per continuitd in 2+ e in v/5 ha max rel. in 2 e
min rel. e assoluto in v/5). inf f = 0, sup f = +oco. Studiamo ora gli attacchi agli estremi del
dominio dove il limite della funzione e finito.

lim,_o f/(x) = +o0.

lim,_ . /5)- f(x)=0.

Per calcolare quest’ultimo limite si possono usare gli argomenti usati nella sol. dell’Es.1 del Tema
1.



Quindi f si puo estendere ad una funzione continua e derivabile con derivata continua in tutto
R.

n, _ —9cos(3x)
f i) = (cos?(3x) +1)2

Quindi f & concava in [0, [ e convessa in |§, Z[ e ha un flesso in z = §.

(cos®(3z) + 1 + 2sin?(3x)).

Esercizio 2

Calcolare il seguente integrale definito

(tan1)/2
/ log (1 + arctan®(2z)) dzx.
0

1
1+ 422
Facoltativo: dimostrare che 7| ¢ € [0, (tan 1)/4] tale che foc log(1 + arctan®(2z)) H—ﬁ dr = 2.
Cenno della risoluzione
Con la sostituzione y = arctan(2x) (per cui dy = Hﬁ dr ey(0) =0, y((tan1)/2) = 1) 'integrale
diventa

1t 2 1 2171 by 1 2 1
3 log(1+y)dy:§ ylog(l—i—y)}O—Q dy ¢ = {ylog(l—l—y)—2y+2arctany]0}:
0 0

1492 2
1 T
=—-log2+——1
20g +4 )

dove nel primo passaggio si e integrato per parti.

Esercizio 3
Si consideri la successione

2-nd+5n-2" +n!
n"tllog(l+ 2) 4 n- (—1)nt1

QAp =

(a) Calcolare il limite lim, o0 @p.

(b) Studiare la convergenza della serie

+o0

> o

n=1

Cenno della risoluzione
Per la scala delle successioni infinite, 2-n°, 5n-2" = o(n!). Inoltre usando Mac-Laurin e la scala
delle successioni infinite, n"*!-log(1+ 2) = n"*1(2 4 0(2)) = 3n" +0(n") e n- (—1)" = o(n™).
Quindi
n!

Ay ~ ——
3nm

e lim,, a,, = 0 sempre per la scala. Inoltre per il teorema di confronto asintotico la serie Z:{g an

converge se e solo se converge la serie % ZZS& % Usando il criterio del rapporto per quest’ultima:
(n+1)! n" n' 1 1
_— = = = —_— —
i T .
(n+ 1)ntl nl (n+1)"  (1+3) e

Poiche % < 1, la serie data converge.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, P. Mannucci, C. Marchi, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 15-07-2009

TEMA ]_

Esercizio 1

Si consideri la funzione

f(x) = |arctan z|>*ctan®

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.

(b) Determinare eventuali estendibilita per continuita; nel caso proseguire nello studio della
funzione estesa.

(¢) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(d) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia, i punti
estremi e gli eventuali punti di massimo e di minimo, relativo e assoluto, di f. Calcolare i
limiti di f’, individuando gli eventuali punti angolosi e cuspidi. (Non ¢ richiesto lo studio
della derivata seconda ne quello degli intervalli di convessita e di concavita).

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Esercizio 2 Data la serie

n=1
1. dire per quali a > 0 converge assolutamente;

2. dire per quali o > 0 converge semplicemente.

Esercizio 3 Risolvere il seguente problema di Cauchy

y// + 2y/ +y — e*.’L‘
y(0) = ;3
y'(0) =3

Tempo: due ore e mezza.



ANALISI MATEMATICA 1
Commissione F. Albertini, P. Mannucci, C. Marchi, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 15-09-2009

TEMA ]_
Esercizio 1 Si consideri la funzione
B
e 1ldcosz
f(x) " 1+cosz

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio, eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. I limiti di f/, se
significativi. (Non e richiesto lo studio della derivata seconda neé quello degli intervalli di
convessita e di concavita).

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Esercizio 2 Calcolare il seguente limite:

e?"2 — x +cos(z — 2) + (x — 2)*sin (ﬁ)

y
e log(z — 1) — (z —2)

Esercizio 3 Dire per quali a € R la serie

v +2) (V2

n=1

converge.

Tempo: due ore e mezza.



MATEMATICA A
Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 5 settembre 2007

TEMA ]_
1) [10 punti] Studiare la funzione
_ loglz| -1
o) = logz +1°

(Determinare il dominio D; studiarne il segno; calcolare i limiti per z che tende ai punti di
frontiera del dominio e trovare gli eventuali asintoti; studiare la continuita e la derivabilita di
f ed eventuali attacchi di f’; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi
relativi ed assoluti; studiarne la convessita e trovare gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo
motivato del grafico di f.)

2) [10 punti] Per ogni valore del parametro reale o« > 0, determinare il carattere della seguente

serie:

2 e (sinn + 2)?
Z nlog(1+a) ’
n=2

3) [10 punti] Dopo aver verificato che esiste finito, si calcoli I'integrale

xr+2

/3
2
O \1I-F

dz.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A

Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 24 luglio 2007

TEMA ]_

1) [12 punti] Studiare la funzione
sinh<7g”2+1)
f(x)=e 2w

(Dominio, segno, limiti alla frontiera, eventuali asintoti, continuita e derivabilita, crescenza e
decrescenza, eventuali minimi e massimi relativi ed assoluti, eventuali attacchi di f’, abbozzo del
grafico. Non ¢ richiesto lo studio di f”.)

2) [8 punti] Risolvere la seguente equazione in C e disegnare le soluzioni sul piano di Gauss

Im(iz* + 2%) > Re(22).

3) [10 punti] (i) Calcolare I'integrale indefinito della funzione
1

—_ —oo <z <1
le* —e| — Te=®’ osTs

fz) =

(ii) Determinare la primitiva di f, F' : [0,1] — R tale che F'(1) = 0.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A
Canali 1 e 2, Commissione F. Albertini, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 23 settembre 2008

Esercizio 1 Studiare la funzione
f(z) = V4dcos?x — 1+ |sinx|.

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, e periodicita. Studiare il segno di f.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e
gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. I limiti di f/, se
significativi. Non é richiesto lo studio della convessita di f.

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Esercizio 2 Calcolare per ogni valore reale del parametro « il limite

Y a?z?log(z) + x sin(z)
im :
o—0+ wtlog(l 4+ ) + e+ — 1 — 2 — ax

Esercizio 3 Determinare la primitiva F' : [e, +00[— R della funzione

1
~ z(log?z + |1 - log z|)

f(z)

che soddisfa la condizione F(e) = /3.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. E permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A
Canali 1 e 2, Commissione F. Albertini, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 9 settembre 2008

Esercizio 1 Si consideri la funzione
2x
1
f(x) = arctan <e i ) 2

e2r — 1 4

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, e periodicita. Non & richiesto lo studio
del segno di f.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e
gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. I limiti di f/, se
significativi.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Esercizio 2 Si consideri la successione

T GOl ) I
(147 -2)" -

n3

Ay —

(a) Calcolare il limite lim, o a, al variare del parametro a € R.
(b) Discutere la convergenza della serie "1 a,, per ogni a € R.

Esercizio 3 (a) Determinare e disegnare nel piano di Gauss l'insieme A; C C di tutti i
numeri complessi che soddisfano la seguente disequazione:
1
zl—=<0.
- 5 <

(b) Determinare e disegnare nel piano di Gauss l'insieme Ay C C di tutti i numeri complessi
che soddisfano la seguente disequazione:

|2| + 1

S <1/2.
z+z+4

(c) Determinare e disegnare nel piano di Gauss l'insieme A C C di tutti i numeri complessi
che soddisfano la seguente disequazione:

(-3

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.

|z| + 14
z+z+4

‘—1/2) <0.

Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A

Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 15 dicembre 2006

TEMA ]_

1) [12 punti] Studiare la funzione

£(z) zlog(|$;1) 2

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per x che tende agli estremi — finiti o infiniti —
del dominio e gli eventuali asintoti; determinare i punti in cui f & continua e i punti in cui e
derivabile; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi relativi ed assoluti;
studiarne la convessita e gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non
é richiesto lo studio del segno di f).

2) [8 punti] Esprimere in forma algebrica e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni complesse

della seguente equazione:
2 4 2(346i)22 + 5+ 12i = 0.

3) [10 punti] (i) Determinare i valori del parametro reale o per i quali converge il seguente
integrale improprio:

/+oo (1—1—%3)1_0‘
— 5 dx
1 22 (log®z + 2v/2logz + 2)

(i1) Calcolare 'integrale per o = 1.

4) Esercizio facoltativo (da svolgersi per ultimo, terminati gli altri esercizi, non viene valutato
per 'ammissione all’orale).

Si consideri il problema di Cauchy

y =€y,

y(1) = a.
Decidere per quali valori del parametro reale « la soluzione & iniettiva. Posto a = 2, indicata
con g la funzione inversa di y (ristretta al proprio dominio e immagine), calcolare ¢’(2).

MOTIVARE LE RISPOSTE.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. E permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A

Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 15 dicembre 2006

TEMA 2

1) [12 punti] Studiare la funzione

f(x) =:clog(’f”;”)

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per x che tende agli estremi — finiti o infiniti —
del dominio e gli eventuali asintoti; determinare i punti in cui f & continua e i punti in cui e
derivabile; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi relativi ed assoluti;
studiarne la convessita e gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non
é richiesto lo studio del segno di f).

2) [8 punti] Esprimere in forma algebrica e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni complesse

della seguente equazione:
24 4 2(3 - 6i)22 +5—12i = 0.

3) [10 punti] (i) Determinare i valori del parametro reale o per i quali converge il seguente
integrale improprio:

/+oo (1—1—%3)1_0‘
. 2 dz
1 22 (log®z + 2v/3logz + 3)

(i1) Calcolare 'integrale per o = 1.

4) Esercizio facoltativo (da svolgersi per ultimo, terminati gli altri esercizi, non viene valutato
per 'ammissione all’orale).

Si consideri il problema di Cauchy

y =€y,

y(1) = a.
Decidere per quali valori del parametro reale « la soluzione & iniettiva. Posto a = 2, indicata
con g la funzione inversa di y (ristretta al proprio dominio e immagine), calcolare ¢’(2).

MOTIVARE LE RISPOSTE.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. E permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A

Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 15 dicembre 2006

TEMA 3

1) [12 punti] Studiare la funzione

f(z) = log <$|j”r|1> .

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per x che tende agli estremi — finiti o infiniti —
del dominio e gli eventuali asintoti; determinare i punti in cui f & continua e i punti in cui e
derivabile; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi relativi ed assoluti;
studiarne la convessita e gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non
é richiesto lo studio del segno di f).

2) [8 punti] Esprimere in forma algebrica e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni complesse

della seguente equazione:
24— 2(346i)22 + 5+ 12i = 0.

3) [10 punti] (i) Determinare i valori del parametro reale o per i quali converge il seguente
integrale improprio:

/+oo (1—1—%3)1_0‘
. 2 dz
1 22 (log®z + 2v/5logz + 5)

(i1) Calcolare 'integrale per o = 1.

4) Esercizio facoltativo (da svolgersi per ultimo, terminati gli altri esercizi, non viene valutato
per 'ammissione all’orale).

Si consideri il problema di Cauchy

y =€y,

y(1) = a.
Decidere per quali valori del parametro reale « la soluzione & iniettiva. Posto a = 2, indicata
con g la funzione inversa di y (ristretta al proprio dominio e immagine), calcolare ¢’(2).

MOTIVARE LE RISPOSTE.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. E permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A

Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 15 dicembre 2006

TEMA 4:

1) [12 punti] Studiare la funzione

r+1

f(x) =xlog< il )

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per x che tende agli estremi — finiti o infiniti —
del dominio e gli eventuali asintoti; determinare i punti in cui f & continua e i punti in cui e
derivabile; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi relativi ed assoluti;
studiarne la convessita e gli eventuali flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non
é richiesto lo studio del segno di f).

2) [8 punti] Esprimere in forma algebrica e disegnare sul piano di Gauss le soluzioni complesse

della seguente equazione:
24— 2(3—6i)22 +5—12i = 0.

3) [10 punti] (i) Determinare i valori del parametro reale o per i quali converge il seguente
integrale improprio:

/+oo (1—1—%3)1_0‘
. 2 dz
1 22 2(log”z + 2v/6logz + 6)

(i1) Calcolare 'integrale per o = 1.

4) Esercizio facoltativo (da svolgersi per ultimo, terminati gli altri esercizi, non viene valutato
per 'ammissione all’orale).

Si consideri il problema di Cauchy

y =€y,

y(1) = a.
Decidere per quali valori del parametro reale « la soluzione & iniettiva. Posto a = 2, indicata
con g la funzione inversa di y (ristretta al proprio dominio e immagine), calcolare ¢’(2).

MOTIVARE LE RISPOSTE.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. E permesso usare solo un foglio A4 personale.



Soluzioni del tema 1.

1) La funzione ¢ definita per ]a:x;\ >0, x # 0, quindi il dominio D &

D={x>0,z#1}.

Limiti finiti e infiniti:

hmx—>0+ f(fL‘) = o0,

hmz—di f(x) = —00,

limy 400 f(z) = —00,

limg oo 28 = —2 Tim, | o f(2) + 22 = 0.

Quindi la retta y = —2x e asintoto obliquo per x — 400.

La funzione ¢ continua e derivabile nel suo dominio di definizione perché somma, quoziente e
composizione di funzioni continue e derivabili.

f'(x):%sem>l,

_ 2_
f’(x):wsex<l
quindi
1— 222 + 2z
!
r)=—F—— Ve eD.
fla) =
Studiando il segno di 1 — 222 + 2z, si ottiene che f & strettamente decrescente in (0,1) e in
(1+72\/§, +00), strettamente crescente in (1, 1+2‘/§). Ha un punto di massimo relativo in x = 1+T\/§
mentre non esistono punti di massimo e minimo assoluto in quanto sup f = 400, inf f = —oc.
La derivata seconda e
(z) = _1-2z Ve e D
22(z —1)%’ '

Quindi f & concavase z > 1 ese z € (1/2,1) mentre & convessa in (0,1/2) e ha un punto di flesso
inz=1/2.

2) Ponendo w = 22, si ha un’equazione di secondo grado. La formula ridotta da

w=-3—6i+/(3+6i)2—5—12 = —3— 6i +/—32 + 24i. (1)

Per trovare le radici, si risolve I'equazione (z + iy)? = —32 + 24i, 2,y € R, da cui
22 —y? =32 - 43222 — 144 =0
2xy = 24, y=12/x.
Risolvendo I'equazione biquadratica si ottiene 22 = —16 4 20, di cui solo la soluzione positiva &
accettabile. In definitiva, le due radici nella (1) sono +(2 + 6¢). Sostituendo, otteniamo le due
equazioni 22 = —1 e 22 = —5—12i. Le soluzioni della prima sono evidentemente z; =i e zp = —i.
Per risolvere la seconda, si imposta un sistema analogo a quello precedente:
2?2 —y?=-5 N 2t + 522 —-36=0
20y = —12, y=—6/z.

Come prima, la biquadratica ha solo due soluzioni reali, x = 42; corrispondentemente, y = F3.
Concludendo, otteniamo le soluzioni z3 = 2 — 3i e z4 = —2 + 3i. La rappresentazione nel piano
di Gauss consiste nell’insieme dei quattro punti di coordinate (0,1), (0,—1), (2,-3), (=2, 3).



(1—‘,—:133)1_0‘
z2=(log? z+2+/2log z+2)
su tutto l'intervallo [1,4o00[. L’integrale quindi converge se e solo se f ¢ integrabile in senso

generalizzato in un intorno di 4+oco. Poiche nell’intorno di +oo si ha

3) (i) La funzione integranda f(z) = ¢ definita, positiva e continua

x3(1fa) 1 1
f(z) ~ =

= - 9
z2=log?x  a2-a—3+3alog?y g20-1log?y

dal criterio di confronto asintotico con la funzione f(z) = —= lig”x dove a = 2a— 1 e b = 2, segue

che l'integrale converge se e solo se 2a — 1 > 1, cioe per a > 1.

(ii) Per a =1, l'integrale di f tra 1 e x (con = > 1), diventa

/:): 1 dt—/logx 1 — |:_ 1 :|10gx_\/§_ 1
1 t(logt + 2v/2logt + 2) o (y+v2)? Y y+v2], 2 logz 42

dove la prima uguaglianza si ottiene operando la sostituzione y = logt. Passando al limite per
T — 400, risulta infine

oo 1 _ e 1 V2
5 dt = lim 5 dt = —.
1 t(log®t +2v2logt +2) z—+oo Ji t(log?t + 2v/2logt + 2) 2



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza

Prova scritta di Matematica A
del 12 dicembre 2005

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione
f(z) =log (z + 1+ el*)
(a) Determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f.

(d) Calcolare i limiti di f’, se significativi e disegnare un grafico qualitativo
di f.
(e) (facoltativo) Studiare concavita e convessita della funzione f.
(2) Determinare 'insieme A dei numeri complessi z che soddisfano la seguente

disequazione:

z
zZ+1Rez| —

Disegnare A nel piano complesso.

(3)

(a) Discutere al variare del parametro a € R la convergenza del seguente
integrale improprio

dz.

/”/4 tan!®/?  (tan®z + 1)
0 22791 + /tan x)

(b) Calcolare l'integrale per a = 2.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Esame di Matematica A del 11 gennaio 2005

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione

f(x) =log

(a) Determinare il dominio, eventuali simmetrie, e periodicita di f.

1 1
l1+cosx 1+4+cosz

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo
(massimo e minimo) relativo e assoluto di f ristretta a (—m, ).

(d) Disegnare un grafico qualitativo di f.

(2) Si consideri la serie

i’f (=3)"
3ntinlog(l+n) — 3"nsin (2)

n=1 n

(a) Studiare il segno della successione

3
b, = 3"nlog(1+n) — 3"nsin (—)

n

per n tendente a +oo.
(b) Discutere la convergenza assoluta della serie data.

(c) Discutere la convergenza semplice della serie data. (Suggerimento: us-
are il punto (a))

(3) Per ogni a # —1 si consideri la seguente equazione differenziale:
y" — ay = cos(z).
a) Determinare le soluzioni per ogni av # —1.
per og

(b) Dire se esistono soluzioni y(z), tali che lim, ., y(z) = +o00. In caso
affermativo, determinarle.

(c) Fissato o = 0, dire se esistono soluzioni limite. In caso affermativo,
determinarle.

(d) (facoltativo) Determinare le soluzioni per a = —1.



MATEMATICA A
Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 8 gennaio 2007

TEMA ]_

1) [10 punti] Studiare la funzione

T — 2

f(z) = |z — 3| — arctan <|x—3|>

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per = che tende agli estremi — finiti o infiniti — del
dominio e gli eventuali asintoti; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi
relativi ed assoluti; determinare i punti in cui f e derivabile; studiarne la convessita e gli eventuali
flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non & richiesto lo studio del segno di f).

2) [10 punti] Calcolare il limite seguente al variare del parametro reale a:

. ea’2+3x2—2—a:1:2
lim >
z—0 log(1 + 22) — 22 — 5= (1/2?)

3) [10 punti] Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

f— (g —1)2_06z+3
v=W-D
y(0) =4

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.

Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A
Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 8 gennaio 2007

TEMA 2

1) [10 punti] Studiare la funzione
r—1

f(z) = |z — 2| — arctan <|x—2|>

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per = che tende agli estremi — finiti o infiniti — del
dominio e gli eventuali asintoti; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi
relativi ed assoluti; determinare i punti in cui f e derivabile; studiarne la convessita e gli eventuali
flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non & richiesto lo studio del segno di f).

2) [10 punti] Calcolare il limite seguente al variare del parametro reale a:

e —1—5‘”2 —2— ax?

lim
=0 log(1+4 22) — 22 -3

1
2

3) [10 punti] Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

r_ 4.%""4 2 _ 2
Y a:2-|—23:—|-2( v)
y(-1) =1

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.

Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A
Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 8 gennaio 2007

TEMA 3

1) [10 punti] Studiare la funzione

T+ 2

f(z) = |z + 3| + arctan <|x—|—3|>

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per = che tende agli estremi — finiti o infiniti — del
dominio e gli eventuali asintoti; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi
relativi ed assoluti; determinare i punti in cui f e derivabile; studiarne la convessita e gli eventuali
flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non & richiesto lo studio del segno di f).

2) [10 punti] Calcolare il limite seguente al variare del parametro reale a:

e —1—3‘”2 —2— ax?

lim .
*Vcos(z) —1+ % —

1
2

3) [10 punti] Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

1)2 8x + 2

[ _

y(0) =3

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.

Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



MATEMATICA A
Commissione Albertini, Mannucci, Motta, Zanella
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Prova scritta — 8 gennaio 2007

TEMA 4:

1) [10 punti] Studiare la funzione
r+1
z) = |r + 2| + arctan | ————
f@) =l +2 =)

(determinare il dominio D; calcolare i limiti per = che tende agli estremi — finiti o infiniti — del
dominio e gli eventuali asintoti; studiare la monotonia di f e determinarne gli eventuali estremi
relativi ed assoluti; determinare i punti in cui f e derivabile; studiarne la convessita e gli eventuali
flessi; disegnare un abbozzo motivato del grafico di f, non & richiesto lo studio del segno di f).

2) [10 punti] Calcolare il limite seguente al variare del parametro reale a:

e —1—5‘”2 —2— ax?

lim .
*Vcos(z) —1+ % —

1
2

3) [10 punti] Trovare la soluzione del seguente problema di Cauchy:

A 4.T+6 2 _ 2
V=7 a3V
y(—=1)=1

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.

Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Esame di Matematica A del 14 dicembre 2004

y GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE \

(1) Si consideri la funzione

2 .

fla) = e

(a) Determinare il dominio, i limiti agli estremi del dominio e gli eventuali
asintoti di f.

(b) Determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo
(massimo e minimo) relativo e assoluto di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f.

(2) Calcolare il seguente limite:

I e@t7*) _ 1 — sin(x)
im :
z—0+ 2% + arctan(z?) 4 23 sin(1)

(3) Si consideri il seguente integrale improprio

/+oo dlL‘
o (a2 4+ |1 —2z]0)

(a) Determinare i valori del parametro a > 0 per i quali tale integrale
converge.

(b) Calcolare l'integrale per a = 1.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza

Esame di Analisi 1 e di Matematica 1
del 21 giugno 2005

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione
flx)=vVa?+8x+15— |z — 1]

(a) Determinare il dominio di f.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f.

d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.
( g

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f. (Non e richiesto lo studio di f”)

(2) (a) Calcolare, se esiste, il limite della successione

on = (1 (1= naretan (1)) + 4

n

per n tendente a +oo.
(b) Discutere la convergenza semplice e assoluta della serie Z:{g .

(3) Calcolare la primitiva F': [—1, 400[— R della funzione seguente

vr+1

|z — 1] +2

fx) =

tale che F(—1) = 2.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Prova scritta di Matematica A
del 5 Settembre 2006

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1)Si consideri la funzione

™

f(x) = sin <§ - x) et

(a) Determinare il dominio di f, il segno di f, eventuali simmetrie e peri-
odicita.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f.

d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.
( g

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio. (Non &
richiesto lo studio di f”)

(2) Si consideri il seguente problema di Cauchy:

y(x) =42 <43
y(=1) =1

(a) Determinare la soluzione in un intorno di zo = —1.

(b) Trovare il dominio massimale della soluzione.

(3) Data la successione

1
a, = <\/1 + 2sin (—2) — enla> nl=e per ogni n € N,
n

(a) discutere la convergenza della serie Y °] a,, al variare del parametro
a > 0.

(b) (Facoltativo) Studiare la convergenza della serie Y7 (—1)"'a,, nel
caso a = 1.



MATEMATICA A
Commissione F. Albertini, M. Motta e G. Zampieri
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 dicembre 2007

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione

f(w)zlog<|$+5>— r+5

x + 4 |z + 4]

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie,
periodicita e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita ; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto. I limiti di f’, se significativi.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Abbozzare il grafico in tutto il dominio.

Esercizio 2 Si calcoli il limite

V% 4 /23 + 3 — 4% + cos (3@“732 + 2)
i .
s Sinh(:n) T (Vz)* + 57

x

—e T

2

Si ricordi che sinh(z) = £

Esercizio 3 Si calcoli il limite

i SRV —tan(Ve))
xz—07F (ex — 1)\/5

Esercizio 4 Si studi la convergenza della serie

ZW—\F

Tempo: due ore e mezza.



MATEMATICA A
Commissione F. Albertini, M. Motta e G. Zampieri

Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 dicembre 2007

TEMA 2

Esercizio 1 Si consideri la funzione

z+3 T+ 3
=TT e (22
f(z) iz + 2| Og<\x+2y>

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie,

periodicita e segno.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti.

(¢) Studiare la continuita e la derivabilita; determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo

e minimo) relativo e assoluto. I limiti di f/, se significativi.
(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Abbozzare il grafico in tutto il dominio.

Esercizio 2 Si calcoli il limite

. sinh(z) + (VB)" +3°
z—+00 /23 + 1+ 5% + cos (5e*” — ) + VT

Si ricordi che sinh(aj) ="

Esercizio 3 Si calcoli il limite ) . N
lim sin(x — tan(z))(e )
z—0 1 — cos(x)

Esercizio 4 Si studi il carattere della serie

Zm—\/ﬂ

Tempo: due ore e mezza.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Esame di Matematica A /Analisi 1 del 19/9/2005

[SCHEMA DI SOLUZIONE |

(1) Si consideri la funzione

f(z) = arcsin (%ﬁ)

12

(a) Determinare il dominio, il segno, eventuali simmetrie, continuita, limiti
agli estremi del dominio, e gli eventuali asintoti di f.

(b) Determinare la derivabilita, gli eventuali punti angolosi, gli intervalli
di monotonia, e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo)
relativo e assoluto di f.

(¢) Determinare gli intervalli di concavita e convessita e gli eventuali punti
di flesso di f.

Soluzione: Dominio: deve essere:

—p2 _ .2
‘}+§2‘§1<:>—1§}+§2§1<:>—1—x2§1—:c2§1+x2

= —-1<1<1+ 222

disuguaglianze chiaramente soddisfatte per ogni x € R. Il dominio & quindi
tutto R.

Simmetrie: chiaramente f ¢ pari.

Continuita: Essendo f composizione di funzioni continue ¢ continua.
Derivabilita: La funzione g(x) = };iz e ovunque derivabile; arcsin e deriv-
abile in (—1,1); quindi f & certamente derivabile, almeno per gli x € R per
cui g(z) # £1; si ha g(z) = 1 <= x = 0, mentre g(z) = —1 non ¢ mai
verificato. Percio f e certamente derivabile in R/{0} e si ha:

1 —4x
V1= g*(x) (1 +a2)°

Per vedere se f ¢ derivabile in 0 calcoliamo i limiti destro e sinistro di f’ in
x = 0; essendo f continua in x = 0 il limite destro, se esiste sara la derivata

f'(x) =




destra, e quello sinistro la derivata sinistra; anzi essendo f’ dispari, basta
fare il limite destro, per x — 0+. Si noti che:

L—g%() = V(1 —g(@))(1 +g(@) ~20  per  z-— 0+

e in definitiva

. / -

e quindi 0 e punto angoloso per f.
Monotonia: f'(z) < 0 per z > 0; f & strettamente decrescente su [0, +00); f
e strettamente crescente su —oo, 0]. Il punto z = 0 & di max assoluto, dove

f vale f(0) = m/2.

Asintoti: essendo

si ha
1irin flx)=—m/2
e quindi y = —m/2 & asintoto orizzontale bilatero per f; il valore —7/2 &

I’estremo inferiore di f, ma non e raggiunto: f non ha minimo.
Convessita: per x # 0, si ha

OB S (11
V1= x) \ 1-g%x)

calcoli diretti (anche se un po lunghi) mostrano che

g9(x) (¢'(x)*) |, 8
W +g (SL’) =——=>0

(1+ 22)3
pertanto f & strettamente convessa su (—oo,0) U (0, +00).
Abbozzo di grafico:

+ g”(fv))

25T

HIFAN

5 25 0 25 5




(2) Al variare del parametro o € R, calcolare il seguente limite:

(1 Yy,

COS T

Soluzione: Dobbiamo calcolare

. cosz —V1—azx?
lim .

=0+ zie cos x

Usando gli sviluppi di Mac Laurin si ottiene che

1 1
cosz =1——2° + —a' + o(z”),

2 24
2
a a
V1—ar?=1—-—z* — —a* + o(z").
2 8
Se o # 1, si ha
400, sea>1,
cost — 1+ ax? i 12?4 o(a?) —00, sei<a<l,
1m = m ——— =
a—0+ x4 cosx a—0+ xha -4 sea=41,
1
0, se a < 3.
Se aw =1, si ha
i COST V1i+a? i srt+o(xt) 1
20+ x4 cos T z—0+ xt 6

(3) Si consideri il seguente integrale improprio

/+oo 6(132a
dx.
9 (x —1)2(x2+ 22+ 1)

(a) Determinare i valori del parametro a > 0 per i quali tale integrale
converge.

(b) Calcolare 'integrale per a = 1.

Soluzione: (a) Per ogni a > 0 la funzione integranda

6x2a
(x —1)2(2x2+ 22+ 1)

fa(x) =



¢ continua in [2, +oo[. In un intorno di oo si ha

6272, sea > 2,
fo(x) ~ <3, se a =2,
ﬁ, se 0 <a<?2.

Quindi dal criterio del confronto asintotico segue che I'integrale converge per
0<a<3/2
(b) Calcoliamo l'integrale indefinito

612
/fx—n%ﬂ+x+1ﬂ”

Si puo scomporre

62> A N B N C(2r+1) N D
(x—1)2(224+z+1) 2—-1 (z—-12 (@24+z+1) (2+2+1)

Facendo denominatore comune ed eguagliando i coefficienti delle varie potenze
di z, si ottiene A=2, B=2, C =-1, D =1. Quindi

/ 6
dr =
(r—=1)2(x2+x+1)
o, (=17 2 22 (YY)
0 — —arctan | — | x + = c.
S 2 tz+1 z-1 V3 V3 2

In conclusione, I'integrale cercato e

400 6 2a 2 5
/ @=1) ‘ dm:l+log7+2——arctan—.
) _

@re D™ " VB NERRE



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Esame di Matematica A, di Matematica 1 e di Analisi
1 del 5 settembre 2005

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione

sin x

f(z) =1—sinzlog

e

(a) Determinare il dominio, eventuali periodicita e simmetrie e studiare il

segno di f . Calcolare i limiti agli estremi del dominio di f. (Sugg.
Studiare f nel piu piccolo intervallo possibile..)

(b) Calcolare f” e determinare gli intervalli di monotonia e gli eventuali
punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Deter-
minare eventuali attacchi di f.

(c) Disegnare un grafico qualitativo di f (in tutto R). Non ¢ richiesto lo
studio di f”.



Soluzione:(a) Il dominiodi fe D =R\ {sinz #0} =R\{z eR: z =
km, k € N}. La funzione & 2r—periodica e f(z) — 1 & dispari, quindi basta
studiarla nell'intervallo D N [0, 7] =]0,7n[. Vz €]0,n[ la funzione sinz > 0,
quindi f(z) =1 —sinxlog [%} e poiche 0 < % < %, si ha che log [%} <

log E] = —1 per cui sinx log [%} >0e f(z) >1>0 Vz €]0,n].

lim f(z)= lim f(z)=1,

z—0t T—TT

e f si estende per continuita a tutto R.
(b) Vz €]0,7[ la funzione sinz > 0, quindi f(z) = 1 — sinzlog [#2£] e

. 1 _
f’(ﬂU) = —COSx {1022 [smx} +sinx ‘ —] = —cosz {log [smx} + 1] .
e e

sinx e

sin x

Per quanto gia osservato, log [T] < —1, dunque

sin x

log[ } +1<0  Vze€lo,n]

(&

e f'(z) > 0 se e solo se cosz > 0, cioe z €]0,7/2]. Percio f ¢ monotona
crescente in |0, /2] e decrescente in |7/2, 7[ e assume un massimo relativo in
x = m/2. Per la periodicita e le simmetrie di f, per k € Z i punti 7/2 4 2k7
sono di massimo assoluto, mentre i punti —7m/2+2k7m sono di minimo assoluto.
Gli attacchi di f/in 0 e in 7~ sono

lim = +o0, lim f'(x) = —o0,

z—0t T

quindi nei punti k7 con k € Z f non ¢ derivabile e ha tangente verticale.



(2) Calcolare al variare del parametro a > 0 il seguente limite:

¢ +exd (1 —el/®
L = lim - ( - )
z—+oo rsinz — ex3sin (1/x)

Soluzione: Poiche 1 — e'/* ¢ asintotica a —1/z, in breve, 1 — e!/* ~ —1/ux,
per x — +00, il numeratore soddisfa
—ex? se a<?2
2+ ex® (1—e/") ~a —ex? ~{ (1—e)a? se a=2
¢ se a>?2
mentre zsinz = o(z?) e —ex?sin (1/z) ~ —ex?, per cui

rsinz — ex®sin (1/x) ~ —ex?.

Il limite richiesto vale allora

1 se a<?2
L= =9 o g=2
-0 se a> 2.



(3) Calcolare I'integrale

V2 1
I = / arccos
0

V2

‘ dx.

Soluzione: Il dominio della funzione integranda e

1 1 1
r——=|<lp=RzeR: ——1<z<1+—,,
V2 ’ B } { V2o T T2 }

e quindi D C [0,v/2]. Inoltre, dalla definizione di modulo si ha

arccos |x — —| dx = / arccos <— — x) dx—l—/ arccos (x — —) dzx.
/o \/5‘ 0 V2 V2/2 V2

Operando le sostituzioni y = \/LE —rTey=1x— \/Li rispettivamente nel primo

e nel secondo integrale, si ottiene

D:{Z‘ER:

V2/2 V2/2 d 2 1
122/ arccosy dy = 2 yarccosy‘(\)/i/2+ Y :£7T+2 (1——).
0 0 V1—y? 4 V2

dove la penultima uguaglianza si ha integrando per parti.



MATEMATICA A

Commissione F. Albertini, M. Motta, G. Zampieri
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 7 gennaio 2008

TEMA ]_

Esercizio 1 Si consideri la funzione
fz) = e e (@ 4 |2 4 3))

(a) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, e
periodicita e segno.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. I limiti di f/, se
significativi.

(d) Studiare la convessita e determinare gli eventuali flessi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f in tutto il dominio.

Esercizio 2 Si consideri 'integrale improprio

+o0 (1 +x2)1—a

32—a) 3 2 dx
¥v3  log”*" (3 + z) [arctan® z + | arctan® x — arctan z]

(a) Determinare i valori del parametro reale a per cui l'integrale converge.

(b) Calcolare I'integrale per a = 2.

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy seguente

2
y/ = yQIng
y(0) =c

per i due valori ¢ = 2 e ¢ = 0 della condizione iniziale.

Tempo: due ore e mezza.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Prova scritta di Matematica A
del 20 Luglio 2006
(Canale 2, Prof. F. Albertini e M. Motta)

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione

1

fla) = (a =1 eV

(a) Determinare il dominio, il segno ed eventuali simmetrie di f.

(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti ver-
ticali.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f.

(d) (Fac.) Determinare eventuali asintoti obliqui di f.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f. (Non e richiesto lo studio di f”)
(2) Determinare le radici del seguente polinomio:
P(z) = 2+ (20 + 1)2* + 2i.
(3) Data la funzione integrale
F(x) = /w [log(1 + t*) — arctan(t")] dt,
0

(a) calcolare al variare del parametro a > 0 il limite seguente

lim F(z)

e—0t a3

(b) Calcolare il valore F'(1) per a = 1.



Universita degli Studi di Padova
sede di Vicenza
Prova scritta di Matematica A
del 19 Settembre 2006
(Canale 2, Prof. F. Albertini e M. Motta)

| GIUSTIFICARE TUTTE LE RISPOSTE |

(1) Si consideri la funzione

f(x) = arctan (x i 1 + log(asz)) :

m p—
(a) Determinare il dominio di f, il segno di f ed eventuali simmetrie.
(b) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(c) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di
monotonia e gli eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo
e assoluto di f.

(d) Calcolare i limiti di f’, se significativi.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f. (Non ¢ richiesto lo studio di f”)

(2) Per ogni valore di @ € R, determinare il seguente limite:

Y 2° —sin(ax) — 1+ a®sin £
im .
z—0+ 1 — cos(y/z) — 1 log(x + 1)

(3) Determinare il carattere della seguente serie:

f Vnt +2n — n?
n=1 \/ﬁ

sin(yv/n).



MATEMATICA A
Canali, 1 e 2, Commissione F. Albertini, M. Motta
Ingegneria Gestionale, Meccanica, Meccatronica, Vicenza

Vicenza, 10 luglio 2008

Esercizio 1 Si consideri la funzione
f(x) =log (2693 +3e "+ |z| — 5) .
(a) Preliminarmente, studiare brevemente la funzione
g(x) =2e* 4+ 3" + |z| — 5.

(b) Determinare il dominio di f, eventuali simmetrie, e periodicita di f. Non ¢ richiesto lo
studio del segno di f.

(c) Determinare i limiti agli estremi del dominio ed eventuali asintoti di f.

(d) Studiare la continuita e la derivabilita di f; determinare gli intervalli di monotonia e gli
eventuali punti di estremo (massimo e minimo) relativo e assoluto di f. Non ¢ richiesto lo studio
della convessita di f.

(e) Disegnare un grafico qualitativo di f.

Esercizio 2 Determinare e disegnare nel piano di Gauss l'insieme A C C di tutti i numeri
complessi che soddisfano la seguente disequazione:

|v/22| + 2iRe(z)

2=z

> 1.

Esercizio 3 Si consideri, per ogni a € R, la seguente equazione differenziale:
Y+ — 2y = ae” % 4 sin(x).
(a) Determinarne la soluzione per ogni valore del parametro reale a.

(b) Dire se esistono dei valori del parametro a che danno luogo a qualche soluzione periodica
e specificare tali soluzioni.

(c) Dire se esistono dei valori del parametro « che danno luogo a qualche soluzione y(z) tale
che lim,_,_ o y(x) = +00 e specificare tali soluzioni.

Tempo: due ore e mezza. Il candidato, a meno che non si ritiri, deve consegnare questo foglio assieme al foglio intestato.
Viene corretto solo cid che & scritto sul foglio intestato. E vietato tenere libri, appunti, telefoni e calcolatrici di qualsiasi

tipo. B permesso usare solo un foglio A4 personale.



