1. (a) Per provare che F(x)

x
2
sufficiente provare che F'(z) =

SOLUZIONE

V4 — 2 + 2arcsin § ¢ una primitiva di f(z)
f(z), per ogni z € (—2,2).

V4 — 22 sull’intervallo (—2,2) &

1 x 2 1/2 - 2
Fla)=-Vi-a2+2 Vitey =
() 2 22\/4—I2 \/1—3[: T2 2\/4—41:2 \/4—.732
22
+4
= VA2 e A2 A2 = f
T = \/ \/ (2).
(b) Sicuramente G(z) ¢ una primitiva di f(x), in quanto differisce da F'(z) solo per la costante — %.
Controlliamo che G(1) = §
G(l)=iVE—T+2aresind — T=¥3 421 1 _ V3

2. F(z) e G(x) sono entrambe derivabili su R. Sono entrambe primitive di una stessa funzione f(z) se si ha F'(z) =

G'(z) =
F'(z) = 2sinz cosx = sin(2x) ,

Dunque F'(z) = G'(x) =

f(z), per ogni x € R. Calcoliamo le derivate:

1

G'(x) = — 5 (—2)sin(2z) = sin(27).

f(z) = sin(2z).

Essendo due primitive della stessa funzione sullo stesso intervallo, la loro differenza deve essere costante.

Calcoliamone la differenza:

F(z) — G(z) =sin®x + 7+ S cos(22) + 11 = sin’x + (1 — 2sin®z) + 18 = 18 + £ = &L
1 (2z 4 5)%/2
/\/2x+ 5 dr = /2(2x+5)1/2 dp = 222 L T e
2 3/2 3
1 1 (2% +5)"1/2 1
2 (224572 dp = 2 —— - +c
/\/ x2 +5)3 2/ (= ) 2 —1/2 2 +5
, 5 1 5 1 (8443 3 1
4y-2 5
(c) /w3(8+x) 5 dx 4/41’ (8 4z~ de:Z 2 +c:f§ D) c
3e” e’ r
(d) /m X :S/W dl‘ :3arctan(e‘ )+C
1 1/x
(e) /7 dz :/ dz = arcsin(logz) + ¢
z\/1—log’ x /1 — (log)?
1 _ oz o (loga)t®
(f)/W dm—/;(logx) dx—T+c—3 logz +c
1
xe” /2(176 dx :§em2+c
tanz dz :/smx :_/—smx dz = —log|cosz|+ ¢
cos T cosx
/ 1 1/ cosx 1/ 1 1 q 11 It I+
- - = f == == | —— —— dor = -log|tanz| +¢
SlIl2.’L’ 2sinx cosx 2 J sinzcos?x 2 J cos?x tanx 2 &

7z cos(3x2 —5) dx

cosrvVsinr dxr = /cos

_1
6

® [«
o f
0w
0/
©
0 [ e

cos?( 3352 +5)

g/ﬁ:ycos(3ac2 —5) dz

/ cos?(

7
5 sin(3z2 — 5) +

2 2
z(sinz)Y/? do = g(sin$)3/2+c: 3 sin®z 4 ¢

6x

1
T—i—a = — tan(3:172 + 5) +c

6

dx



4. Ricordiamo la regola di integrazione per parti:

(a)

(d)

(e)

/ @) g(@) de = f(z) - glz) - / f(@) - (@) dz

/ R _
Per ricavare /a:sinx dx scegliamo { f'(z) =sinz :>{ f/(x) = —coszw
g(z) == g (x)=1

Otteniamo:
xsinz dz = —zcosx — /(— cosz) de = —xcosz +sinz + ¢
/ " -z
Per ricavare /23;‘679: de = Z/xe’w dx , conviene scegliere { 5((;:)*7; :>{ flx) =—e
Dunque:

2/3:67“” dz =2 (—x et — /(—eﬂ”) dz > =2(—z-e " —e ) +tec=-2e""(z+1)+ec
In questo caso conviene vedere la funzione integranda log(1 + x) come prodotto della funzione costante 1 per

'(z) = flx)==
la funzione log(1 + z) e scegliere { filz) =1 — { 1

g(x) = log(1 + ) g'(x) =

1+«
dz .

x
Pertanto log(l1+x) de =zlog(1+ =z —/
[ 1ogt1+2) s+ - [ i
Per calcolare 'ultimo integrale, conviene prima eseguire un “trucco” algebrico, e poi sfruttare la linearita
dell’integrale; nel prossimo esercizio vedremo un procedimento pitt completo che tratta dell’integrazione delle
funzioni razionali.

Per ora, scriviamo:

T _x—l—l—l_l—o—aci 1 7 1
142 142  1+2 142 1+’
dunque

T 1
/1—0—35 x / x 1 & == og|l+z|+¢c

Tornando all’integrale di partenza, si ha:

/10g(1+:17) dr ==zlog(l+2) —z+log(l+z)+ec.

L’ultima uguaglianza ¢ giustificata dal fatto che la funzione integranda ¢ definita solo per z > —1.
2

/2x10g(m—5) dx :mglog(x—5)—/ a 5 dz
T —
Anche in questo caso, manipoliamo 'ultima funzione razionale, nel seguente modo:

x? 2?2 —254+25 22-25 25 (z —5)(z+5) 25 25
_ — = = 54 ——.
r—5 r—5 r—5 +x—5 r—5 +x—5 T Jr1;—5

Pertanto

2 2
/Qxlog(xfE)) dzx :leog(x75)f/(x+5+755) dz :xQIOg(xf5)f%75x725log\x75|+c
z—

La funzione integranda & definita solo per & > 5; pertanto si avra |z — 5| =  — 5. Dunque

2
/23: log(z — 5) dz = 2*log(z — 5) — % — 5z — 25log(x — 5) + c.

9 22, x? ) 22,
/xlog (5z) dz = —log”(bx) —/—210g(5x)— dz = —log”(bz) — /xlog(5x)
2 2 5T 2
Riapplicando nuovamente la formula di integrazione per parti all’'ultimo integrale, ricaviamo

2 2 1 2 2 2
/xlog2(5x) dz = % log?(5x) — (962 log(5x) — 3 /w dz ) = % log?(5x) — % log(5z) + % +c



f) /(x—i—l)zcosx dz :(m+1)251nx—/2(x+1)sinx dr = (z+1)*sinz+2 [(m—l—l)cosx—/cosx dcc] =

= (z+1)%sinz + 2(z + 1) cosz — 2sinz + c.

241 -1
dx :anrctanav:—/L de =
2 +1

2zarctanz dr = z?arctanz — [ 22
2 +1

1
:anrctan:c—/ 1-——- dz zxzarctanx—a:—l-arctanx—i-c
1+ 22

/emsinx dz zemsinx—/ewcosx dr =e®sinx — (emcosa:—o—/e“sinx d:z:).
Dunque
Q/emsinx dr =e®sinx —e®cosx

da cui

1
/ezsinx dz = i(emsinxfezcosm)Jrc.

2 _
de =zv1—22— / —z +1 ldl‘:

JViE =i [ V-

:x\/lfof/\/lfxz dx +

NT
/ﬁ dx

Dunque
2/\/1—902 dr =zv1—22 4+ arcsinz
da cui

1
/\/1 —22 da = 5(:10 1 — 22 + arcsinz) + c.
Lo stesso integrale puo essere risolto per sostituzione (si veda l’esercizio n. 6).

Per risolvere gli integrali di funzioni razionali, occorre anzitutto che il grado del numeratore sia strettamente
inferiore al grado del denominatore. Se non lo &, bisogna procedere con la divisione dei polinomi.

Procediamo dunque alla divisione del polinomio a numeratore per il polinomio a denominatore e troviamo

202 —3x+7 42
ﬂ—g +7_~_7
xr—5 -5

Dunque

222 — 42 42
/%ﬂ do = /<2x+7+5> da :/(2134—7) da +/x—_5 de =2+ 7z +42log |z —5|+c.

3r —4 3r—4
—dz = | —————= dz
22 — 6z +8 (x —4)(x—2)
Con il metodo di decomposizione in fratti semplici si ottiene:

3x—4 A n B Alx—-2)+B(r—4) (A+B)r—2A—-4B
(x—4)(z—-2) z2—-4 2-2  (z—4(xz-2) (x—4)(z—2)

Uguagliando i coefficienti dei polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:

A+B=3 L A=4
—2A—4B = —4 B=-1



Quindi:

3r—4 4 1
(x—4)(z—-2) x—-4 x-2
Dunque:
3z —4 4 1
——— dz = — dx =41 —4] -1 -2 .
/a:2—6:c+8 v /[1’—4 x—Q] v 0g | |~ logla [+

Per calcolare

3x
— dx
/ 3 —1
possiamo usare direttamente il metodo di decomposizione in fratti semplici, in quanto il grado del numeratore
¢ strettamente inferiore al grado del denominatore; dobbiamo scomporre il denominatore come prodotto di

fattori irriducibili. Ricordando che 23 —1 = (z — 1)(2? + 2 + 1) e usando il metodo di decomposizione in
fratti semplici, possiamo scomporre la frazione da integrare:

3z 3z A Br+C  (A4+B)i*>+(A-B+Cz+A-C

x3—1:(3c—1)(x2+x+1) r—1 22+x+1 (z—1)(x2+2+1)

Uguagliando i numeratori della frazione iniziale e finale, si trova il sistema:

A+ B =0 A = 1
A-B+C = 3 = B = -1
A-C =0 c = 1

Quindi:

3x 1 z—1 1 2¢ + 1 3 1
doe = [ ——de — [ 27 dw =logle—1—> [ -2 e+ e =
/x3—1 o /w—l o /x2+x—|—1 o og |z —1| 2/x2+x+1 ilc—i_Z/arJZ—}—:v—i—l v
1, 3 1
:10g\x—1|—§log(x +x+1)+§/m dz

Per risolvere I'ultimo integrale, usiamo il metodo di “completamento dei quadrati”, allo scopo di ottenere il
denominatore nella forma k[1 + (az + b)?] (dove k,a,b sono costanti opportune da trovare).

x2+x+1:(x+%)2+%:%[1+%(3;+%)2] :Z|:1+(2w+1)2:|.

V3
Pertanto
2
1 1 73 2 1
§/7 dx :§/— dx —2\/§/‘/§’2 dz = V/3arctan T +c.
2 2> +z+1 2 3 1 2x+1 2 2 1+(2m+1) \/g
He () V3
Infine
3 1 2 1
/x?’ f . dz =loglz — 1| — ilog(x2+m+1)+\/§arctan%+c.
11 polinomio 2 + 222 + = + 2 ammette la radice = —2; dunque ¢ divisibile per = 4+ 2. Effettuando i calcoli si
trova 22 + 222 + 1 +2 = (z + 2)(2% + 1).
Dunque
9z + 8 9z 4 8

- dz = | ———— dx .

%+ 222 + 1+ 2 (x+2)(x2+1)
Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.

9z +8 A Br+C  A(a®4+1)+ (Bx+CO)(z+2) (A+B)a*+(2B+C)z+A+2C

(:zt—i—2)(gt:2—i—1)73:—}—2Jr 241 (x +2)(22 4+ 1) N (x4 2)(224+1)



Uguagliando i polinomi a numeratore della prima e dell’ultima frazione, si ottiene il sistema:

A+B = 0 A = =2
2B+C = 9 — B = 2
A+2C = 8 C = 5

Pertanto:

9z + 8 -2 245 -2 2z 5
- dz = de = | —— d — d —— dz =
/x3+2m2+x—|—2 . /(m+2+x2+1> . /m+2 er/mZ—O—l w+/m2+1 o

2

= —2log |z + 2| + log(z? + 1) 4+ Sarctanx + ¢ = log(z—i-72)2 + 5arctanx + c.

Poiché il grado del polinomio al numeratore ¢ superiore a quello del denominatore, occorre preliminarmente
procedere alla divisione dei due polinomi.
Si ottiene

5 4
=3z +zx+3 3 9 2x
S U R b
Pertanto
5 4 4 2
—3a* +a+3 2
/xwg—ilm dz :/(x3—3z2+a:—3) dz +/Tf1 dz :%—$3+%—3x+10g\x2—1|+c.
Effettuando la necessaria divisione tra il polinomio a numeratore e quello a denominatore, si ottiene
2 —z+1 2 +z—1
= —
.T4 + 1‘2 1'4 + .172
Dunque

2 —z+1 22 4+x—1 22 +z—1
/7954—5—302 dz :/<x_ac4+x2 > dx :/x dz _/7952(952—5—1) dx .

Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici:

:C3+x—1_A E Cx+ D

z2(22 +1) ;+:r2+w2+1'

Procedendo come sopra, si ottiene

UQw
I
= L

Dunque:

J S R S S R AN R
T == _ - = r = — —log|z| — = — arctanz + c.
x4 + 22 2 r 2 2241 2 & T

L’integrale

el'
R |
/62I*361+2 v

puo essere trasformato nell’integrale di una funzione razionale effettuando la sostituzione e* = t, da cui = = logt
e dr =1Ldt.
t

Pertanto

e t1 1 1
= = At =] dt.
/e2173e1+2 . /t2—3t+2t /t273t+2 /(t—l)(th)



Si tratta dell’integrale di una funzione razionale il cui denominatore ¢ decomposto in fattori irriducibili. Usiamo
il metodo di decomposizione in fratti semplici:
1 A B Alt-1)+B(t-2) (A+B)t—A-2B

(—2(—1) -2 1-1"  @-D@t-2  (-Di-2

Uguagliando i coefficienti dei polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:

A+B =0 _ [ A = 1
—-A-2B =1 B = -1
Pertanto
/Ld_/LL dt =log|t —2| —log [t — 1| + ¢ = log [¢* — 2| — log|e* — 1| +
2 _3er 2 U t—2 t—1 -8 o8 e e -

ik Jrp— e
(b)/&dx:/%dx:/idx.
coshz +1 etet 1 e+ e 42

Effettuando, come sopra, la sostituzione e* = ¢, da cui z =logt e dz = % dt , si ottiene

sinh x t—1 1 2—-1 1 t—1)(t+1)1 t—1
SN Y L S Y RS, P B GO U S PR (L 1
/coshx+1 “ /t+1+2 ¢ /t2+1+2tt / t+r1)2 ¢ /t(t+1)

Con il metodo di decomposizione in fratti semplici si ottiene:

t-1 A B A{t+1)+Bt (A+B)t+A

tt+1) t  t+1  tt+1) it +1)
Uguagliando i coefficienti dei polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:

A+B=1 _ [ A=-1

Dunque:

sinh -1 2
/& dx :/<—+—> dt = —loglt|+2log|t + 1|+ c= —logl|e®| +2log|e® + 1| + ¢ =

coshz + 1 t t+1
=log(e*+1)2—z+c
r++vr—1

(c) L’integrale / Q5 dx , puo essere ricondotto ad un integrale di funzione razionale operando la
T —

sostituzione Vo —1=t, dacui =1+t ¢ dx =2tdt.

Pertanto
Vo —1 2 +t+1 B3+t 4t
/wdx _ L.Qtdtzgfg it .
x—5 t2—4 t2—4
B3 +12 4+t t+4
Eseguendo la divisione tra polinomi si ottiene L L t+1+ Sl .
2 -4 2 -4
Dunque:
4+ v —1 o5t +4
————— dz =2 t+14+ ———— | dt.
[ e =2 [ (o )
Decomponendo I'ultima frazione in fratti semplici, si ha:
st+d A B _AG+2)+B(t-2) _(A+B)t+(24-25)
(t—2)t+2) t—-2 t+2 t2—4 N 2 —4 ’

Uguagliando i numeratori della prima e dell’ultima frazione si ottiene il sistema:



A+B = 5 A= 1
{ —={5Z

Dunque :
r+vr—1 7 1 3 1 9
—————dx =2 [ (t+1)dt +2 ——— 4+ - —— | dt =t"+2t+Tlog|t—2|+3log|t+ 2 =
/ po—- x /(+) + /<2t—2+2t+2) + 2t + 7log]| | +3log|t+ 2|+ ¢
=z—14+2Ve—1+Tlog|ve —1—-2|4+3log|vVe—1+2|+c.
1
Per risolvere l'integrale / ———— dz, allo scopo di “eliminare i radicali ” si puo effettuare la
8 V2z(V/2x + 1) P P

sostituzione 2z =%, da cui dx =3t® dt; in tal modo si ha 2z =13 e /22 =t2.
Dunque:

1 3t5 tZ 1
/\/ﬂ(@ﬁ- 1) x /t3(t2+l) /t2+1 /< t2+1> arctant + ¢

= 3v/2x — 3arctan v/2x + c.

L’integrale / V1 — 22 dx & gia stato risolto precedentemente per parti; si pud anche effettuare la sostituzione
r=sint, dacui e dz =costdt.

La funzione x = sin ¢ non & iniettiva; pertanto, per poter effettuare la sostituzione inversa, dobbiamo restringerci

a un opportuno intervallo di integrazione; conviene scegliere I'intervallo [— 55 %], in cui oltre a invertire la

funzione z = sint, trovando ¢ = arcsinz, ¢ anche possibile ricavare v/1 — 22 = cost . Dunque

1 2t 1 1 1 1
/\/1—x2 dz :/COSQt dt :/—I—%s() dt :§t+1sin(?t)-FCz§t+§sintcost+c:

—Qarcsmm 233 x C.

Per risolvere 'integrale / V1422 dx conviene effettuare la sostituzione x = sinht, da cui si ricava

dx = cosht dt ; si ha inoltre /1 + 22 = cosht , tenendo conto che i due membri dell’ultima uguaglianza sono
funzioni sempre positive. Dunque

t —t\2 2t —2t 2 1 2t —2t
/\/1+a:2 dz :/cosh% at :/w at :/w dt —<H+2t>+6—

4 4 4

1 1 1 1 1 1
=1 sinh(2t)+§t+c:§ sinhtcosht+§t+c:§x 1+m2+§settsinhx+c.

Per risolvere 'integrale / V22 —1 dzr conviene effettuare la sostituzione x = cosht, da cui si ricava

dx =sinht d¢ .

Ponendoci su un opportuno intervallo di integrazione, possiamo invertire la funzione x = cosht; conviene
scegliere I'intervallo [0, 400), in cui si trova ¢ = log(x 4+ v 22 — 1). Inoltre & anche possibile ricavare Va2 — 1 =
sinh ¢ . Dunque

/\/xQ—l dz z/sinth d¢ :/(coshzt—l) de z/costh dt —¢.

1 1
Sfruttando il risultato appena trovato sopra /costh dt = 3 sinh t cosht + 3 t+ ¢, siha:

1 1
/\/xQ—l dx =352 x2—1+§log(x+\/x2—1)+c.

2
Per calcolare / —— dx
(1+ tanz)?

usare la sostituzione tanx =t, da cui x = arctant e dr =
Quindi:

, allo scopo di trasformarlo in un integrale di funzione razionale possiamo

1



2 2 1
/ 0+ tans)E & = / arrize &
Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.
2 A B Ct+D
A2+ 1+t x0T v
Procedendo come sopra, si ottiene

A = 1
B = 1
c = -1
D = 0
Dunque:
2 1 1 t 1 1
———dx = [ —— dt —— dt — dt =log|l +t| — —— — = log(1 + ¢ =
/(1+tanﬂﬁ)2 ’ /1+t +/(1+t)2 /1+t2 st =y gl e
log |1 + tan x| ! L (1+tan®2) +
= Ny ———/——— — 3 n .
og anx 17 tanz 2og an“x c

Per risolvere I'integrale

cosx — 3 .
— 3 sinz dx
sin“x —cos®x + 1

¢ consigliabile usare la sostituzione cosx =t, da cui sinz dx = dt . Pertanto

/ cosz — 3 . d / t—3 a / 3—t a
Ssinx xr = _ = N — X
sinz —cos®z + 1 1—2—13+1 312 —2

Il polinomio a denominatore ammette la radice ¢t = 1 e si fattorizza in 3 +12 —2 = (t — 1)(t2 + 2t + 2) .
Ricorrendo alla decomposizione in fratti semplci, si trova

3t 2 — -4

-5 45 5

-2 +2t+2) t—1 24+2+2
Dunque

31 1 2 2t + 11 1 2% + 2 9
0T dt = - dt = (2loglt—1|— [ oo = dat — [ — 1) dt =
/t3+t2—2 5/(t—1 t2+2t+2> 5( oglt = 1] /t2+2t+2 /1+(t+1)2>

2 1 9
= 510g [t —1|— glog(t2 +2t+2) — 5 arctan(t + 1) + c.

Infine

cosx — 3 2 1 9
sinz dz = Zlog|cosz — 1| — = log(cos? z + 2cosz + 2) — = arctan(cosz + 1) + c.
/Sin2$—COSSx+1 5 el | ) &l ) ) ( )

1

——— dx, puo essere ricondotto ad un integrale di funzione razionale mediante le
4sinx 4 3cosx

L’integrale /

formule di razionalizzazione delle funzioni trigonometriche, cioe operando la sostituzione tan 5= t, da cui

2 2t 11—
xr =2arctant e dr = —— dt ; si ha inoltre sinz = e cosx = . Pertanto
1+¢2 1+¢2 14+¢2
1 1 2 2 1
S ST (U S
4sinz + 3cosx A2 + 3152 1+t 8t +3—3t (Bt+1)(t—3)
Decomponendo I'ultima frazione in fratti semplici, si ha:
1 A B At-3)+B@Bt+1) (A+3B)t+(-3A+B)

Bi+D)(i—3) 341 1-3  Bi+1)i-3) Bt+ 1)(t—3)



Uguagliando i numeratori della prima e dell’ultima frazione, si ottiene il sistema:

0 {A = -3
— L 10

A+3B
-3A+B

Dunque

1 31 11 1 1
To o Ta dr =2 [ (- — dt = Zlog|3t+1| — = log|t — -
/4sinm+3cosx * /( 10341 10t—3) 5 og |3t + 1 5 oglt—3|+¢

1 ) 3tan § +1 N
5 % tanz—3 | ©
VLe—1
Per la formula fondamentale del calcolo integrale, per risolvere 'integrale definito / P dx , si deve
0o T -
-1
prima trovare una primitiva F'(z) della funzione f(z) = x2 1° poi calcolare F(1) — F(0).
22 —
-1
Per calcolare / 3:274 dx , usiamo il metodo di decomposizione delle funzioni razionali in fratti semplici,
72 —
ottenendo:
z—1 A N B Ax+2)+B(r—-2) (A+B)zr+2A-2B
(r—2)(x+2) -2 z+2  (z+2)(z—-2) (x+2)(z—2)

Uguagliando i coefficienti dei due polinomi a numeratore, si ottiene il sistema:

A+B =1 — A =
2A-2B = -1 B =

NS

Dunque

/1 ESI S I ES WM I 3 |+2|1 Log 142 10g3- L log 22 10g 2 = 2 log 3-log 2
o = |-loglz — —lo =-lo —log3—-1og2——1log2 = - log 3—log 2.
o \z—2 "z4+2) T 18" g OB T ORI 08T 08 ST T0s ST 089708
log(2 + 1

os2r 1)

2

log(2 1

Per calcolare I'integrale definito / M (22 +1)2
x

(20 +1)2 dz , calcoliamo prima I'integrale indefinito /
0 Z

Utilizziamo dapprima la sostituzione 2x + 1 =u e dunque dzr = % du , e in seguito applichiamo la formula
di integrazione per parti; otteniamo:

log(2z + 1) 1/logu 1/ 1 /71 1/ 1 1
=~ dr =2 du == (—=logu— [ — du | == (——-logu— — .
/ (2z + 1) S w2 T2 u B wz 2 u BT e

Pertanto

Dunque l'integrale definito cercato vale:

/2 log(2z + 1) d 1 {1+10g(2x+1)]2 1 (1+log5 1) 4 —logh
— dr=—-—-|—7 = — - —= = =
0

(2z + 1) 2 2z + 1 0 2 5 10
5 . 6 Vt-3 . o . .
Per calcolare 'integrale definito ——————— dt , calcoliamo prima l'integrale indefinito, usando la
g t— 3\/% + 2

sostituzione: vt =y, e dunque t =y? dacui dt =2y dy.
t— — 2 _ 2
Allora: gdt:/ﬂ2ydy:2/&dy:2/ l———7—— | dy=
2-3Vi+t 2-3y+y? y? =3y +2 Y3y +2

=2 a [ ey



Usiamo il metodo di decomposizione delle funzioni razionali in fratti semplici:

1 A B Aly—2)+By—-1) (A+B)y—2A-B

W-Dw-2 y-1 y—2  G-Du-2  w-DHu-2

che porta a risolvere il sistema:

A+ B
—2A-B =1

!

Dunque:

1 1 1
2/ dy —4/7 dy —2y—4/<+> dy =2y +4logly— 1| —4logly — 2| +c.
(y—1y—-2) -1 2
Applicando ora la sostituzione inversa, si ottiene:

Vit—3
t—3vVt+2

Si puo infine ricavare il valore dell’integrale definito

6 -3 V16 —
9 t—3vVt+2 V16 —2

i1
dt :2\/1?+410g‘\/7?71’7410g‘\/1?72’+c:2\/£+410g é 2'+

dt =216 + 4log —2V9 — 4log

V9 —2

9-1
Vo ':2+410g3—8log2.

V3
Per risolvere 'integrale definito / 4|xz—1] arctanz dz, sideve anzitutto spezzare I'intervallo di integrazione
0

[0,4/3] nei due sottointervalli [0,1] e [1,v/3], in quanto la funzione |x — 1| assume in essi due espressioni
diverse; si ha dunque

V3 1 V3
/ 4|z — 1| arctanz dz :/ 4(1 — z)arctanz dx —l—/ 4(x — 1) arctanz dx .
0 0 1

Possiamo ora utilizzare la formula di integrazione per parti per calcolare I'integrale indefinito:

/( 1) arct d x? ; / x? 1 d 2 ¢ 1 / x? — 22 q
z—1)arctanzdr = | — — 2 | arctanz— — —z2)|——dzx =| — —z|arctanz—~= | ———— dx
2 2 1+ 22 2 2 2 +1

Poiché il polinomio a denominatore nell’ultimo integrale non ha grado superiore a quello a numeratore, proce-
diamo con la divisione del numeratore per il denominatore:

22 2¢ + 1 1
/3;2_‘_135, dz :/(1 ;ZCJF ) /dx / /x2+1 dz = z—log(z?+1)—arctan z+c.

Dunque:

2
1
/(ac —1)arctanz do = <362 - x) arctan z — B (z —log(1 + 2?) — arctanz) + c.

Calcolando ora l'integrale definito, si ricava:
V3 2 1 1
/ 4|x — 1] arctanz dz = —4 [(? - x) arctan z — 3 (z —log(1 + z*) — arctanz) | +
0 0
x? 1 V3 T
+4 {(2 - x) arctan x — 3 (z —log(1 4 z*) — arctan x)} =4—-2V34+4(2-3) 3
1



