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Sia [a, b] limitato. Si dice suddivisione di [a, b], e si indica con D,
un insieme finito {x;}i—o, . n tale che

a=xp<x1<...<xp=b.

Se D = {xi}i=0,.. n € una suddivisione di [a, b] allora
[a, b] = Uiy [xi—1, xi].

Definizione

Sia [a, b] limitato. Siano Dy e Dy due suddivisioni. Si dice che D
é pit fine di Dy, se D1 C Ds.

Definizione

Sia [a, b] limitato e sia D = {x;}i=o,....n una sua suddivisione. Si
definisce ampiezza di D il numero |D| = max;=1,. np{Xi — Xi—1}.
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Somma inferiore/superiore

Definizione

Sia f : [a, b] — R una funzione limitata, con |[a, b] limitato. Siano
D = {Xk}k=o0,...,n una suddivisione di [a, b]. Si dice

» somma inferiore s(D, f) di f relativa alla suddivisione D, il
numero

D f) Zml Xi — Xj— 1 mj = inf (f(X))'

X€(Xi—1,%;)

» somma superiore S(D, f) di f relativa alla suddivisione D, il
numero

S(D, f) :ZMi(Xi_Xi—l)y M; = sup (f(x));

XE(Xj—1,X})
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Lemma

Lemma

Sia f : [a, b] — R una funzione limitata, con [a, b] limitato. Siano
D1, D, due suddivisione di [a, b], con Dy pitl fine di Dy. Allora

s(Da, ) < s(Di1,f) < S(Dy, f) < S(Dy, ).

Corollario

Sia f : [a, b] — R una funzione limitata, con [a, b] limitato. Allora

sups(D,f) = sup{s(D,f): D suddivisione di [a, b]}
D
< i%f S(D,f) = inf{S(D, f) : D suddivisione di [a, b]}
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Somme inferiori e superiori

Figura : Somme inferiori e superiori per f(x) = sin(x) + cos(x) + 1 in
[-1,2] (area in magenta), per suddivisione {xx }x=1,... 5, con
xx =—1+3(k—1)/4
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Somma di Riemann

Definizione

La funzione f : [a, b] — R, con [a, b] limitato e f limitata, si dice
integrabile secondo Riemann se risulta

sups(D, f) =inf S(D, f)
D D

Il valore fab f(x)dx :=supp s(D, f) = infp S(D, f) e detto
integrale di Riemann di f in [a, b].

Usualmente

> [a funzione f € detta integranda,

» [a, b] é detto dominio di integrazione.
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Somma di Riemann

Se f é limitata, f non é necessariamente integrabile. La funzione

[ 1, sexeQ
f(x)_{ 0 sex€R\Q x € [0, 1].

e limitata ma non integrabile.

Infatti
» se scelgo {¢;}j—o,..n C Q allora S,(f) =0,
» se scelgo {¢;}j—o,..n C R\Q allora

n

Sa(F) =D &) —x-1) =) (x—x-1)=1-0=1.

Jj=1 Jj=1
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Alcuni teoremi

Teorema

Sia f : [a,b] — R, con [a, b] limitato e f continua allora f &
integrabile secondo Riemann.

Teorema

Sia f : [a,b] — R, con [a, b] limitato e f monotona e limitata
allora f & integrabile secondo Riemann.
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Alcuni teoremi

Teorema

Sianoa< b<c. Siaf:[a,b] = R, f: [c,d] = R integrabili. Allora la

funzione fi(x), se x € [a, b]
F(x) = { f(x), sex € [b,c]

é integrabile (secondo Riemann) Ii)n [a,c] ed &

/: 1‘(x)dx:/a fl(x)dx-l-/bc H(x)dx.

Corollario (Additivita)

Siano a < b < c. Sia f : [a, c] — R, integrabile (secondo Riemann) in
[a, b] e [b, c]. Allora la funzione f & integrabile (secondo Riemann) in

[a,c] ed & /ac () = /ab F(x)dx + /bc f(x)dx.
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Alcuni teoremi

Teorema (Linearita)

Siano a < b, a,b € R. Siano f : [a,b] = R, g : [a,b] > R
integrabili. Allora per ogni o, € R, la funzione af + Bg e
integrabile (secondo Riemann) e

/ab af(x) + Bg(x)dx = a/ab f(X)dX+/8/abg(X)dX,
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Alcuni teoremi

|
Siano a < b, a,b € R. Sia f : [a, b] — R integrabile. Useremo la

convenzione .
a
/ F(x)dx = — / £(x).
a b

Teorema

Siano a < b, a,b € R. Sia f : [a,b] — R integrabile (secondo
Riemann) e non negativa. Allora

/ab f(x)dx > 0.
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Alcuni teoremi

Teorema

Siano a < b, a,b € R. Siaf :[a,b] = R, g: [a,b] — R integrabili
(secondo Riemann) e tali che f(x) > g(x) per ogni x € [a, b].

Allora b b
/ f(x)dx > / g(x)dx.
a a

Teorema

Siano a < b, a,b € R. Sia f : [a, b] — R, tale che |f| é integrabile
(secondo Riemann) in [a, b]. Allora f é integrabile (secondo

Riemann) in [a, b] ed é
b
< / |f(x)|dx.
a

/a i f(x)dx
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Teorema della media integrale

Teorema (Media integrale)

Siano a < b, a,b € R. Sia f : [a, b] — R continua. Allora esiste

€ € [a, b] tale che

b
> L a/ Flx)dx = £(£).

Il teorema precedente dice che esiste c tale che fab f(x)dx é uguale
all'area del rettangolo di base [a, b] e altezza f(c).
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Teorema della media integrale

Dimostrazione.

Se f & continua nell'intervallo limitato [a, b], per il teorema di
Weierstrass, esistono m = min{f(x) : x € [a, b]}
M = max{f(x) : x € [a,b]} ed &

m < f(x) < M.

Dalla monotonia dell’integrale

b b b
m(b—a) = / mdx < / f(x)dx < / Mf(x)dx = M(b — a).
Quindi ? ? ?
1 b
m< ba/ F(x)dx < M.

Siccome f & continua, allora, per il teorema dei valori intermedi,
assume tutti i valori tra m e M. Quindi esiste { € [a, b] tale che

b
(€)= = / F(x)ax.
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Primitiva di una funzione

Sia f : [a,b] — R. Una funzione G : [a, b] — R, derivabile in [a, b]
é una primitiva di f in [a, b] se

G'(x) = f(x), per ognix € |a, b].

» G(x) = x? & una primitiva di f(x) = 2x;

» G(x) =sin(x) é una primitiva di f(x) = cos(x);

» G(x) = log(x) & una primitiva di f(x) =1/x.

Teorema

Sia G una primitiva di f. Allora tutte e sole le primitive di f sono
del tipo Gi(x) := G(x) + k.
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Primitiva di una funzione

Dimostrazione.

» Se G é una primitiva di f allora lo é pure Gi(x) := G(x)+ k
in quanto
Gi(x) = G'(x) + 0 = f(x).

» Se Gy e Gy sono due primitive di f allora
Gi(x) = f(x), Gj(x) = f(x), per ogni x € [a, b]
e quindi
Gi(x) — Gi(x) = f(x) — f(x) =0, per ogni x € [a, b].
Le costanti g(x) = k sono le uniche funzioni la cui derivata é

nulla. Quindi Gi — Gy = k, cioé G = G + k.
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Primitiva di una funzione

Notazione.

Con la scrittura
/ f(x)dx

indichiamo tutte le primitive della funzione f, e chiameremo
[ f(x)dx integrale indefinito di f.

Vediamo alcuni esempi di integrale indefinito.
> [cos(x)dx =sin(x) + k, k € R;
> [Ldx =log(x)+ k, keR;

L'integrale definito | ab f(x)dx & un numero reale, mentre I'integrale
indefinito [ f(x)dx & una classe di funzioni.
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Nota.

Supponiamo f : [a, b] — R sia una funzione integrabile (secondo
Riemann) in ogni suo sottointervallo [xo, x] C [a, b]. Risultera
importante in seguito la funzione

che mappa x nell'integrale definito [ f(t)dt.
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Vale il seguente asserto, noto come teorema fondamentale del
calcolo integrale.

Teorema (Fondamentale del calcolo integrale)

Sia f : [a,b] = R continua, xp € [a, b] e

F(x) = /X f(t)dt.

0
Allora F é derivabile ed é
F'(x) = f(x),

cioé F e una primitiva di f (in [a, b])
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Dimostrazione.

Osserviamo che, per il teorema della media integrale, posto nell’asserto
a=x, b= x+ h, abbiamo che esiste £5(x) € (a, b) = (x,x + h) tale che

b x+h x+h
f(&n(x)) = bia/ f(t)dt_(x+l11)—h/ f(t)dt:%/ f(t) dt.

Quindi, per un certo &u(x) € (x,x + h)

(/Xx+h f(t)dt—/xx f(t)dt)
</X f(t)dt—l—/XXH f(t)dt—/xx f(t)dt)
</Xx+h f(t)dt)

= f(&(x))
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Teorema fondamentale del calcolo integrale

Passando al limite ambo i membri, visto che f é continua e
&n(x) € (x,x + h) da

Foct D= Fl) _ g o

abbiamo Flxt h)— F(x)
. X + — KX .
fimy = = 6l = 7.

Nell’ultimo passaggio si osservi che se h — 0, visto che &x(x) € (x, x+ h),

pure &x(x) — x e quindi limp_,o F(En(x)) = f(x) per la continuita di f.
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Secondo teorema fondamentale del calcolo integrale

Notazione.

Sia G : [a, b] — R. La scrittura G(x)|° indica la quantita
G(b) — G(a).

Teorema (Secondo teorema fondamentale del calcolo integrale)

Sia f : [a, b] — R continua e G primitiva di f. Allora

b
/ f(x)dx = G(b) — G(a) = G(x)|.
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Secondo teorema fondamentale del calcolo integrale

Dimostrazione.

Se G é una primitiva di f allora

> G'(x) = f(x)
> per il teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione G coincide
con F(x j f(t)dt a meno di una costante k, visto che F & una

pr:m:t:va ele pr:mltlve sono definite a meno di una costante di
proporzionalita .

Quindi
G(x) = /X f(t)dt + k.

Siccome [ f(t)dt = 0 (deriva dalla definizione di integrale), abbiamo
(x) = /X f(t)dt + G(a)

da cui [ f(t)dt = G(x) — G(a) e per x = b

[ 0dt = 6() - 6(a) = G
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Lista di integrali indefiniti

Teorema

Vale la seguente lista di integrali indefiniti:

| f | [f(x)dx | nota |
x@ 4k |aeR\{-1}
1/x log(|x]) + k
sin(x) —cos(x) + k
cos(x) sin(x) + k
sinh (x) cosh (x) + k
cosh (x) sinh (x) + k
ex X + k
1 +tan?(x) | tan(x)+ k
(1 — x?)~Y2 | arcsin(x) + k
—(1 — x?)~Y/2]arccos(x) + k
(1+x2)71 |arctan(x) + k
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Lista di integrali indefiniti

Si osservi che non tutte le funzioni hanno una primitiva
esplicitamente nota o facilmente esprimibile. Questo é il caso di

/e_xzdx = gerf(x)

ove per definizione

2 X
erf(x) = ﬁ/{) e tdt.
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Applicazione dei teoremi fondamentali del calcolo integrale

Essendo G(x) = —cos(x) la primitiva di f(x) = sin(x), abbiamo

b
/ sin(x)dx = (—cos(b)) — (—cos(a)) = cos(a) — cos(b)

Essendo G(x) = log(x) la primitiva di f(x) = 1/x, abbiamo

5
/3 (1/x)dx = log(5) — log(3).
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Applicazione dei teoremi fondamentali del calcolo integrale

Essendo G(x) = a+1 + k le primitive di f(x) = x®, per a # —1,

abbiamo che

> per o =2,

3

5 X
dx = — + k;
/xx 3+,

» pera=1/2,
2x3/2
/ﬁdx: X3 + k;
> pera=—-1/2,
/ ——dx =2Vx+ k
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Integrali generalizzati.

0.8

041

Figura : La funzione erfin [0, 5].
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Integrali per sostituzione

Teorema (sostituzione)
Siano
» G la primitiva di f in |, cioé G'(t) = f(t) per ogni t € [a, (];
» t = ¢(x) una funzione derivabile con derivata continua, tale
che ([a, b]) = [, 5]
Allora
» [f(t)d —ff¢(x)gz5’)
- I Fe)eh = P F(o0 ) ()
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Integrali per sostituzione

Dimostrazione.

Se G & una primitiva di f allora G'(t) = f(t) e quindi per il
teorema sulla derivata di una funzione composta, essendo t = ¢(x)

T6(600) = G0() 9 (x)
= 7(9() - ¢/

per cui G(¢p(x)) & la primitiva di f(¢(x)) - ¢'(x). Di conseguenza,
essendo t = ¢(x)

/ F(£)dt = G(t) = G(6(x)) = / F(6(x))¢ (x)adx.

La seconda parte dell'asserto deriva dal teorema fondamentale del
calcolo integrale.
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Integrali per sostituzione. Esempio 1.

Calcolare I'integrale indefinito

/sin(3x)dx.

Svolgimento. (metodo 1)

Posto t = 3x, abbiamo che, relativamente al teorema di
sostituzione, ¢(x) = 3x da cui ¢'(x) =3 . Quindi

/(sin(3x)) -3dx = /sin(t)dt = —cos(t) = — cos(3x).
Da
/(sin(3x)) - 3dx = — cos(3x)
ricaviamo, dividendo per 3 ambo i membri

cos(3x)

/(sin(3x))dx =-——3
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Integrali per sostituzione. Esempio 1.

Calcolare I'integrale indefinito

/ sin(3x)dx.

Svolgimento. (metodo 2)

Posto t = 3x, abbiamo che, relativamente al teorema di
sostituzione, dt = ¢'(x)dx = 3dx, ovvero dx = (1/3)dt. Quindi

/(sin(3x))dx _ /sin(t)(1/3)dt: (1/3)/sin(t)dt
= (1/3)-(—cos(t)) + k = (1/3) - (—cos(3x)) + k.
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Integrali per sostituzione. Esempio 2.

Calcolare I'integrale definito

3
1
dx.
/02x+1x

Posto t = 2x + 1, abbiamo che dt = (& (2x + 1)) dx = 2dx, da
cui dx = (1/2)dt. Quindi

[ o= [ 3@/2de = @/2)tog(lel) + k = (1/2)log((2x + 1) + k(1)

Svolgimento.

e di conseguenza per il teorema fondamentale del calcolo integrale

3
/0 2x1+ o= ) legle 4y ‘3 = (1/2)(log(7) — log(1)) = Iog2(7)
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Integrali per sostituzione. Esempio 1.

Calcolare I'integrale indefinito

1
/2 dx.
x<+4

Svolgimento.

Come noto

1
/mdx = arctan(x) =+ k.

Eseguo una sostituzione che mi permetta di utilizzare questo risultato.
Pongo x = 2t, cioé dx = 2dt. Allora

1 1 1 1
——dx = ——2dt = = dt
/x2+4X /4t2+4 2/t2+1

1 1
5 arctan(t) + k = 5 arctan(x/2) + k.
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Integrali per sostituzione. Esempio 2.

Calcolare I'integrale indefinito

Svolgimento.

Pongo t = 3+ 5x, ovvero x = (t — 3)/5. Abbiamo dx = (1/5)dt e
quindi da [ t7® = (—1/5)t™° + k

/(3+15X)6dx. - /:6(1/5)dt:(1/5)/t16dt
(1/5)(=1/5)t 5 + k = (—1/25)t 5 + k

- (_1/25)(3+15X)5 + k.
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Integrali per sostituzione. Nota I.

Si supponga di dover calcolare I'integrale indefinito

[ 7109 (Fp e, p £ 1.

Posto t = f(x), abbiamo dt = f'(x)dx, e quindi

(P = [ (FGOY Flixax = e _ ()T
[ o= [ R e = Gy = Ty
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Integrali per sostituzione. Nota Il.

Si supponga di dover calcolare I'integrale indefinito

f'(x)

) dx.

Posto t = f(x), abbiamo dt = f'(x)dx e quindi

dt/dx

f'(x) , 1. _
/f(x) dx_/?dt—log(|t|)+k_|Og(\f(X)|)+k'
—~

t
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Integrali per sostituzione. Nota lIl.

Si supponga di dover calcolare I'integrale indefinito

/f’(x)¢(f(x))dx.

Posto t = f(x), abbiamo dt = f'(x)dx e quindi

/f( dx—/qb NF(x dx—/qs

che in molti casi € piti facile da risolvere dell’integrale iniziale.

Gli esempi delle due note appena esposte ricadono appunto in
questa famiglia di problemi.
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Integrali per sostituzione. Esempio 3.

Calcolare I'integrale indefinito

/3x e dx.

Svolgimento.

Osserviamo che se f(x) = x? allora f(1)(x) = 2x. Notiamo che ci

sta una componente del tipo xdx nell’argomento dell’integrale, che

dovrebbe agevolare il calcolo dell’integrale per sostituzione t = x>.

In effetti dt = 2xdx (o dx = (1/2x)dt) e quindi

/3x-ex2dx = /3x-ef(1/2x)dt:/(3/2)efdt
= (3/2)e' + k= (3/2)e + k (2)
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Integrali per sostituzione. Esempio 4.

Calcolare I'integrale indefinito

/zfﬁdx

Svolgimento.

Posto \/x = t ovvero x = t?, abbiamo dx = 2t dt e quindi

—2tdt
il
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Integrali per sostituzione. Esempio 4.

|
Inoltre da [ tdt = (t°/2) + k si ha

/2t dt:2/t dt =2(t?/2) + k=t>+ k

e quindi

(t+2-2) 2
—2 = = 2 1— ——
/2+ttdt /( 24t o & /( t)< 2+tdt)
= /2tdt—/—dt—t2—/idt
- 24+t 24t
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Integrali per sostituzione. Esempio 4.

I —
Osserviamo che, postos =2+ t, t =s — 2 ds = dt e quindi

[fa = [0 [as [P

= 4s—8|og(]s\)—4 (2+t) —8log(|2 + t])

Visto che [ 52dt = 4(2 + t) — 8log(2 + t), t = \/x, abbiamo

dx = t?— [ —— =t>—(4(2+1t) —8log(2+t)) + k
/2+\/>’<X 2+t (42 + 1) ~8log(2+ t))

x| = (4(2 + v/x) — 8log(|2 + v/x])) + k
x| — 8 — 4v/x + 8log(|2 + v/x|)) + k
x| — 4v/x + 8log(|2 + v/x|)) + k

Si osservi che nell’ultimo passaggio si é tramutato un —8 + k in k
vista I'arbitrarieta di k.
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Integrazione per parti.

Teorema (Integrazione per parti)

Siano f, g derivabili in [a, b]. Allora

b b
/a F(x) - &'(x)dx = F(x) - g(x) |2 / F1(x) - g(x)dx.
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Integrazione per parti.

Dimostrazione.
Ricordiamo che

(f- &) (x) = f'(x) - g(x) +f(x) - g(x) & f'(x) g(x) = (f- &) (x) = f(x) - g(x)
e quindi integrando ambo i membri

/f g(x)dx = /(f &) (x)dx— /f x)-g(x)dx = F(x)-g(x)— /f(x ek

La seconda parte del teorema deriva dal teorema fondamentale del
calcolo integrale.

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 44/ 143



Integrazione per parti. Esercizio 1.

Esercizio

Calcolare

/xsin(x)dx

L’idea sta nel capire che derivando la x e integrando sin(x) si
ottiene un integrale piti semplice. Infatti posto f(x) = x,

g(x) = [sin(x)dx = — cos(x),

xsin(x)dx = —xcos(x)— [ 1:(—cos(x))dx = —xcos(x) + sin(x).

Posto f(x) = sin(x), g(x) = [ xdx = x?/2, avrei il non ovvio

/xsin(x)dx = (sin(x)) - x2/2 — /(cos(x)) - (x?/2)dx

Svolgimento.

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 45/ 143



Integrazione per parti. Esercizio 2.

Esercizio

Calcolare
/ log(x)dx

Svolgimento.

Osserviamo che log(x) = 1 - log(x). Posto f(x) = log(x),
g(x) = [ ldx = x, da f'(x) = 1/x abbiamo

/1-Iog(x)dx = xlog(x)—/%-x dx

= xlog(x) — x + k.
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Integrazione per parti. Esercizio 3.

Esercizio

Calcolare

/ arctan(x)dx

Svolgimento.

Osserviamo che log(x) = 1 - arctan(x). Posto f(x) = arctan(x),
g(x) = [ldx = x, da f'(x) = 1/(1 + x?) abbiamo

1
/1 -arctan(x)dx = x-arctan(x) —/

1+x2
= x-arctan(x) — (1/2) - log(1 + x?) + k.

x dx

essendo, posto t = 1 + x?, dt = 2x dx e quindi x dx = (1/2)dt

/l—i—lx2 % g = /1-(1/2) dt = (1/2) - log(|t])
= (1/2) - log(|1 + x?|) = (1/2) - log(1 + x?).
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Integrazione per parti. Esercizio 4.

Calcolare
/ex - sin(x)dx
Svolgimento

Posto f(x) =sin(x), g(x) = [ e*dx = €%, da f'(x) = cos(x)
/ex -sin(x)dx = €~ - sin(x) — / e* - cos(x)dx

Posto f(x) = cos(x), g(x) = [ eXdx = €, da f'(x) = —sin(x)
abbiamo

eX —sm dx

/ex-cos(x)dx = - cos(x

-
= - cos(x +/e -sin( (3)
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Integrazione per parti. Esercizio 4.

]
Assemblando i risultati

/ex-sin(x)dx _ eX~sin(x)—(eX-cos(x)—/ex-(—sin(x))dx)

= e*-sin(x) — & - cos(x) — / e* - sin(x)dx

Portando a primo membro [ e* -sin(x)dx e raccogliendo e*

2 / il = & o (i) — @)

e* - (sin(x) — cos(x))

/ex -sin(x)dx = 5 + k.
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Integrazione di funzioni razionali.

Definizione

La funzione
Pn(X)

Qm(x)
con P,, Qn rispettivamente polinomi di grado n e m, sono note
come funzioni razionali.

Le funzioni
3x241 .
X245’
1.
2x2—-8’
8
X o
> x34+2x+3"
sono funzioni razionali.
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Integrazione di funzioni razionali.

Consideriamo al variare di m, n, il calcolo di integrali indefiniti di

funzioni razionali, cioé
Py(x)
dx.
/ Qm(x)
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Integrazione di funzioni razionali n > m.

Traccia.

Si fa la divisione tra i due polinomi e si trova
Pn(x) = Sn-m(x) - Qm(x) + Rm-1(x)

con S,_pm, polinomio di grado al pitt n — m e R,,_1 polinomio di
grado al pit m — 1. Quindi
P (x)
Qm(x)

dx = /Sn_m(x)dx + Rm_—l(x)dx

Qm(x)
Visto che é semplice calcolare I'integrale di un polinomio, abbiamo
risolto il problema se siamo in grado di studiare i casi in cui la
funzione razionale ha il polinomio a numeratore di grado inferiore
del denominatore.
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Integrazione di funzioni razionali n > m. Esempio.

Calcolare

x34+1
———— dx
X2 4+ 2x +2
mediante integrali di funzioni razionali con il grado del polinomio a
numeratore inferiore o uguale a quello del denominatore.

Traccia.

Dalla divisione di polinomi,

x3+1 X2 4+ 2x +2
—x3 —2x% —2x X — 2
—2x2 —2x+1
+2x%2 +4x + 4

2x +5
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Integrazione di funzioni razionali n > m. Esempio.

Quindi
O3 +1) = (X +2x +2)(x — 2) + (2x + 5).
e di conseguenza

/ x3+1 ; /(X2+2x+2)(x—2)+2x+5
—_— X =
x2 4 2x 42 x2 4+ 2x 42

2x+5
= —2)d. —— d
/(X ) X+/x2—i—2x+2 x

(x—2)2+/ 2x 45

2 2tox+2 %

dx
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Integrazione di funzioni razionali n < m: alcuni casi,
1/(Ax + B).

Traccia.

Supponiamo sia

1
f(x) =
)= 2+ B
Poniamo y = Ax + B e abbiamo che dy = A dx ovvero
dx = (1/A) dy, per cui

1 1
/AHde _ /}—/(1/A)dy
= (1/A)log(ly|) + k = (1/A) log(|Ax + B|) + k.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax? + bx + c).

Traccia.

Supponiamo sia

1
flx) = ax?+ bx + ¢
In questa situazione, studiamo caso per caso il problema al variare
di
A = b? — 4ac.

Ricordiamo che se

» A >0, allora ax? + bx + ¢ = a(x — xp)(x — x1) per
X0 75 X1 € R,’

» A =0, allora ax®> + bx + ¢ = a(x — xp)? per xo € R;

» A <0, allora ax? + bx + ¢ non ha radici reali.

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 56/ 143



Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax®+ bx +c), A > 0.

Traccia.

Supponiamo sia A = b?> — 4ac > 0. Allora esistono x1,x> € R tali
che

ax® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2)

e quindi per certi S, T abbiamo

1 B 1 1(s T
ax2+bx+c alx—x)(x—x) a\x—-x1 x-—x

Si verifica facilmente che deve essere

S+T=0
_S‘XZ—T'X]_:].
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax®+ bx +c), A > 0.

Traccia.

Integrando ambo i membri di

1 1 S T
ax2+bxtc a X—X1+X—X2

abbiamo

1 1 S T
[ - /_< . dx)
ax‘ + bx+c x—xl x—x2
- X—X1 X—X2

= |og(\>< —xl) + — |0g(\>< —xl) + k
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax?® + bx + ¢), A > 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

1
/—dx
x2+4x—5

Traccia.

Non ¢ difficile vedere che x*> 4+ 4x — 5 = (x — 1)(x + 5). Affincheé
1 S T

X2+4X75_X—1+X+5

da
S T  Sx+5)+T(x—1) (S+T)x+(55-T)
x—1 x+5 (x—1)(x+5) (x —1)(x +5)
per confronto, serve che

S+T=0
5§-T=1

& S=1/6, T=—1/6.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

1/(ax?® + bx + ¢), A > 0. Esempio.

Cosi
1 _ (/) (-1/8)
x2+4x—-5 x-—1 x+5
da ,
[ i de=togllx+a + k. a€ B,
ricaviamo

/mdx = /(%+%> o

- (1/6)/ L dx—(1/6)/xi5dx

x—1
= (1/6)log(|x — 1|) — (1/6) log(|x + 5|) + k.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax®+ bx +c), A < 0.

Traccia.

Analizziamo il caso in cui A = b*> — 4ac < 0. In questa situazione
il polinomio ax® 4+ bx + ¢ non é fattorizzabile. Tuttavia per certi
S, T, U da determinare, con U > 0

ax> +bx+c=(Sx+T)2+ U

e quindi

/1dx_/1dx_1/1dx
ax?+bx+c ) (Sx+T)2+U " U <5X+7)2+1
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax®+ bx +c), A < 0.

Traccia.

2T oyyiamente dz = —=dx e quindi

Posto z = o 70
1 1 1
ax + bx+c U <5X+-r) 41
VU
1 1 1
—\/U = arctan(z) + k

= Y2 T dr=
Us | z2+1"" syu

= 1 arctan <SX+ T) + k
SVU VU '
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax? + bx + ¢), A < 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

1
/x2+4x+5dx

Traccia.

Non & difficile vedere che x* + 4x + 5 non ha radici reali in quanto
A =16 — 20 < 0. D’altra parte

X dx+5=x"+4x+4—-44+5=("+4x+4)+1=(x+2)°+1

e quindi, postot = x + 2, dx = dt

[oros® = [ o™
X2+ 4x +5 B (x+2)2+1
= /%_’_1 dt = arctan(t) + k = arctan(x + 2) + k.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax®+ bx+c), A = 0.

Traccia.

Se A = 0 allora per certi S, T € R abbiamo
ax®> + bx +c = (Sx+ T)?

e quindi posto t = Sx + T, si ha dt = Sdx, dx = (1/S)dt e quindi

1 1 11
—dx = ———dx= | -=d
/ax2+bx+c x /(Sx+T)2 x /t25 x
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
1/(ax?® + bx + ¢), A = 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

v
32 _—12x+12 %

Traccia.

Non é difficile vedere che 3x*> — 12x + 12 ha radici reali in quanto A = 0 e sono
la radice (doppia) x* = 2. Quindi posto t = x — 2, si ha dx = dt e cosi

1 1
/ Be—Iaxy2 X T / 3x—2p &
-1

(1/3) /—dt —+k—3(x_2)+k.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

1/(ax? + bx + ¢), esercizi.

Esercizio

Mostrare che
> [ emsxgedx = log(|x — 3[) — log(|x — 2])) + k
> [ X2—+4dx = (1/2) arctan(x/2) + k
> [ rlxﬂdx = (2/v/3)arctan ((2/v3)(x + (1/2))) + k

1 1
> [ e = o1tk

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 66/ 143



Integrazione di funzioni razionali n < m: alcuni casi,

x/(ax*> + bx + ¢), A > 0.

Traccia.

Calcoliamo
X
/ ax2 + bx + ¢

al variare di A = b? — 4ac.
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Integrazione di funzioni razionali n < m: alcuni casi,

x/(ax*> + bx + ¢), A > 0.

|
Consideriamo il caso A = b®> — 4ac > 0. Osserviamo che posto
t=x— xg, dx = dt si ha

/ ! dx:/%dt:Iog(|t|):Iog(|xfxo\).

X — Xp
Come prima, A > 0 vuol dire che esistono x1,x; € R per cui
ax?® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2). Quindi per certi S, T € R, da
J X_1X0 dx = log(|x — xo|)

e = e
————————dx = X
ax®+ bx+ ¢ a(x — x0)(x — x1)
1 S 1/ T
= — +_
a X — X0 a X —X1

S T
= log(|x — xo0|) + e log(|x — x1|) + k
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

x/(ax*> + bx + ¢), A > 0.

]
Osserviamo che affinché sia

X _ S o r S(x—x1)+ T(x —xo)
alx —x)(x —x1) a(x—x) alx—x) a(x — x0)(x — x1)

necessariamente, per confronto nei termini al numeratore,

S+T=1
—5X1 — TX() =0

sistema lineare che ha una e una sola soluzione.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

x/(ax® + bx + c), A > 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

X
/x2+4x—5dx

Traccia.

Da un esempio precedente, x* + 4x — 5 = (x — 1)(x +5). Affinché
X S T

x2+4x75:x—1+x—|—5
da
S 0 T :5(X+5)+T(X—1):(5+T)X+(557T)
x—1 x+5 (x —1)(x+5) (x = 1)(x+5)
per confronto, serve che
{5+T=1
55— T=0

& S=1/6, T=5/6.

e quindi
x 1 1 5 1
xX2+4x—-5 6 x—1 6 x+5
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

x/(ax® + bx + c), A > 0. Esempio.

Poiché

x 1 1 .5 1
x2+4x—5 6 x—1 6 x+5
da 1
/X+adx:|og(|x+a|)+k7aeR,
ricaviamo

/mdx = /(%+%> dx

_ (1/6)/ L dx+(5/6)/Xi5dx

x—1
= (1/6)log(|x — 1) + (5/6) log(|x + 5]) + k.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
x/(ax?>+ bx + c), A < 0.

Traccia.

Consideriamo ora il caso A < 0. Da d%axz + bx + ¢ = 2ax + b,

[(F'(x)/F(x))dx = log(|F(x)]) + k
/‘;d _ /Lb_bd
axfbxtc 2a(a + bx+¢)
o 2ax + b L
= (/e serme®)
- %(Iog(lax2 + bx + c|) 4+ bG arctan(Gox + G)) + k

dove la primitiva | m = G arctan(Gox + G3)) si calcola
come detto in precedenza.
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
x/(ax® + bx + c), A < 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

/%dx
x?+4x+5

Non é difficile vedere che x*> + 4x + 5 non ha radici reali in quanto
A =16 — 20 < 0. Notiamo che

Traccia.

X ax+5=x"+4x+4—4+5=(x"+4x+4)+1=(x+2)°+1

Inoltre, posto u = t*> + 1, du = 2 dt e quindi

t 1 /1 _1 _1 2 _1 2
/t2+1 dt = 2/udu— 2Iog(|u|)_ 2|og(|t +1)) = 2Iog(t + 1).
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

x/(ax® + bx + c), A < 0. Esempio.

Cosl, posto t = x + 2, dx = dt, da [ 55 dt = Jlog(|t* +1|).

[t = [ ®
X2+ 4x +5 - (x+2)2+1

t—2 t —2
B /t2+1dt_/t2+1dt+/t2+ldt

% log(t* + 1) — 2arctan(t) + k

= % log((x +2)* + 1) — 2arctan(x + 2) + k
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
x/(ax® + bx +c), A = 0.

Traccia.

Consideriamo ora il caso A = 0. In questo caso, le radici x1, xo
coincidono. Posto t = x — xq

I
- = dx
ax2 + bx + ¢

1 [t
X W:—/ X

/a(x—x1)2 a i
1 1 1
- —/—dwur)ﬂ ~dt
a t a t
1 x1 1
5 log(lth) —— =
1 X1 1
— log(jx—xl) = 2 .
> Vel ) = = o=
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso

x/(ax® + bx + c), A = 0. Esempio.

Calcolare I'integrale indefinito

S S—
3x2 —12x + 12

Traccia.

Il polinomio 3x*> — 12x + 12 ha radici reali in quanto A = 0 e sono la radice
(doppia) x* = 2. Quindi posto t = x — 2, si ha dx = dt e cosi

X X
/3x2—12x+12dX - /3(x—2)2dx

(1/3)/t:;2 dt:(l/3)/%dt+(1/3)/%dt

(1/3) log([t]) — (2/3)} + k

(1/3) log(|x — 2|) — (2/3)X—i2 +k
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Integrazione di funzioni razionali n < m. Il caso
(Ax + B)/(ax? + bx + c).

Per studiare il caso generale

/ Ax + B d
— =~ dx
ax2 4+ bx + ¢

si osserva che

Ax+ B X 1
————dx=A | ————d B|] ————d
/ax2—|—bx+cx /ax2-|—bx-|—cx+ /ax2+bx-|-cx

e ci riconduce ai due casi precedenti.
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Integrazione di funzioni razionali: tabella.

Vale la seguente lista di integrali indefiniti. | parametri
S, T,U, G, G, G3 sono da determinare. Inoltre x;, x> sono le

radici dell'equazione ax® + bx + ¢ = 0.

[ F ] [ f(x)dx |  nota |
=0 (1/A) log(|Ax + BY) | |
= 2 log(|x — x[) + 7 log(]x — x|) [b” — 4ac > 0]
Wlbwc S—\lmarctan (S%T) ‘b2—4ac<0‘
‘ ax2+bx+c ‘ é (SX_-I—IT ‘bz —4dac = 0‘
‘ax2+bx+c‘ glog(lx_XOD_‘_EIOg(lx_XlD ‘b2—4ac>0‘
‘ ax2+b><+c ‘ 2a(|°g(|ax2 + bx + c|) + bC arctan(Gox + G3)) ‘ b> — dac < 0‘
|

| (1/a) log(|x — x1|) — (xa/(a|x — x1])) |b” — 4ac = 0|

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 78/ 143



Integrazione di funzioni pari su intervalli [—k, k].

Teorema

Sia f una funzione integrabile (secondo Riemann) in [—k, k], con f

pari. Allora

/_kkf(x)dx—z/okf(x)dx

Figura : La funzione pari f(x) = cos(x) + (1/100) - x? in [-2m, 27].
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Integrazione di funzioni dispari su intervalli [—k, k].

Teorema

Sia f una funzione integrabile (secondo Riemann) in [—k, k], con f

dispari. Allora

/k F(x) dx =0

—k

Figura : La funzione dispari f(x) = sin(x) + (1/100) - x in
[=(3/2)m, (3/2)n].
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Integrazione di funzioni pari e dispari su intervalli [—k, k].
Esempi.

La funzione sin(x) é dispari. Quindi

/W sin(x) dx = 0.

—Tr

La funzione cos(x) e pari. Quindi

/2 /2
/ cos(x) dx = 2/ cos(x) dx.
0

—7/2
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Integrali definiti con funzioni con moduli. Esempio 1.

Si calcoli :
/ |x — 1| dx.
0

Svolgimento.

Osserviamo che

x—1] = x—1, x—-1>0&x2>1
XTHT 1 1-ox, x—1<0ex<l1.

Allora

/05|x—1|dx:/01(1—x)dx+/15(x—1)dx
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Integrali definiti con funzioni con moduli. Esempio 2.

Si calcoli

/ x - | cos(x)| dx.
0

Svolgimento.

Osserviamo che

Jcos()| = § c25B); cos() = 0= 0 <x < /2
| —cos(x), cos(x)<0=7/2<x<T.

Allora

™ w/2 T
/OX-|cos(X)|dx:/0 X-cos(x)dx-l-/o Y
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Integrali definiti con funzioni v/a — x2. Esempio 1.

Si calcoli )
/ V1 — x2dx
0

Svolgimento

Posto x = sin(t), abbiamo dx = cos(t) dt. Osserviamo che
cos(2t) = cos®(t) — sin?(t) = 2cos*(t) — 1 implica cos®(t) = (cos(2t) + 1)/2.
Quindi, visto che | cos(x)| = cos(x) in [0,7/2]

1 arcsin(1)
/ V1—x2dx = /1 — sin?(t) cos(t) dt
0 arcsm(O

/2
/ \/cos?(t) cos(t) dt = / cos’(t) dt
0 0
= /W/2(cos(2t) +1)/2dt (4)
0

Per simmetria fow/2 cos(2t)dt =0, cosi [, VI —x2dx = (1/2) - (n/2) = /4.
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Integrali definiti con funzioni v/a — x2. Esempio 2.

Si calcoli
V3
/ /3 — x2dx
0

Osserviamo che
/fﬂdx - /fds(& (%)j dx
- (E) e

Si pone sin(t) = 2= e si risolve come nell’esempio 1, ottenendo
che vale (3 - ) /4.
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Integrali indefiniti con funzioni v/1 + x2.

Si calcoli
/ V14 x2dx

Traccia.

Ricordiamo che % sinh(x) = cosh(x) e che 1 4 sinh(t)? = cosh?(t). Si
pone x = sinh(t) e si ha dx = cosh(t)dt

/\/1—|—X2dX

/\/1 + sinh(t)? - cosh(t) dt
/cosh(t) - cosh(t) dt

Integrando per parti, si ottiene dopo qualche non facile conto

/ V14 x2dx = arcsinh(x) /2 + (x - (x? + 1)1/2)/2
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Integrali indefiniti con funzioni v/x2 — 1.

Si calcoli
/ vV x2 — 1ldx

Traccia.

Ricordiamo che % cosh(x) = sinh(x) e che 1 4 sinh(t)? = cosh?(t). Si
pone x = cosh(t) e si ha dx = sinh(t)dt ee quindi

/\/xz_ Tdx — /\/cosh(t)z—1~(sinh(t))dt
/|sinh(t)| -sinh(t) dt

Si ottiene dopo qualche non facile conto

/\/xz—ldx:(x~\/x2—1)/2—|og(x—|— Vx2—1)/2
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Integrali indefiniti con funzioni v/x2 + 1. Applicazione.

Determinare I'area A tra le due iperboli

y=V1+x2 y=—1+x2

nell’intervallo [—1,1].

Traccia

|

Osserviamo che se f(x) < 0, e [ f(x) dx esiste, allora

fab f(x)dx < 0. Essendo I'area una quantita positiva,
necessariamente, in virtu delle simmetrie, della primitiva di
Vx2 4+ 1, nonché del teorema fondamentale del calcolo integrale,

A = / \/1+x2dxf/ -V 1+ x?) dx—2/ V14 x2dx
= 4/ V14 x2dx = 2(log(V2 + 1) + v/2) ~ 4.591174298785276
0
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Integrali indefiniti con funzioni v/x2 + 1. Applicazione.

Figura : In magenta la regione tra le iperboli y = /1 + x2,
y = —V1+ x? nell'intervallo [—1,1].
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Integrali generalizzati.

Problema.

Finora abbiamo considerato il caso in cui [a, b] é limitato e f &
limitata. Ci domandiamo cosa succede quanto una di queste
ipotesi cade.

Esempio

Che significato ha la scrittura

—+00
/ 3xdx
1

essendo l'intervallo illimitato?

Figura : La funzione 3x.
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Integrali generalizzati.

Che significato ha la scrittura

0.01
1
/ —dx
0 X

essendo l'intervallo limitato ma la funzione 1/x illimitata (poiché

limy—01l/x = +00)?

Figura : La funzione 1/x.
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Integrazione di funzioni non limitate (a destra).

Definizione

Sia f : [a,b) — R continua ma con lim,_,,- f(x) = £oo. Allora

poniamo

b b—e
/ f(x)dx := lim / f(x)dx.
B e—0t J,

Se il limite
» esiste finito, allora f si dice integrabile in [a, b] o fab f(x)dx
converge;

» vale +oo, allora si dice che fab f(x)dx diverge;

o o go b o
> non esiste, allora si dice che [ f(x)dx non esiste.
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Integrazione di funzioni non limitate (a sinistra).

Definizione

Sia f : (a,b] — R continua ma con lim,_, ,+ f(x) = £oo. Allora

poniamo

b b
/ f(x)dx := lim / f(x)dx.
2 e—0t S, ¢

Se il limite
» esiste finito, allora f si dice integrabile in [a, b] o fab f(x)dx
converge;

» vale 00, allora si dice che | ab f(x)dx diverge;

» non esiste, allora si dice che | ab f(x)dx non esiste.
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Esempio 1.

La funzione f(x) = L & illimitata in [0,1] in quanto

. 1
lim = +00.
x—1—- 1 —x

Allora, visto che [1/(1 — x)dx = —log(]1 — x|) + k

1 1—e¢
1 1
/ dx = lim / dx
o 1—x e—0t Jg 1—x

= lim —log(|1 —x|)[§7€
lim_—log(|1 —x]) g

= lim ((=log(|1 = (1—¢)])) — (= log(|1-0])))

= |lim —lo = .
lim_ —log(jef) = +o0
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Esempio 2.

La funzione f(x) = L & illimitata in [0,1] in quanto

Allora, visto che [1/x dx = — log(|x]) + k,

1 1
1 1
/—dx = Iim/ —dx
0 X €e=0" Jote X

— i~ log(lx]) |
Jim ((— tog(|2]) — (~ log((e[))

= |im +lo = +00.
Jim_+log(le])
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La funzione f(x) = \/i; é illimitata in [0, 1] in quanto

1
— = —0o0.

:
Xlg')]‘*' ﬁ
Allora, visto che [1/\/xdx =2 -x'/2 4 k,

1 11
/—dx = Iim/ —dx = lim 2-x1/2’i
0o X e—0t 04 X e—0t

—  lim (2-11/2—2-61/2) —92
e—0t

Per quanto visto, fol 1/y/x dx = 2, mentre fol 1/x dx = co.
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Alcuni casi notevoli

Si vede piu in generale che

Teorema

Valgono i seguenti asserti

> fol L dx converge per a < 1, mentre diverge per o > 1;

1/2 L E dx converge per aa < 1, B € R;

> Jo x| log(x)

> f01/2 ﬂ dx converge per o =1, 8 > 1, diverge per
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Criteri di integrabilita

Teorema

Siano
» f,g :[a,b) continue e lim,_,,— f(x) = lim,_,,- g(x) = +o0;
> (i) 0<f(x)<g(x)in[ab)o
(i) 0> f(x) > g(x) in [a, b).
Allora
> se g & integrabile (secondo Riemann) in [a, b) allora f &
integrabile (secondo Riemann) in [a, b);

» se f non é integrabile (secondo Riemann) in [a, b) allora g
non é integrabile (secondo Riemann) in [a, b);

L’idea é che noto il comportamento di alcune funzioni campione
come 1/x* in (0,1] 0 1/(x* - log®(x)) in (0,1/2], possiamo
determinare il comportamento di altre funzioni.
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Criteri di integrabilita. Esempio 1.

Si consideri

F(x) = f i ()1() .

La funzione f(x) & continua in (0,1] ed essendo 0 < sin? (1) <1,
ricaviamo che

L o1y _ 1
— -sin“ [ = —.
VX x) T x
Essendo \/%? integrabile (secondo Riemann) in [0, 1], ivi lo & pure

\/L; - sin? (%) .
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Criteri di integrabilita. Esempio 2.

Esempio

Si consideri 2(4)
1+ sin“(x

La funzione & illimitata poiché diverge in 0T . Inoltre la funzione

f(x) & continua in (0,1] ed essendo 1 < 1 + sin?(x), ricaviamo che

1 < 1+ sin2(x).

x° x2

Essendo divergente 2 5 in [0,1], ivi lo & pure _1+5”‘ (x)
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Criteri di integrabilita.

Teorema (Criterio del confronto asintotico con ~, in b)

Siano
» f,g:[a,b) continue;
> (i) 0<f(x)<g(x)in[ab)o
(i) 0> f(x) > g(x) in [a, b).
> (i) f,g — +o0, perx = b~ o
(i) f,g = —o0, per x — b™.

» f ~ g cioe lim_,,- f(x)/g(x)dx = 1.
Allora f & integrabile (secondo Riemann) in [a, b] se e solo se g ¢
integrabile (secondo Riemann) in [a, b].
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Criteri di integrabilita.

Teorema (Criterio del confronto asintotico con ~, in a)

Siano

» f,g: (a,b] continue e lim,_, ,+ f(x) = lim,_, ;+ g(x) = +oo;
> (1) 0< (x) < g(x) in[a,b) o
(i) 0> F(x) > g(x) in [, b).

> (i) f,g — +oo, perx — at o
(i) f,g — —oo, per x — at.

» f,g — Fo0, per x — at;
> f ~ g cioé lim,_,,+ f(x)/g(x)dx = 1.

Allora f & integrabile in [a, b] se e solo se g ¢ integrabile (secondo
Riemann) in |a, b].
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Criteri di integrabilita. Esempio 1

Si consideri 1y
[
o sin(x)

e lo si confronti asintoticamente con

1
/ 1dx.
g

Posto f(x) = sm(x g(x) = L abbiamo

> f,g:(0,1] continue e lim,_,o+ f(x) = lim,_,+ g(x) = +oo;
> 0< f(x), 0 < g(x);

> f,g — +oo, per x — 0F;

> f~ g cioé limy_o+ f(x)/g(x) dx = 1.

Allora f ¢ integrabile (secondo Riemann) in [a, b] se e solo se g &
integrabile (secondo Riemann) in [a, b]. Siccome g non é
integrabile, non lo & neppure f.
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Criteri di integrabilita.

Teorema (Criterio del confronto con o piccoli, in a)

Siano
> f,g:(a,b] continue;
> (i) 0<f(x),0<g(x)in[ab) o
(i) 0> f(x),0 > g(x) in [a, b);
> (i) f,g = +oo, perx —a', o
(i) f,g — —oo, per x — at;
> = o(g) cioé lim,_,,+ f(x)/g(x) =0.
Allora f & integrabile (secondo Riemann) in [a, b] se g ¢ integrabile (secondo

Riemann) in [a, b].
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Criteri di integrabilita.

Teorema (Criterio del confronto con o piccoli, in b)

Siano
> f,g:[a,b) continue;
> (i) 0<f(x),0<g(x) in[a,b) o
(i) 0> f(x),0 > g(x) in [a, b);
» (i) f,g — +oo, perx — b, 0
(i) f,g = —o0, perx — b~;
> f =o(g) cioé lim,_,,- f(x)/g(x) =0.
Allora f & integrabile (secondo Riemann) in [a, b] se g & integrabile (secondo

Riemann) in [a, b].
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Criteri di integrabilita. Esempio.

Per descrivere se sia integrabile (secondo Riemann) in (0, 1]

1
1
/0 = dx

confrontiamolo con
11
—dXx.
0o X<
Osserviamo che per f(x) = e_—ll/x g(x) = L poiché si mostra che
el/* tende a 0 piti velocemente di qualsiasi potenza di x
. f(x) ) X
lim —= = lim =
x—0+ g(x)  x—0+ e~ 1/x

Siccome in particolare per il caso particolare « = 1/2, g(x) =
é integrabile (secondo Riemann) in [0,1], allora ivi lo & pure 7
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Integrabilita assoluta.

| criteri esposti di confronto e confronto asintotico valgono per
funzioni a segno costante in [a, b) o (a, b].

Se f non ha sempre lo stesso segno, si guarda se converge

/ " ()l

che ovviamente é sempre non negativa. Se |f| é integrabile
(secondo Riemann) in [a, b) o (a, b], allora pure f risulta
integrabile.

Definizione

Se f é tale che fab |f (x)|dx, converge, allora f si dice
assolutamente integrabile (o che I'integrale converge
assolutamente).
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Integrabilita assoluta. Esempio

Si consideri I'integrale generalizzato

/f n(z) o

La funzione f(x) = \/%? - sin (\/i;) cambia segno vicino a x = 0" (poiché

1/y/x = +o0), quindi non possiamo applicare i criteri del confronto e del
confronto asintotico. Ma essendo 0 < |sin(y)| <1 per ogniy € R, e

1
v

! sin ! _ 1 sin L < L x>0
VX Vx| VX VX VX
Essendo \/%? integrabile (secondo Riemann) in [0, 1], lo & pure

1 o 1 1
‘7; - sin (T;N e quindi per la nota precedente - 7= - sin (\/;()

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 108/ 143



Integrabilita assoluta. Esempio

200

Figura : Le forti oscillazioni di X - sm( X) in [0, 1], [10-6,1074],

[1078,10~7]. L'ultimo grafico appare quasi un'area nera, per via dell’alto
numero di oscillazioni.
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Integrazione su intervalli illimitati.

Definizione

Sia f : [a,+00) — R continua e sia

+o0
L:/ f(x) dx := I|m/ f(x
a w—>00

» Se L esiste finito allora f é integrabile (secondo Riemann) in
[a, +00) (oppure si dice che I'integrale converge in [a,+00));

» Se L vale +00 allora si dice che I'integrale diverge in [a,+00);

» Se L non esiste allora si dice che |'integrale non esiste in
[a, +00));
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Integrazione su intervalli illimitati.

Definizione

Sia f : (—o0,a] — R continua e sia

L—/a A dier I /af(x) o

w——0Q

— 00 w

» Se L esiste finito allora f é integrabile (secondo Riemann) in
(—o0, a] (oppure si dice che I'integrale converge in (—oo, a]);
» Se L vale +00 allora si dice che I'integrale diverge in (—oo, a|;

> Se L non esiste allora si dice che I'integrale non esiste in

(_007 a])"
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1

X o

Si consideri

Integrazione su intervalli illimitati. Esempio fl

» Se a = 1 abbiamo

+o0o 1 +o0o 1
/1 —dx = /1 ;dx = WETOOUOg(W) —log(1)) = wiToo log w = 400

e quindi diverge per o = 1.

> Se a # 1 otteniamo

+oo 1 +o0 1 q
—dx = x “dx = lim x|y
1 X 1 w—4oo —a + 1

_ 1 . —a+l

che vale 1/(a — 1) se > 1, diverge se a < 1.
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Integrazione su intervalli illimitati. Esempio

+00 1
L cvidicd

Si consideri
/—l-oo 1 y
- dx
> x%(log(x))?

Converge se e solo se
» a>1, fER;
» a=1, fe(1,+00).
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Integrazione su intervalli illimitati. Condizione necessaria

Teorema (Condizione necessaria di integrabilita a +00)

Supponiamo, a € R, f : [a,+00) — R continua. Allora se

/a+00 f(x)dx

lim f(x)=0.

X——+00

esiste finito, allora

Teorema (Condizione necessaria di integrabilita a —o0)

Supponiamo, a € R, f : (—o0,a] — R continua. Allora se

/_ oo F(x)dx

lim f(x)=0.

X—>—00

esiste finito, allora
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Integrazione su intervalli illimitati. Condizione necessaria

Il teorema precedente dice che

> se limy_ o0 F(x) # 0 allora

/a+oo f(x)dx

> selimy_,_ f(x) # 0 allora

/aoo f(x)dx

non converge.

non converge.
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Integrazione su intervalli illimitati. Condizione necessaria.

Esempio

Studiare la convergenza di

+0o0o
/ 3X+1dx.
3 2x — 5

Svolgimento.

Non converge in quanto

3x+1 3
li = — #0.
X—I>T<>O2X—5 2?é

Esempio

Poiché limy_, y » sin?(x) non esiste, allora non converge

+oo
/ sin?(x) dx.
0
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Integrazione su intervalli illimitati. Condizione necessaria.
Nota

Il fatto che f sia infinitesima a +00 non implica che f:oo f(x)dx
converga.

Esempio

La funzione f(x) = 1/x é infinitesima a +00 ma

+o0
/ 1 dx.
1 X

non converge
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.

Teorema

SiaacR, e

» f,g:[a,+00) = R continue;
> (i) 0<f(x)<g(x) perx € [a,+0), 0
(i) 0> f(x) > g(x) per x € [a, +00).

Allora
> se g é integrabile in [a,+00) allora f é integrabile in [a, +00);
> se f non é integrabile in [a,+00) allora g non é integrabile in
[a, +00).
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.

L'ipotesi

0 < F(x) < g(x),¥x € [a,+o0)
Si puo rilassare a
0 < f(x) < g(x), perx € [a*,+00) C [a, +00).

L'ipotesi
0> f(x) > g(x),Vx € (—, a]

si puo rilassare a

0> f(x) > g(x), perx € [a*,+00) C [a, +00).
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.

Teorema

SiaacR, e

» f,g:(—00,a] = R continue;
> (i) 0<f(x) < g(x) perx € (~0,3], 0
(i) 0> f(x) > g(x) per x € (—o0, a.

Allora
> se g e integrabile in (—oo, a] allora f e integrabile in (—oo, a|;
» se f non é integrabile in (—oo, a] allora g non é integrabile in
(_OO’ a]'
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.

L'ipotesi

0 < f(x) < g(x),Vx € (—, a]
si puo rilassare a
0 < f(x) < g(x), perx € (—o0,a"] C (—o0, al.

L’ipotesi
0> f(x) > g(x),Vx € (—, a]

si puo rilassare a

0> f(x) > g(x), perx € (—o0,a*] C (—o0,al.
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico con ~, in [a, +00).

Teorema

SiaacR, e
> f,g:[a,+00) — R continue;

> (i) 0< F(x), 0.< g(x) per x & [2+o0), o
(i) 0> f(x), 0> g(x) per x € [a,+0)

> f ~ g perx — 400

Allora f & integrabile in [a,+00) se e solo se g & integrabile in [a,+00).
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico con ~, in (—oo, a.

Teorema

SiaacR, e
> f,g:(—o0,a] — R continue;

» (i) 0<f(x), 0<g(x) perx € (—o0,a], 0
(i) 0> f(x), 0> g(x) per x € (—o0, 3]

> f ~ g perx - —o0

Allora f & integrabile in (—oo, a] se e solo se g & integrabile in (—oo, a].
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico con o piccolo in [a, +00).

Teorema

SiaacR, e
> f,g:[a,+0) = R continue;

> (i) 0<f(x), 0< g(x), perx € [a,+) o
(i) 0> f(x), 0> g(x), per x € [a, +0);

> limy s ioo g(% =0, cioé f = o(g).

Se g & integrabile in [a,+0o0) allora f & integrabile in [a, +00).
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico con o piccolo in (—o0, aJ.

Teorema

SiaaceR, e
» f,g:(—00,a] — R continue;

> (i) 0<f(x),0< g(x), per x € (—0,4a] o
(i) 0> f(x), 0> g(x), per x € (—o0, a];
> lim, oo % =0, cioé f = o(g).

Se g é integrabile in (—oo, a| allora f é integrabile in (—oo, a].
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico. Esempio 1.

Dire se converge l'integrale

/1+00(1 — cos(1/x)) dx

Svolgimento.

Visto che se x — +oo allora 1/x — 0T, dallo sviluppo di cos(y) in un intorno

di 0", abbiamo che cos(y) — 1 ~ —% ricaviamo che

cos(1/x) =1 ~ —@ == (1—cos(1/x) ~ 5.

Poiché 0 < cos(1/x), 0 < 55 per x € [1,+00), e sono evidentemente continue
in [1, +00), f1+°°(1 — cos(1/x)) dx converge se e solo se converge

+o00o 1 +o00 1

cosa vera per un precedente teorema.
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico. Esempio 2.

Dire se converge l'integrale
+oo 1
A
0 x2+1

Svolgimento.
Non é difficile osservare che
1
x?+1

e che le funzioni in questione verificano le ipotesi del criterio del confronto
asintotico. Poiché diverge

1

/ —dx
X

1
——dx.
/\/X2+1 X

1
~—, X—+00
X

allora diverge pure
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto

asintotico. Esempio 3.

Dire se converge l'integrale

/+°° 33 +1
1 X%+ el/*+sin(x)

Svolgimento.

Osserviamo che
» il numeratore & asintotico a 3x*> per x — +00;

> nel denominatore, poiché 1/x — 0, per x — 400, dalla formula di Mac
Laurin €’ ~ 1 implica e'/* ~ 1 e quindi dalla limitatezza di sin(x), il
denominatore & asintotico a +00 a x°.

Cosi, essendo verificate le ipotesi del teorema del confronto asintotico basta

vedere se € integrabile
+o00 2 +o0
/ 3%dx =3 / %dx
1 X 1 X

cosa vera per un teorema precedente.
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto
asintotico. Esempio 4.

Dire se converge l'integrale

Svolgimento.

Visto che 1/x — 0% per x — +oc0, dallo sviluppo di Mac Laurin

6 6 6x3’
Poiché per f(x) = x* (£ —sin (1)), g(x) = x’55 = & sono verificate le
ipotesi del teorema del confronto asintotico, basta studiare la convergenza di
1+°°(1/6x)dx =(1/6) f1+°°(1/x)dx che come noto diverge in quanto diverge

f1+°°(l/x)dx.

3 3 3
sin(y)—y ~ —% = y—sin(y) ~ AN %—sin (%) ~ (1/) S X — +00.
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.
Esempio 5.

Dire se converge l'integrale
+oo 1
J
2 log(x)

Osserviamo che log(x) < x per x > 2. Ma allora 1/ log(x) > 1/x per x > 2.

Siccome
+oo 1
/ — dx
A X

+o00o 1
—— dx.
/2 log(x)

Svolgimento.

diverge, allora diverge pure
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Integrazione su intervalli illimitati. Criterio del confronto.

Esempio 6.

Dire se converge l'integrale

S—
+
8
o
|
XM
g.

Svolgimento.

Si pud provare che

lim x> = 0,Va € R.

X—>—+00
Quindi
2
.ex . o —x2
lim — = lim x%e™ =0,Va e R.
xX—+00 — X—+00
<

Dal criterio del confronto con ac = 2, risulta che I'integrale richiesto
converge.
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Integrazione su intervalli illimitati. Convergenza assoluta.

Teorema

Sia f : [a,+00) una funzione continua. Se

/a 0l

/a+00 f(x)dx

converge allora

converge.

Teorema

Sia f(—o0, a] una funzione continua. Se

| Irlex

/_aoo f(x)dx
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Integrazione su intervalli illimitati. Convergenza assoluta.
Esempio.

Si stabilisca se converge

Svolgimento.

Causa il segno variabile di sin(x) non si possono applicare i soliti criteri del
confronto. Vediamo se converge

| sin(x)|
[ de.

In effetti ‘5'"(X)‘ < % siccome converge

+o00 |sm(x

allora converge pure f LsinCIl gy e quindi anche l'integrale richiesto.
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Integrali definiti in (—oo, +00).

Teorema

Si supponga che esistano finiti Laoo f(x) dx, f;oo f(x) dx, allora esiste
finito [*°° f(x) dx ed &

/+oof(x)dx=/a f(x)dx+/:oo f(x) dx.

— 00 — 00

Si dimostra (difficile!!) che
+o00
/ e dx = é
Jo 2

Essendo I'integranda pari, & pure f_ooo e dx = \/T} Quindi
+o0 ) 0 . +o00 )
/ e dx = / e ™ dx +/ e dx = /.
e —es 0
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Esercizi.

Esercizi
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Esercizi.

Esercizio

Mostrare che

» [tan(x)dx = —log(| cos(x)|) + k (suggerimento: porre
cos(x) = t);

> f Zadx=(1/2)- log(|x?> — 1|) + k (suggerimento: porre
xX>+1=t)

> [sin®(x) cos(x)dx =

sin(x) = t);

Mostrare che

sin (X) + k (suggerimento: porre

> f23 X—Xrﬂdx = /8 — \/3 (suggerimento: vedi un integrale
indefinito precedente);
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Esercizi.

Esercizio

Mostrare per sostituzione (attenzione a risultati equivalenti!)

> [ Xlog( TTog) X = log(log(|x|)) + k (suggerimento: porre
log(x) = t);
> [Vx+2dx = (2 (x+2)%2)/3+ k.

> [ amdx = —(31/2.(2/3 — x?)1/2) /3 + k.
L fmdx—(x +1)1/2/2+k

> [ LI g = (log(x))®/8 + k.
> fs'" Vdx = —2 - cos(x1/2) + k
> f Ldx = X+ k

> [sin3(x)dx = (cos( ) - (cos(x)? — 3))/3 + k. (suggerimento:
porre sm2( ) =1 — cos?(x));
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Esercizi.

Esercizio

Integrando per parti, calcolare facendo attenzione a risultati
equivalenti

» [arcsin(x) dx = x - arcsin(x) + (1 — x?)1/2 4 k;

» [ arccos(x) dx = x - arccos(x) — (1 — x?)1/2 + k;

[ & - cos(x) dx = (e* (cos(x) + sin(x)))/2 + k;

[ x?-sin(x) dx = 2 x sin(x) — cos(x) (x> — 2) + k;

J x™ - sin( dx

[ sin?(x dx—x/2—sm(2x)/4+ k (sugg.

sin?(x) = sin(x) - sin(x));

[(log(x))? dx = x (log(x)? — 2 log(x) + 2) + k (sugg.
(|0g(><))2 = log(x) - log(x));

fx e dx = (e (x* —2x% +2))/2 + k (sugg.

2 5 -
e =Xt x e, integrare due volte per parti);

v

v

v

v

v

v
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Esercizi.

Esercizio

Calcolare gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni razionali,
facendo attenzione a risultati equivalenti,

» [ 2=Ldx = log(x? +2)/2 — arctan(x/2%/2)/21/2 4 k

x24x

> [ i§+§dx = (3 log(x? +5))/2 — (8 arctan(x/5'/?)) /52 + k

> f x+x d _
X2 +x+1
log(x? +x+1)/2—x+arctan(3*1/2 (2x+41))/3Y2+x2/2+ k

> [ W}Xﬁdx = arctan(e*/2+1/2)/2 + k (sugg.: porre
y=e
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Esercizi.

Esercizio

Calcolare i seguenti integrali generalizzati

11 _
> J3 o= o0

/2 1 —
> Jo Xlog(x)dx__OO

Esercizio

Mostrare che fab ﬁdx converge a (b — a)'~® per a < 1,

diverge per o > 1.

Esercizio

Mostrare che | ab ﬁdx converge per o < 1, diverge per o > 1.
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Esercizi.

Esercizio

Determinare se convergono i seguenti integrali generalizzati

f2 Sm(x 3) dx = —oo; (sugg.: applicare sostituzione
y = x — 3) [non integrabile];
> fol —Lodx = oo; (sugg.: € — 1~ x) [non integrabile];

. fol ﬁdx; (sugg.: eV* —1 ~ \/x) [integrabile];

> f23 ﬁdx; (sugg_ cx2 4 = (x = 2)(X aF 2)) [integrabi/e],‘

Esercizio

Calcolare i seguenti integrali con moduli

> [t ) dx = log(2),

> fo |2 4+ 2x — 3| dx = 4. (sugg.: vedere quando
x?+2x—3>0).
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Esercizi.

Esercizio

Riconducendosi a opportuni integrali di funzioni irrazionali,
calcolare

> [ V5 + x2dx = (5 arcsinh((5/? x) /5)) /2+(x (x>+5)*/2) 2+ k
(sugg.: raccogliere 5 e porre t = x//5);

> [Vx2 —8dx = (x(x? —8)2)/2 — 4 log(x + (x> — 8)'/?) + k
(sugg.: raccogliere 8 e porre t = x/+/5).

Paola Mannucci e Alvise Sommariva Integrali. 142/ 143



Esercizi di ricapitolazione.

Esercizio

Determinare se convergono

g 2+OO #g(x) sin(1/x) dx; (converge)
00 el/x_ i
> f Tog—(x)l dx; (diverge)

Esercizio

Determinare se convergono, al variare di « € R

+oo 1 3\
/ (—Z—X) dx.
1 x%(log®(x) +2)
(suggerimento: confrontarsi con 1(x*log®(x))). Risultato:
converge per a < 1/3.
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