Sur une classe particuliére
de fonctions entiéres
et de fractions continues.

(Par E. B. Cmristorrer, & Strassburg.)

Les belles recherches, que Mr. Hermre a publié dans le Journal de Mr. Bor-
cHarpT (t. 79, p. 324) et dans le dernier cahier des Annales fondées par
Cresscr (t. 10, p. 287) m’ont fait penser qu'il y aura peut-étre quelque intérét
de présenter bridvement une suite de théorémes sur un genre de questions, dont
jal traité le cas le plus simple dans un ancien Mémoire (Journal de Mr. Bog-
ciaept, t. 55, p. 61) sur la méthode de Gauss pour !intégration approchée
numdérique.

Ce qui suit se rattache encore & 1'intégration numérique (prop. VII), mais
A’ un point de vue trés-Gtendu; aussi I'un des exemples, que j'indiquerai & la
fin de cette communication, fera voir qu'entre les fonctions, dont je vais dé-
montrer ’existence et les principales propriétés, il y a des especes, qui sont
dignes d’&tre étudiées méme sous un point de vue purement analytique.

Posons Vintégrale

(x)dx
[HA%— Lw
—1
le module de u surpassant I'unité, et i(x) désignant une fonction de z,
soumise aux deux conditions:
A) d’admettre 1’intégration entre les limites —1 et 41,
B) de rester réelle entre ces limites sans y changer de signe.

Ces conditions remplies, la fonction A(z) peut-étre choisie arbi-
trairement. Mon ancien Mémoire suppose A(2)=1.

Maintenant soit

I ()
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une fonction entitre de z, du degré =,

Pou)= f :H’iﬂ‘_‘_g’@x(x)dx

1 Hn(.x))\(x)dx

X () f

done
10, () L () = Pp(u) 4 X, (1),

Evidemment la fonction P,(u) est entitre et du degré »—1, et comme les
développements de L (%), X,(%) suivant les puissances de la variable » ne peu-

1 1
vent contenir que les termes en =2 o5t e

Ley=2 4 &y 2oy

on voit qu'en formant le produit de la fonction entitre IL,(u) avec le déve-
loppement de L(u), P.(u) en sera la partie entiére et X, (u) le reste. Il est

bon d'observer que dans le développement de IL.(w)L(w) le coefficient de :};
est toujours

— f M)A (@) da

Ayant égard aux conditions pour la fonction A(x) et aux notations préeé-
dentes, on peut énoncer les théorémes suivants:

I. La condition, que dans le développement de la fonction X,.(u) les n 41
premiers termes disparaissent, donne identiquement II,=0, P,=0, X,=0.

Ou autrement: le déterminant des n-1 premiers coefficients dans le déve-
loppement de la fonction X, (w), pris suivant les coefficients de IL.(u), est dif-
férent de zéro.

II. On peut demander une fonction entidre IT, du degré » telle, que dans
le développement de la fonction correspondante X, seulement les # premiers
termes disparaissent. La fonction II,, existe toujours, elle est déterminée 3 un
facteur constant prés, et son degré est précisement le nombre proposé n.

Soit
M (u)=anu*++a'nw™* +a" w24 ...
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cette fonction, et soient
Po(u)=baut +-b 02 ..

B B»
Xn(u) = pyre + m_}_ A

les fonctions correspondantes. Le coefficient a, reste arbitraire; lorsqu’on en
dispose convenablement, les trois fonctions I, Py, X, sont complétement dé-
terminées.

Par cette proposition, chaque fonction A(x) qui vérifie les conditions 4), B),
donne naissance & une suite indéfinie de fonctions entitres I, II,, II,,... avec
les fonctions correspondantes P et X, qui ont les proprietés suivantes:

ITI. Lorsque #, » désignent deux nombres inégaux entiers et positifs, on a

f (), () M(z)dx =0

et pour m=n

[ @@ ar—=a,B..

IV. Toute fonction entitre F'(u) peut étre développée dans la forme
F(M) = Cono(u) + 011-[1 (M) + 021—.[2(%) + e

et cela d'une seule maniére. Lorsque le développement du produit F(u)L(u)

. 1 1 1
ne contient pas les termes en =3 v = O 8 Cy,=0, C,=0,... C,_,=0.

u? uv
V. L’équation
n’admet que des racines simples, qui sont toutes réelles, comprises entre les

limites —1 et 41, et différentes de ces limites.
VI. Soient

Gy COavee Op
les racines de cette équation, et de méme

By Beeew Brns

les racines de 1’'équation précédente II,_,(u)==0. Ces racines convenablement
rangées, on aura !’ inégalité

— 1<“1<ﬁi <“2<ﬁz<' : ‘<.Bn_4 <an<1~
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VII. L'équation

( F()iz)do = ZF @) o fj“((‘))

-1

approchée en général, est exacte pour toute fonction entiére F'(x), dont le
degré ne surpasse pas le nombre 2n—1.
VIII. Entre les fonctions entiéres II, P subsistent les relations identiques

1P (%) Rz(%) — 11, (%)P n_i(%) =0y By _y 3

T () Pt () — T () T _a (x) a. B ’2 En () D (7/)
L1y G am Bm

IX. Lorsque le module de « surpasse 'unité, on a le développement en
fraction continue

L(’ié) = —-—-—I—grw—- Li: Lo

o ~—3lo — Lot Iy
H—Qh——-—-—-—n———-um&2w”.
et faisant, pour en former les réduites,

L. ,

Zozo Z1 ng f;,‘—l —-(@v"’“%fn)z _Ln /thé
Lll

Ny=1 Ny=u-—9U, Ny =t — ) Ny — 7 1Nn“i
-

on a
Hﬁ,(’“) == (I/rﬂNa, Pﬁ('u) == (g .Zﬂ.

Dans ces formules on doit mettre

A @'  @wrm  6n, B
Y, == —» Yy = e e e
A an Gnti G By
L BO A ]}n
[ R e 2 01 T .
do On

La prop. I peut-étre démontrée ou par la méthode de mon ancien Mémoire,
ou en formant le déterminant en question. On le trouve

(n—|~1)'(r)n+ [M(zz,...2)22@)a(x). . . M(zydede,. . . dz,,

ce qui est bien différent de zéro, A ne changeant pas de signe pendant 1I'in-
tégration. De 13 découlent immédiatement les prop. II et IV.
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Dans la prop. III la premidre intégrale est le coeflicient de % dans le dé-

veloppement de IT,,, () I, (14) L () = IL;, () [ P, (1) -+ X, ()], done = 0 pour m<n,
ce qui suffit pour démontrer la formule pour 7 différent de n; la méme ob-
servation donne sa valeur pour m=n.

Quant au théoréme V on démontre d’abord que, a, étant choisi réel, les
autres coefficients de II, sont réels aussi. Pour celd on décompose IT.(x) en
¢ 41y, ¢ et , ayant les coefficients réels; y sera donc d’un degré mférieur

N . . . 1 1 1 ..
5 n. Les coefficients de L(u) étant réels, les termes en s = dispa-
{ (734

raissent non seulement du développement de I1,,- L, mais aussi dans x-L. Par
conséquent on a yx==0 identiquement, prop. I
Pour achever la démonstration du théoréme V, des prop. IIT et TV nous
tirons 1’ équation
i
| y @) (@)dz=0 ()
1
pour toute fonction entiere y de x d’un degré inféricur & n.

Lorsqu’on suppose I'équation II,,(r)=0 avoir des racines = égales & une
des limites —1 et 41, ou non comprises entre elles, soit 2 le produit de
tous les facteurs # —« correspondants de IL.(x). Alors dans I’équation (%) on
peut prendre

_ la(2)
="

. - . T2 .
mais ¢’est une contradiction, le produit yH,J:-I-g— -2 restant réel et ne chan-

4

geant pas de signe pendant I’intégration.
Lorsque « serait racine multiple de IT,, comprise entre les limites — I et
+ 1, on prendrait
IIn (2)
9= (z—=)® ’

pour tomber dans la méme contradiction. Par conséquent 1’équation IT,,==0 a
toutes ses racines réelles, différentes entre eclles et des limites —1 et 41 et
comprises entre ces limites.
La prop. VII est évidente par la théorie des intégrations numériques.
La premitre formule du th. VIII se déduit en chassant L(u) des deux
¢quations
M. (W) L(u) = P,(u) —+ Xn.(n)
Dy () L) = Pr_s(w) + Xn_s(w),
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ce qui donne
Ty (u) P, () — T (10) Pro_o () = T () Xir_s () — T () X (1)

I’expression & droite étant aprés celd fonction entitre de u, il n’en reste que
le terme a,B,_., les autres termes devant se détruire. Cette formule fait voir,
que pour le th. VII la connaissance de la fonction P, n’est pas néeessaire.

La seconde formule du th. VIII se démontre aisément par la méthode de
mon ancien Mémoire ou par les formules récurrentes auxquelles nous passerons
de suite; dans ce dernier cas on doit chasser le dénominateur x —y. En faisant
dans cette formule y =z et mettant pour 2 deux racines consécutives de 1'é-
quation II,=0, on prouve que les valeurs correspondantes de IT,_,(z) sont de
signes opposées. En effet, dans la formule

n (0') Hn_i(o‘) =y Bn_iz [nm (“)]2

0 amBm
qu'on trouve pour une racine «, on peut supposer tous les @ positifs, alors
les B le seront aussi, prop. III ol I'on supposera A positif pour un instant.
La quantité & droite étant domc positive, les deux facteurs & gauche ont le
méme signe. Mais II', changeant de signe d’une racine « & I'autre, la méme

chose a lieu pour I, ,, prop. VL

Pour démontrer enfin le th. IX nous remarquons d’abord, que le dévelop-

pement de %Il () L(u) manque des termes en é—; L » done le pro-

w
duit wII,(x), ordonné suivant les fonctions II, ne donne que les trois derniers
termes. Ainsi on est conduit aux formules

ull, = all,y, + ﬁﬂn +"/Hn._1
4Py =aPpyi +BPn +yPu
uXp=aXn1+6Xn+ VXﬂ—i'
En égalant les coefficients, dans la premiere de w*+* et de w*, dans la der-

nitre de L ot -—1—-—, on frouve

Hqn Pr =
" On By ﬁ @' n & s B Brn_i
= > Y —_ 5 B e e e SIS e e s o
An-i 7 DBy_4 an it By By_a

Pour la seconde valeur de S=19,, donnée dans le th. IX, il faut récourir &

la formule
Mo X s — 1 Xy = aan__x 3

* 1 1 i
le coefficient de = donne a,B'n_ i+ ¢'nBsn_ =0,
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Des formules récurrentes pour les fonctions X,,, savoir
=M X, ==X, 424

B

Bn_ 1X” '

(’L&—an)X = + n+1'+'

>

on passe immédiatement au développement de L(u)=-§—‘-‘2 en fraction continue.
0

Pour en démontrer la convergence, lorsque modu>1, nous avons

Py (u) Xn (u)

L(“)'"nn(u) TTn(u)
Mais comme les racines de I'équation Hn__O sont toutes comprises entre les
limites —1 et -1, les fonctions fl}.ﬁ et —ﬁ- peuvent étre développées suivant
" 7

les puissances descendantes de #, toutefois qu’'on a modu>1. Alors le déve-

loppement de %ﬁ commencera par le terme » par conséquent le déve-

n
L2
P, . .
loppement de n—”— a les 2n premiers termes communs avec la série L. Soit done
n

A Ai AZ)?,__J

Lwy= 2+t te
_Pn(%)__é_ ii_“ Asp_s
Na(u)  u + u? T u2n 1

les deux développements étant convergents, il suit que les restes p et o, et de
méme la quantité
Xn
W0

convergent vers zéro, lorsque » croit indéfiniment. Done nous avons pour n=-occ

Py (’M«)
109 (u)

ce qui démontre la convergence de la fraction continue pour toute valeur de
%, dont le module surpasse I’unité.
Ajoutons quelques exemples.
Ez. 1. Prenant A(z)=1, on retombe sur les résultats de mon ancien

lim

= L(w),
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Mémoire (p. 68)
L (2) = F (2)

Pn(cc)=Rn(oc)== 29— 27 ~9

St o Pt S

#, étant la fonction de LEcENDRE.

T

Ex. 2. Soit A\(x)==; la condition B) n’est pas vérifiée. Aussi on trouve
1
Hzm(x) = o+t (w) = z Pamera (517),

donc pour # impair II, n’est pas du degré .
Ex. 3. Soit 2(z) la valeur absolue de z, on trouve

| 1 PP (CC) = P (2 z*—1)

1
Mopss () = by [Fn(22®— 1)+ B (222 — 1)].

Ez. 4. Pour »(z)= > a réel, on a (x)=1, IL(z)=u=,

1
22+ a2

P (%) R, (0d) + 24F4(at) - arctg !
i,

} - Q[l—&

Tpie () =
PBa(z) R,.(ai) +2:F.(a7) arctg

Ez. 5. Dans le Journal de Mr. BorcuarpT (t. 63, p. 152) Mr. Meniee
s'est dejd occupé du cas qui résulte en prenant

M) = =2 (4o, «>0, 60

le cas spécial o= fB=1, traité par des considérations directes, fait I’ objet dc
la communication élégante de Mr. Hermite, Ann. de Ciesscy, t. 10.

La question posée par Mr. Meuter se traite facilement par les méthodes de
mon ancien Mémoire.

On trouve les équations différentielles

—1d>»
LAl dmt l——( n+ 1)+ o+ —2)I
‘2——1 an I3
%“—k—-iﬁ)=(n+1)(n+a+ﬁ_a)xn
d (l[l,?

—-IdPn‘_( +1)(9’b‘+' —|—-ﬁ 2)Pn_2(a+p""1)A

FE R}
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étant
TaTf

T+p)
L’expression de II» est la suivante (voir le Mémoire de Mr. MenLEr)
dn (22— 1) A () )

2un!h(x)dan

Lorsque a+B8=1, ce qui suit souffre, pour »=0, une legére modification.
Mettant & coté ce cas, on obtient

A4 =24+

I, (%)=

Br

($ —_ QIn) II,= ’&?—5_—1 Hn-H + B s Hn,i 3
A,y = p—ot-a4-f—2
" e FEF2n—2-atpF2n
an o n+1l-a4p4n—1
(nt1  aFp-F2n—1.a-+B+2n

By, =9 a-+n—1-f4+n—1 ‘
Bny et pd2n—2-atp2n—1

Par 14 on connait encore le développement de

L= [ 0= 20T,

U—x

—1

en fraction continue pour mod#>1, parceque, dans le th. IX on a L,=A4,
Lty __ On By

Ln An+41 .Bn

Ezx. 6. Soit enfin
X(x).—_—

1
V1—z2.-1—k2a?

0<k<1,

et

w=fx7\(x)dw;

nous trouvons le résultat mémorable, qu’il existe une suite de fonctions I.(x)
doublement périodiques de w, qui donnent la relation

IKHm(x) M (z)dw=0
-K
toutefois que les entiers m, n sont inégaux, K désignant comme & I'ordinaire
I'intégrale entitre ou la valeur réelle de w pour z=1.
Anneli di Matematica, tomo VIII, 2
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Du reste on voit bien que dans tout ce qui précéde, les limites —1 et + 1
de Pintégration ne sont choisies que pour simplifier les formules et I’ énoncé de
quelques propositions. Si A(z) admet I'intégration de z=g¢ jusqu’'d z=25, et
que A(z) reste réel entre ces limites sans y changer de signe, tous ces résultats
sont appliquables au cas, out I'’on prendrait

L(u)= b Mx)dx
U—x

a

>

avec les modifications convenables. Par conséquent le dernier exemple donne

. . . 1
encore lieu & une seconde série de fonctions II, de w, en prenant ¢ =1, b=+

k
au lieu des limites —1 et 1.

Strassburg, 7 juin 1876.
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