
Sur une classe particiffi6re
de functions entieres

et de fractions continues .

(Par E. B. CHRISTOFFEL, a Strassburg .)

Lies belles recherches, que Mr . HERMITS a public clans le Journal de Mr . Bon-
CHARDT (t. 79, p. 324) et daps le dernier cahior des Annales fond6es par
CLEBSCH (t. 10, p. 287) m'ont fait penser qu'il y aura peut-titre quelque int4r6t
de presenter brihoment une suite de fh6oremes Sur unn genre de questions, dont
j'ai trait6 le cas le plus simple Bans un ancien M6nioire (Journal de Mr . BoR-
CHARDT 7 t. 55, p. 61) sur la m6tbode de GAUSS pour l' integration approchee
jium6rique .

Cc qui suit so rattache encore a 1' integration nuin6rique (prop . VII), mais
dhin point do vue tres-6tendu ; aussi Pun des exemples, que j' indiquerai a la
fin do cette communication, fera voir qu'entre les fonctions, dont je vais d4-
montrer 1' existence et les principales propri6t6s, it y a des esp6ces, qui sont

es jRtre UK% memo soul un point de vue purement analytique .
Posons l'int4grale

f U--X

le module de u surpassant 1' unite, et )(x) d6signant une fonction do x,
soumise aux deux conditions :

A) d'admettre Fint6gration entre les limites -1 et +1,
B) de rester r6elle entre ces limites sans y changer de signe .

Ces conditions remplies, la fonetion XQ pout-titre choisie arbi-
trairement . Mon ancien M4moire suppose )(x)=I .

Maintenant soit
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une fonction entie re de x, du degre n,

'n(u)=J
i
I"(u)-"n(x) A(x)dx

-1 ac-x

Xn(u)=fi nn(x)I (x)dx

u-x-1
done,

In (u) L (u) = Pn (u) + Xn(u) .

Evidemment la fonction Pn(u) est entiere et du degre n-1, et comme les
developpements de L(u), X,,(u) suivant les puissances de la variable u ne peu-

vent contenir que les termes en 1

	

1

u u2
. . . ~ p. e .

L(u)-- A +
2

	

3A f u2 f- . . .,
on voit qu' en formant le produit de la fonction entiere II,,(u) avee le deve-
loppement de L(u), P,,(u) en sera la partie entiere et X,,(u) le reste. Il est

bon d' observer que daps le developpement de nn(u)L(u) le coefficient de
ec

est toujours

=~i
Rn (x)X (x) dx.

-1

Ayant egard aux conditions pour la fonction A(x) et aux notations prece-
denies, on pout enoncer les theoremes suivants :

I. La condition, que Bans le developpement de la fonction XX(u) les n + 1
premiers termes disparaissent, donne identiquement IIn = 0, P,,==0, X,,=0.

Ou autrement : le determinant des n+1 premiers coefficients Bans le deve-
loppement de la fonction X,,(u), pris suivant les coefficients de IIn(u), est dif-
ferent de zero .

II. On pout demander une fonction entiere nn du degre n telle, que dans
le developpement de la fonction correspondante Xn seulement les n premiers
termes disparaissent. La fonction II,, existe toujours, elle est determineea un
facteur constant press, et son degre est precisement le nombre propose n .

Soit
IIn (u) = ani4 + a '.nun-i + a°nun-2 ,+ . . .



cette fonction, et soient
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P. (u) = bnun-, + b'n un-2 + . . .

_ Bn B'nXn(u)

	

-~Z-E 1 + 2(
'z+2 -+- . . .

les fonctions correspondantes. Le coefficient an reste arbitraire ; lorsqu' on en
dispose convenablement, leg trois fonctions IL0 , Pn, Xn soot completement de-
terminees .

Par cette proposition, chaque fonction 1(x) qui verifie leg conditions A), B),
donne naissance A une suite indefinie de fonctions entieres H, ) II,, H2j . . . aver
leg fonctions correspondantes P et X, qui ont leg proprietes suivantes

III. Lorsque m, n designent deux nombres inegaux entiers et positifs, on a
('1

II,n(x)1n(x) A (x) d x = 0

et pour m = n

ff1 [H(x)I2(x)dXn

	

X

	

= an Bn

-1

IV. Toute fonction entiere F(u) pout titre developpee dans la forme

F(u) = C01T0(u) + C,IT, (u)+ C2 112 (u) + . . .

et cela d' une seule maniere . Lorsque le developpement du produit F(u)L(u)

ne contient pas leg termes en 1 1

	

1 , on a C0 = 0 ) C, = 0 1 . . . C„_, = 0.
4f•

	

2l2

	

2Gv

V. L' equation
IIn(u) = 0

n' admet quo des racines simples, qui sont toutes reelles, comprises entre leg
limites -1 et -+-1, et differentes de ces limites .

VI. Soient
a, a2 . . . an

les racines de cette equation, et de meme

A, 9J2 . . . an-,

leg racines de 1' equation precedents IIn_, -,(u)=0. Ces racines convenablement
rangees, on aura 1' inegalite

-1 <a,<A,<a2<(2< . . .<Rn-,<an<1 .
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on a
IL, (u) = a. X.,

	

P,,,(u) == a.

Dans ces formules on doit mettre

VII . L' equation

approch4e en general, est exacte pour toute fonction enti6re F( .,r,), dont le
degr6 ne surpasse pas le nombre 2n-1 .

VIII. Entre les fonctions entieres II, P subsistent les relations identiques

B

	

p'll W11m(?Y)

0

	

ffim Ban

IX. Lorsque le module elp ua surpasse l' unite, on a le d4veloppement eii

L

	

it -

10
~)Ao -

,L, : Lo

	

L2 : L,u W, v -- V2

et faisant, pour en former les Writes,

Z, = 0

3,==l

W,

Lo ==

4 == L0

Al

== A O I

Z. i-, =(' -

9

Can

= (U - W-)N- - Ln-i

La prop. I peut-titre d6montr4e ou par la m4thode de mon ancien Memoirs
on en formant le determinant en question . On le trouve

	 -L-- ( V

	

[11 (X X , . . . T")] 2} , (X) X (X,) . . . X (x,,)dx dx, . dx,,,
+ ')!

	

I

ce qui est biers different de zero, X ne changeant pas de signe pendant Fixt-
t4gration . De, la d6coulent imm6diatement les prop. II et IV .
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Dans la prop. III la premiere integrale est le coefficient de I dans le de-co
veloppement de II„Z(2c) IIn(u)L(2c) - II, ;Z (u) [P, z (u) -}- X, Z (u)], done = 0 pour m <v,
ce qui suffit pour demontrer la formule pour m different de n ; la memo ob-
servation donne sa valeur pour in=n .

Quant au theoreme V on demontre d'abord que, a,, etant choisi reel, les
autres coefficients de II,, sont reels aussi . Pour cela on decompose IL(u) en
+ix, p et y ayant les coefficients reels ; x sera done d'un degre inferieur

h, n. Les coefficients de L (u) etant reels les termes on 1 , 1 ,

	

1 dispa-'

	

u

	

26 2

	

21''

raissent non seulement du developpement de ll • L, mais aussi daps x L. Par
consequent on a Z==0 identiquement, prop . I .

Pour achever la demonstration du theoreme V, des prop . III et IV now,
tirons 1' equation

j y IT,, (x) 7L (x) d x -- 0.1
I

pour toute fonction entiere y do x d' un degre inferiour a n .
Lorsqu' on suppose 1' equation IT,, (x) = 0 avoir des racines n. egales a unto

des limites -1 et + 1, ou non comprises entre elles, soit z le produit de
t o u s les facteurs x - a correspondants do H,,(x) . Alors dans l' equation (y) on
pout prendre

11" (x)
y

	

z '

11,,2mais c' est une contradiction, le produit y II 12 A =

	

A restant reel et ne chan-
geantleant pas de signe pendant l' integration .

Lorsque a serait racine multiple de IT,,, comprise entre les limites - l et
-{-1, on prendrait

a.~~ _	rl,~	 (x)
= (x-7)2'

pour tomber dans la meme contradiction. Par consequent 1' equation II,, = 0 a
toutes ses racines reelles, differentes entre elles et des limites -1 et + 1 et
comprises entre ces limites .

La prop. VII est evidente par la theorie des integrations numeriques .
La premiere formule du th . VIII se deduit en chassant L(u) des deux

equations
rJn (u) L (u) = P7,(u) + Xn. (u)
IT.-, (u) L (u) = Pn_,(u) + Xn- , (u),

(y)
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ce qui donne

nn-1(u) Pn(u)- nn(u) Pn_1 (u)= nn(u)Xn_1(u) -11,~1 (u)Xn (u) ;
1' expression a droite etant apres cela fonction entiere de u, it n' en reste que
le terme a,ZB,z_ 1 , les autres termes devant se d6truire. Cette formule fait voir,
que pour le tb . VII la connaissance de la fonction P,Z n' est pas necessaire .

La seconde formule du th. VIII se demontre aisement par la metbode de
mon ancien Memoire ou par les formules recurrentes auxquelles nous passerons
de suite; dans ce dernier cas on doit chasser le denominateur x - y. En faisant
dans cette formule y = x et mettant pour x deux racines consecutives de 1' e-
quation H,,=0, on prouve que les valeurs correspondantes de H,,-,(x) sont de
signes opposees . En effet, dans la formule

n-L

	

2
II ,, (a) nn_1(a) = an B,2-,I L	a'm	 ~,)J

qu' on trouve pour une racine a, on peut supposer tous les a positifs, alors
les B le seront aussi, prop . III ot. 1' on supposera A positif pour un instant .
La quantite a d

	

etant done posi

	

, les deux facteurs a gauche ont le

I

a a 1' autre, la meme
chose a lieu pour

	

1 prop. VI.
Pour demontrer enfin le th. IX nous remarquons d' abord que le develop-

pement de u nn(u) L (u) manque des termes en I , 22G

	

2E

duit ulln(u), ordonn6 suivant les fonctions II, ne done que les trois derni
termes. Ainsi on est conduit aux formules

unn =0, 11.+, +01. + y nn-1

up. = a Pn+1 +3P. -{- y Pn-1
uXn=aXn+1+(;Xn+yXn-1

En egalant les coefficients, dans la premiere de un+1 et de un, dans la der-

de

	

et a +1, on trouve

an

	

Bn

	

a'. a'.+, B1. BI.-,
an+i

	

an an±i Bn Bn_a
Pour la seconde valeur de (3 = ,~, donn6e dans le th . IX, it Taut recourir a

la formule
nnX, °- nn_, Xn = an Bn-1 ;

Mais

	

'

1

	

B - 0le coefficient de
21
done anB n. .._1 + a',,, n._1 - .
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Des formules recurrentes pour les fonctions X,,, savoir

(u-2I o)Xo = ao X1+~o Aa1

	

a1

an
(u- Wn) Xn =

an+i
Xn+1 + B-8"

n
1 Xn_s

on passe immediatement au developpement de L(u)= Xo en fraction continue .a o
Pour en demontrer la convergence, lorsque modu > 1, nous avons

L (2t)
- Pn (u) - Xn (u)

n,2(u)

	

IIn(u) '

Mais comme les racines de 1' equation IIn = 0 sont toutes comprises entre les

limites -1 et +I, les fonctions Pn et
nn

peuvent etre developpees suivant

les puissances descendantes de u, toutefois qu' on a mod u > 1 . Alors le deve-

loppement de X72 commencera par le terme B,
+ , par consequent le deve-

IIn

	

an262'2 1

loppement de Pn a les 2n premiers termes communs avee la serie L. Soit done

L (u)- A + AS . . .+ A2'2-1,
+ pu

	

u2

	

u2n

Pn (u) - A + A1 . . . + At_1 + '

IIn(u)

	

u

	

u2

	

u2n

	

a •

les deux developpements etant convergents, it suit que les restes p et a, et de
meme la quantite

Xn _
IIn = p

convergent vers zero, lorsque n croit indefiniment . Done, nous avons pour n=co

lim rPln (u, = L(u),

ce qui demontre la convergence de la fraction continue pour toute valeur de
u, dont le module surpasse l' unite.

Ajoutons quelques exemples .
Ex. 1. Pronant X(x)=I, on retombe sur les resultats de mon anion
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Memoire (p . 68)
IIn (x) ='In (x)

c 2n--1

	

+

2n-5

	

+
2n-9

~'n(x) = Rn(x)
1 •n

	

3 •2z-1

	

5 •n-2

tiT~n Rant la fonetion de LEGENDRE .

Ex. 2. Soit X(x)==x ; la condition B) West pas verifiee. Aussi on trouve

1 12914 (x) = 1 l2m+, (x) =
1
T 29Y.+, (x),

done pour n impair ll n' est pas du degre n.
Ex. 3 .

Ex. 4 .

Soit ).(x) la valeur absolue de x, on trouve

1122n(X)

	

}= <~nz(tx2- 1 )

H2%4+1 (x) _

	

(2x2 -1) + %+, (2x2 -1)] .

Pour ). (X)== x2
1

l62 3
a reel, on a II o(x) =1,

	

MW = x,

nn+2 (x) _
,+Y,n+2 (x)

+'n(x)

Ra+2(ai) + 2iY;
n+2(ai) • arctg 1

Rn (ai) + 2i ,'~n (ai) . arctg a
Ex. 5 . Dans le Journal de Mr . BORCHARDT (t. 63, p . 152) Mr . MEHLEr.

s' est deja occupe du cas qui resulte en prenant
),(x)_(1-x)x-1(1-x-x)P•- ,,

	

%>0,

	

fl,>0 ;

le cas special a=p=2, traite par des considerations directes, fait 1' objet do
la communication elegante de Mr . HERMITE, Ann. -de CLEBSCH, t. 10 .

La question posee par Mr . MEIILER se traite facilement par les methodes de
mon ancien Memoire .

On trouve les equations differentielles
Cd x 2 -1 (1), rl,z
~lxl ),

	

dx =(n-{-1)(n-{-a-~-(~-2) n«.

dZ 1x21- dXz1,
dx

	

(IX
=(n+1)(n+a+ -2)X91I E-

Xx	a	1
dx

(=(n+1)(n-~-a-}-(-2)Pn-2 (a-+-~-1) AcLI~„



etant
A=2 Ji

rare
r (a+(~)

L' expression de 1n est la suivante (voir le Memoire de Mr. MERLER)

Tin (

	

do(x2- I )n I (x)
x) 2 2en 1 ),(x)dxn

Lorsque a + R =1, ce qui suit souffre, pour n==0, une legere modification .
Mettant a c6te ce cas, on obtient

(x- Zln)II,, = an II,z+i +
L7z

Tin-,
an 1 i

	

B'
~y

	

-x .z-{-P'-2

a +6-+-292-2 •a+f,+2n

all _

	

1 • Cc + (' --+- is -1
ct n+i

	

2

	

n,-+

a. -+- (~ -}- 2n -1 • a -{- P -F- 2 it

73n
_2

-Bn_i

	

a-+-P+2it-2-ot+i-+-2n-1

Par la on connait encore le developpement de
L (u) -`' i (1 - x)-i (1 + x)~-i

d xf

	

u-x-i

en fraction continue pour modu > 1, parceque,
Ln+i _ an l3n+i
!Jn

-
an+i I1n

Ex. 6. Soit enfin

et
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x(x)=	1	3

	

O<k< 1 ,V1 -x2 .1 -1,2X2

w=
J

' X(x)dx ;
0

dans le th. IX on a L0 =A,

nous trouvons le resultat memorable, qu' it existe une suite de fonctions nn(x)
doublement periodiques de w, qui donnent la relation

JK
nm(x)nn(x)dw=0

-K

toutefois que les entiers m, n sont inegaux, K designant comme a l' ordinaire
1' integrale entiere ou la valeur reelle de w pour x =1.

Annali di Matematica, tomo VIII .
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Du reste on voit bien que daps tout ce qui precede, les limites -1 et + 1
de 1' integration ne sont choisies que pour simplifier les formules et 1' enonce de
quelques propositions . Si k (x) admet 1' integration de x = a jusqu' a x = b, et
que X (x) reste reel entre ces limites sans y changer de signe, tons ces resultats
sont appliquables au cas, ou 1' on prendrait

L (u)
=~b

X (x) dx

u-x
a

avec les modifications convenables . Par consequent le dernier exemple donne

encore lieu a une seconde serie de fonctions II„ de w, en prenant a --1, b = I
au lieu des limites - 1 et + 1 _

Strassburg, 7 juin 1876 .
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