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1 Introduzione

Nelle seguenti pagine ci occuperemo dell’integrazione numerica sulla sfera (uni-
taria) S C R4+
STi={x e R*™ . |x| =1}

dove con || - || intendiamo la norma Euclidea in R**!, con particolare interesse
al caso d = 2. Recentemente questo argomento e stato oggetto di vari sviluppi,
come ad esempio in [8] (inserire bibliografia), che comprendono l'integrazione su
tutta la sfera o su particolari regioni di essa. Ci proponiamo di continuare questi
sviluppi e di ampliarli ad altri tipi di regioni, in particolare parti di calotte sfe-
riche come nel seguito specificheremo, o regioni delimitate da paralleli e meridiani.

Nel seguito saranno date formule di integrazione esatte per polinomi sferici di
grado < n su regioni di S¢ ove useremo il prodotto tensoriale e le formule di inte-
grazione uno-dimensionali per polinomi trigonometrici su sottointervalli di [0, 27]
studiate in [2] [3] [4] [5] [6] (inserire bibliografia).

Saranno mostrati esempi pratici in S? elaborati in Matlab, e alla fine saranno
messi a disposizione tutti i codici utilizzati.

Analizzeremo inoltre alcune considerazioni teoriche per una generica formula di
integrazione che si pretende sia esatta per polinomi di grado < n su S%.



2 Notazioni

Per tutto il seguito del T

in R4 mentre utilizzeremo

x| la (ISHE® distanza Euclidea

@ sczuito uscremo duc (TSRO |1« <o
risultera pitt comoda da caso a caso:

QL prima parametrizzazione saiffi§data dalle normali coordinate ipersferiche,
e prevede l'utilizzo di un angolo ¢ € [0, 27| e angoli 6; € [0, 7] tali che

x; = cos(¢) sin(fy_s) .. .sin(6;) (1)

Xy = sin(¢) sin(fy_s) . .. sin(6;)

x3 = €08(04_2) sin(fy_3) . . .sin(6;)

Xg_1 = cos(fy) sin(6;)
x4 = cos(f;)

@8 clcmento di volume & sin?=2(6;) sin?3(6) . . . sin(0y_s).

e La seconda parametrizzazione prevede di sostituire cos(#;) = ¢ e di con-

seguenza. sin(0) = v1— 7. (NN i| ot

cambio nell’integrale

| st =15 / )

ove abbiamo denotato dS?%(x) I'elemento di superficie di S? e con [S?~1| I’a-

rea della superficie di S?.
In entrambi i casi denoteremo con z il (i) Nord della sfera, ossia (SN

O - — (0.0,....0. )@
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Bisogna anche dire che usi polinomi di grado totale $n$ e dire cosa intendi.


OEENSEEN | cupola di una sfera, denotata con €(x,(§)

C(x,7) = {y €S :x-y > cosv}

GOSN tilizzando le coordinate in (2) e centrando la cupola

al @8 Nord, possiamo scrivere:
€(z,7) == {x € S7: xq41 > cos}

Definiamo inoltre

PBoryras = {X €st: 0 < 7,0 < 7}
e analogamente la seguente regione che diremo quadrato non standard:

— d .
m’)’s7'Yf,Tl,s’Tl,f’n-ﬂ'dfl,sﬂ'd—l,f - {X €S%: Tis < 0; < Tif> Vs < ¢ < ’yf}
di cui la parte di cupola € un caso particolare con v, = 0, 7; ; = @ ntuitivamen-
te tale regione R, . - - in S? non ¢ altro che la regione di sfera racchiusa tra
due paralleli e due meridiani, nelle usuali coordinate geografiche con latitudine e

longitudine.

@SSR [ particolare enunciamo il seguente:

Lemma - GENERALIZZO A PARTI DI CUPOLE MODIFICANDO
LA DIMOSTRAZIONE? RISULTATO OVVIO SENZA PARTICOLA-

RI CAMBIAMENTI

Sia €(z,7) C S? la cupola di centro z, il { il Nord, e raggio v € (0, 7). Conside-
riamo la seguente (ST

N
Qoo () = Y Nif(x;)
j=1

dove f @@ una funzione continua in &(z,v), i nodi@ € &€(z,v), i pesi@ € R e sia
la formula esatta per l'integrazione in P,(€(z,~)), spazio dei polinomi di grado
al pitt n definiti su €(z,~). Sia €(z*,7) C S¢ un’altra cupola di centro z* e stesso
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(togliere il resto)
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Di seguito intendiamo determinare formule di cubatura su porzioni di sfera. Non e' restrittivo studiare il problema su cupole o sue porzioni, in quanto con una opportuna rotazione si possono riportare i risultati su una simile regione generica della sfera.
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raggio v, e sia A una rotazione in R%*! tale che z* = Az. Allora la seguente
formula

e (f Z)\fAXJ

con f funzione continua in €(z*, v) einodi Ax; € €(z*,v), ¢ esatta su P, (€(z*,v)).

Dimostrazione

Vedere il Lemma 3.1 in [8].

Sia ora [a,b] generico intervallo sulla retta reale, denoteremo con P, ([a,b])
lo spazio dei polinomi di grado < n in una variabile, (TSNS intcrvallo.
Definiamo allora lo spazio P, (S%) dei polinomi sferici su S% come lo spazio dei
polinomi in R ristretti alla sfera S? di grado .

La restrizione di un polinomio (SlSESHEE armonico su R di grado k sulla
sfera S? ¢ detta armonica sferica di grado k, e lo spazio di tali armoniche sferiche
di grado k sara denotato con Hj(S?) (si veda ad esempio [8] o per maggiori

approfondimenti si guardi [1]). (inserire bibliografia) (ISP i .cnsione
Z(d, ) G
Z(d,0) :=
2k+d—1I'k+d—1
D(d)T(k+1)
Le armoniche sferiche di gradi differenti sono mutualmente ortogonali, di con-

seguenza lo spazio P, (S%) pud essere rappresentato come somma diretta €, _, H (S?)
e quindi la sua dimensione sara :

Z(d, k) = ) ken

2n+d)r( +d) e
Zde NCESINE +1)_Z(d+1,n) (n+ 1)

Fissati a, 5 > —1, sia P(a 2| polinomio di Jacobi di grado k e (i o, 0 (se
a,f =01l pohnomlo di Jacobl viene detto polinomio di Legendre) (AN

P(t) = (zw 11—t 1+t~ dtk [(1 1)L 4 1)) =
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(come prima graffa a sinistra e allineamento a sinistra, dire k=1,2,\ldots
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(G YT

I polinomi di Jacobi sono caratterizzati dall’essere un insieme completo di
polinomi ortogonali nell’intervallo [—1, 1] rispetto al seguente prodotto scalare

pesato:

(fs9)piem rp / f®)gt)(1 = )1 +t)?dt
Inoltre possiamo normalizzare tali polinomi in modo che valga:

a Tk +a+1)
P = C(a+ 1)I(k+1)

Siano ora {Y{,Y{,,... Y] 4} una base ortonormale di Hy(S?) rispetto
al prodotto interno di Ly(S?). Per tale base vale @uddition theorem (vedi [1]
Teorema 2.9 (inserire bibliografia)):

X,y € §¢

Y¢ Y =
Z k l ki (y) = Ed P;(d—2)/2,(df2)/2) (1)

Inoltre lo spazio Hj,(S?) ¢ un reproducing kernel Hilbert space (RIS
@) con reproducing kernel K¢ : ST x S§¢ — R:
Z(d,k)

ZYkz Ykl )

Una funzione reproducing kernel posswde due importanti proprieta :

m

Anche lo spazio dei polinomi P, (S?%) ¢ un reproducing kernel Hilbert space
con la seguente funzione G¢ : S¢ x S¢ — R:

n Z(dk)
1 T(d/2)T(n+d) )
Gd § Y Yd P(d/2’(d 2)/2) .
o) = 0 2 YEbYED) = [ b(ar i+ a7 )
(3)

Quindi anche G¢ possiede le due proprieta di reproducing kernel:
Gi(.,y) € P, (S, Vy € §* (4)
(P, G () ys0) = PY), Y € P (87), ¥y € 8

@D 10zioni sulla sfera e sulle armoniche sferiche si possono trovare in [1] e
[7].(inserire bibliografia)
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Secondo me manca da dire, una volta detto cosa e' un reproducing kernel, cosa sia un Reproducing Kernel Hilbert space (spesso abbreviato con RKHS).
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3 Costruzione di formule di integrazione nume-
rica su triangoli e quadrati non standard in

Sd

Definiamo come prima cosa la Associated Legendre Functions. (i o |
polinomi di Legendre e di Jacobi, anche la ({0 HSIES0GRIRIGRECEEHEES 1.0

essere scritta in vari modi, quello che ci interessera maggiormente per i calcoli
che faremo sara il seguente, per d > 3:

Pram(t) = (n(j;i_d?:)!?))! 1-£)

m
2

P (t),t € [1,1] (5)
Nella notazione sz) () indica il polinomio di Legendre, i cui pedici indicano ri-
spettivamente il grado del polinomio e la dimensione dello spazio su cui e definito,
mentre ’apice tra parentesi indica la derivata di grado m. Si faccia attenzione al
fatto che il pedice d di P, 4, si riferisce allo spazio R? mentre I'apice d di Y,‘im
si riferisce alla sfera S%.

Si noti che P, 4,,(t) € un polinomio solo per m pari, ma pud diventare un
polinomio trigonometrico con la sostituzione ¢t = cos(d) e (1 — t2)™/2 = sin™(f),
come vedremo in seguito.

Per d = 3 si parla anche del polinomio di Legendre standordiiiamoicnne
precisamente il polinomio di Legendre:

d—1 [n/2] (1 . t2)ktn—2k
P, q(t) =nll (T) ; (_1)k4kk[(n —2k)I0(k + &L )

Definiamo infine (RGO

~ n — ! n — n—m)! 1/2
e - L (B8O oy s
2 (7)

dove con PSZ) indichiamo la derivata di grado m di P,, 4. Enunciamo ora un ri-

sultato fondamentale per i nost:i GGG
247.


Alvise Sommariva
Evidenziato
Consideriamo alcune importanti propriet\'a dei polinomi di Legendre che useremo di seguito per la costruzione di formule di cubatura  (cf. [1]). A tal proposito risultera' fondamentale il concetto di {\sl{funzione associata di Legendre}}.

Alvise Sommariva
Evidenziato
Togliere

Alvise Sommariva
Evidenziato
{\sl{funzione … Legendre}}

… qui ci sta un problema … e per d <3?

Scriverei quindi: 

Per $d \geq 3$ si definisce funzione associata di Legendre

…

ove $P_{n,d}^{(m)}(t)=…$

IMPORTANTE: Non hai detto cosa sia $P_{n,d}^{(m)}$ in formule.
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Teorema

Sia {Y,‘jgl : 1 < j < Z(d - 1,k)} una base ortonormale per H(S?1), con
0 <k <n, allora

{Pracam®YE (€)1 <j<Z(A=1,k),0 < m<nf (8)

con &1 € ST e &y =teg+ V1 —12(£4.1,0)T € S¢, & una base ortonormale per
H,,(S9).

Prima di esporre il risultato principale di questo capitolo, (i SHRIORINGD
osservazione nel seguente:

Lemma

OEORESE) <in"' (0) cos™(#), ¢ possibile riscriverlo come sommatoria di

termini del tipo:
1 sin(aq10) + o cos(azf)

dove c1, c2 sono costanti che possono eventualmente annullarsi o essere negative
e inoltre aq, as < ny + ns.

Dimostrazione

o @8 pari:

@.
=
3
—~
>
S~—
Il
02|
N
3
\3
[\)
~_
[\
SN
E |
I
[en}
—~
|
—_
S~—
V|3
|
B
VR
ol
~__
o
o
o)
—~
—~
3
|
[\
™
S~—
>
SN—

o @8 . dispari:
") = 2 S~ ( 2k)0
cos” ( )—2—n A cos((n — 2k)0)
k=0
. n 2 = n=1l_p n .
sin”(6) = on (—1) i sin((n — 2k)0)
k=0

10
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$$sin^{n_1}(\theta) cos^{n_2}(\theta)=\sum …sin(…) + \sum … $$
per opportuni ...
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ny pari, ng dispari : cos(m16) cos(mab) + cos(mab)
ny pari, ng pari : cos(my0) 4 cos(mab) + cos(m16) cos(msh)
ny dispari, ny dispari : sin(m40) cos(mzH)
ny dispari, ns pari sin(m.6) + sin(m10) cos(ms0)

E possiamo notare che m; < ny, my < ns.
Per effettuare 1'ultimo passaggio occorre ricordare le seguenti formule trigonome-

triche:
cos(f — ¢) + cos(f + ¢)

cos(#) cos(¢p) =

2
in(f — in(f
sin(f) cos(¢) = sin( = 9) ;r sin(6 + ¢)
Come ultima cosa osserviamo ancora le seguenti identita cos(—6) = cos(f) e
sin(—#) = —sin(0),e otteniamo infine una sommatoria di termini del tipo sin(ay ),

cos(az) dove ay,as < ny +ng. O

Richiamiamo ora la formula uno-dimensionale esatta per lo (D
T, ([—w,w]) = span{1,sin(kf),cos(kl) : 1 <k <n,0 € [—w,w|}

Proposizione

Siano (£, Aj) <<, 1 nodie i pesi (positivi) della formula di quadratura algebrica
Gaussiana relativa alla funzione peso:

2sin(w/2)

wlz) = V1— sinz(w/2)x2’x €L
Allora
w n+1
| 1018 =3 5(05).1 € Tu((wel) 0 S w <
—w =
dove

¢; = 2arcsin(sin(w/2)¢;) € (—w,w),j=1,2,...,n+1

Siamo ora in grado di esporre il seguente:
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Teorema

Sia p € P,(R) (oppure p € P,(B)) in S? allora la seguente formula di integrazione
¢ esatta:

n+1+(d—1) n+14+(d—2) n+1+1 n+1
On(p) = Z Z : Z Z)\Jl 3aP(Eirnia) (9)
=l J2=1 Ja—1=1ja=1

i sono definiti come

con (n+d)...(n+1)= ( )

>‘j1---jd = )‘J )\]d Sln (91 ]1) Sln (02 ]2) s Sin(ed—l,jd—1)

e i Aj, sono i pesi della formula di quadratura Gaussiana subperiodica definita
nella proposizione precedente di grado rispettivamente n+ (d— 1), n+ (d — 2),...,
n, per gli intervalli [7; 5, 7 f] € [7s, 7] definiti in R (o [0, 7;] e [0, 7] se ci riferiamo
a ), e i nodi definiti con le coordinate in (1):

£j17-~~7jd = 5(9173'1 ) 92,]’27 s 79d*1’jd717 ¢jd)

dove i singoli angoli sono i nodi della formula di quadratura Gaussiana subperio-
dica per gli intervalli sopra citati.

Dimostrazione
Procediamo per induzione su d.

St, il cerchio.
In questo caso non dobbiamo far altro che applicare la formula di quadratura nel
caso uno-dimensionale, la cui esattezza e dimostrata in [4] oppure in [3], per lo
spazio:

T.([a, B]) = span{1,sin(kf),cos(kf) : 1 < k < n,f € [«a, 5]}

S?, la sfera.
Consideriamo il caso piu generale di P,(R) con intervalli [y, 7¢| [7Vs,7¢] € dimo-
striamo che la formula e esatta per una base dello spazio delle armoniche sferiche,
ad esempio [1] pp.133 — 134:

Yi,l (&) = cpaPp(cos(0))

YT2L om(§) = CnmPn3.m(cos(0)) cos(me)
Y?L,Qm-{-l(ﬁ) = Cn,umB,m(COS(Q)) Sin(mqb), m=1,....n

12



ove 1 ¢y, Cp .y SONO Opportune costanti.
Avremo quindi:

n+1+1 n+1

Q%(Yi,l(g =Cn Z Z)\Jl)\ Sln PH(COS(le)) =

J1=1 j2=1

n+1 n+1+4+1

Cna Z A, Z Aj, sin(6j, )Py, (cos(6),)) = cml/ dgf)/ sin(0)P,,(cos(0))db =

J2=1 Jji=1

/ ’ /wsmwwz,l(( 6))dodd — / / ¥? (s

dove si usa il Lemma precedente per giustificare I'esattezza della formula unidi-
mensionale.
Continuando con le altre basi si ha:

n+14+1 n+41
On(Yi0m(€) = Com Y D N sin(0,)Pogm(cos(6;,)) cos(mgy,) =
J1=1 j2=1
n+1+4+1 n+1
Cn,m Z >‘j1 Sin<9j1)Pn73,m(Cos(9j1))Z)‘jé cos(m¢j2)
Jji1=1 ja=1

Riguardando definizione di P,, 3,,(cos(#)) e notando che (1 — #2)7/2 si riduce in
questo caso a sin(f)’, possiamo applicare il Lemma sopra esposto per ottenere
un polinomio trigonometrico riconducibile ad una somma di termini sin(af) e
cos(bf) con a,b < n. Quindi otteniamo un polinomio trigonometrico appartenente
allo spazio prodotto-tensore T, 1([7s, 7¢]) @ Trn([vs, v¢]) per il quale le formule
Gaussiane (sub)trigonometriche sono esatte. Continuando:

n+1+1 n+1
Com Y Ay sin(0,) P s m(cos(05,)) Y A, cos(ma,) =
Ji=1 Jj2=1

vr

Crm / 7 Gin(0)P,.5 1 (cos(6))do / cos(mey,)dé =

/ N / Sin(0) Y2, (€(0, ¢))dOde = / / Y2, (€)dS?

Ragionamento analogo con Y2, ().

S, passo induttivo.
Sia R la regione definita dagli intervalli [7; s, 7 ¢] e [7s, 7] e sia Qg la formula

13



costruita come sopra descritto per S*!, esatta per {YZ;l 1<ji<Z({d-1,k)}.
Abbiamo gia visto che una base per S¢ ¢ la seguente:

{ﬁn,dﬂ,m(cos(el))ygy(§(92, 0, d) 1< <Zd-1,k),0<m< n}

Effettuando i ragionamenti sopra esposti per un generico elemento della base
avremo:

T1,f Td—1,f Yf o de1 d
/ / / B i1 (COS(00) YIS (€0, 01, 0))dS =
T1,s Td—1,s Vs

T2, f vf T, f ~
/ / Y (E(bs, .., 001,0))dST / sin 1 (01)P.gs1.m(cos(01))db; =
T2,s Vs

T1,s

- (ngl(f))/ b Sind_l(91>f’n,d+1,m(cos(91))d91 =

n+1+d 1
Q- (YI5'(©) Y Niysin® ' (6,)Pras1m(cos(6;,)) = On(Yi ;(€))
J1=1

dove nel penultimo passaggio abbiamo usato il Lemma analogamente al caso S?.
OJ
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4 Stime sui pesi di una formula di integrazione
su S” MODIFICARE MEGLIO

Quello che faremo in questa sezione sara allargare il Teorema 6.1 in [8], scritto
per cupole €, a regioni qualsiasi di S¢, quindi comprendendo anche i nostri casi B
e R, trovando una stima di regolarita per i pesi di una generica formula Q esatta
sulP,(-).

Teorema CONTROLLARE BENE IL GAMMA DELLA CUPOLA CHE
CONTIENE LA REGIONE

Sia d > 2 e sia D una qualsiasi regione di S?. Sia Qp,, data da:

N
Qo =Y wif(x))
j=1

una formula di integrazione con nodi x; € @, pesi positivi e che sia esatta su
P, (®), con n > 2. Sia inoltre v = max, yep dist(x,y). Allora

> w; < eylln/2)™

Jj=1,
x; € €(y,y/mn)

per ogni y € S, con €(y,~/mn) cupola di centro y e raggio v/mn.
Dimostrazione
Dato l'angolo v = max, yep dist(x,y) = dist(X,y), possiamo vedere che,
ruotando la sfera e prendendo come polo Nord z punto medio della geodetica che

congiunge X e y, allora ©® C €(z,7), infatti z € © quindi Vx € ® abbiamo che
dist(x,z) < =, esattamente la definizione di cupola.
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