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Introduzione

Il metodo di Prony é stato sviluppato nel 1795 dal matematico ed ingegnere francese
Gaspard Riche de Prony, ed ha trovato in tempi recenti un rinnovato interesse.

La sua applicazione principale riguarda l’elaborazione di segnali presi da campionamenti
uniformi. Il metodo di Prony costruisce una serie di esponenziali complessi smorzati, da
cui successivamente si possono approssimare ampiezza (Aj), frequenza (fj), fattore di
smorzamento (αj) e fase (θj) di un segnale, risultando in certi ambiti un concorrente della
piú nota Fast Fourier Transform.

L’applicazione che verrà considerata è propria dell’ambito biomedico, dove per l’elabo-
razione dei segnali sono richieste tecniche di ricostruzione accurate dei dati in presenza di
rumore. L’obiettivo sarà quello di ricostruire segnali elettrocardiografici (ECG) attraverso
diversi algoritmi che si basano sul metodo di Prony. Si seguirà l’esempio proposto nell’ar-
ticolo [3] e si inizierà con lo studio del metodo di Prony classico, passando poi a quello dei
Minimi Quadrati (Least Squares o LS), dei Minimi Quadrati Totali (Total Least Squares
o TLS), e del metodo Matrix Pencil (MPM), che risulta essere in genere la scelta migliore
per trattare segnali in presenza di rumore.

Il metodo classico consiste nel costruire un modello autoregressivo di ordine M . Risol-
vendo il sistema lineare si ottengono i coefficienti del polinomio di Prony, le cui radici ci
forniscono il fattore di smorzamento e la frequenza. Lo stesso polinomio offre un ulteriore
sistema da cui si ricavano ampiezza e fase delle M funzioni. In aritmetica esatta, quando
il numero dei campioni è N = 2M il metodo classico di Prony ricostruisce senza errore
la combinazione lineare degli M termini esponenziali. Qualora invece N > 2M il sistema
lineare di equazioni risulta essere sovradeterminato e può essere approssimato usando i
metodi LS e TLS. Sperimentalmente, il primo è efficace quando, dato il sistema lineare
Ax = b, solo il vettore di osservazione b è perturbato da rumore, mentre se pure la matri-
ce dei coefficienti A lo è, occorre applicare il secondo metodo. Ciononostante, il metodo di
Prony presenta una forte instabilità al crescere del numero di esponenziali, a causa dell’e-
levata sensibilità delle radici del polinomio di Prony alle perturbazioni dei coefficienti. In
questa situazione il metodo Matrix Pencil, basato sul calcolo di certi autovalori, é risultato
meno sensibile al rumore.
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Capitolo 1

Il metodo di Prony

L’obiettivo del metodo di Prony è quello di modellare una successione di dati discre-
ti {h(k)}k=0,...,N−1 provenienti da un campionamento uniforme, nei nodi tk = kT , k =

0, . . . , N − 1, mediante una opportuna combinazione lineare di esponenziali.
Il proposito é di determinare una certa funzione

h̃(t) =
M

j=1

cje
γjt, (1)

dipendente da certi parametri complessi c1, . . . , cM , γ1, . . . , γM tale da minimizzare

ρ =
N−1

k=0

|ϵ(k)|2, ϵ(k) = h(k)− h̃(k). (2)

Posto zj = eγjT , la successione (1) può essere perciò riscritta come:

h̃(k) =
M

j=1

cjz
k
j , k = 0, . . . , N − 1 (3)

dove per j = 1, . . . ,M , N ≥ 2M

• cj = Aje
iθj , Aj ∈ R, ampiezza; θj ∈ [−π, π], fase iniziale,

• zj = e(αj+i2πfj)T , αj ∈ R, fattore di smorzamento; fj ∈ R, frequenza legata alla
frequenza angolare da ωj = 2πfj .

cj e zj sono dette, rispettivamente, ampiezze complesse e radici complesse. Quindi ci si
riconduce a determinare la somma di esponenziali 3 cosí da minimizzare (2).

Dipendentemente da M , la determinazione contemporanea di {cj}j=1,...,M , {zj}j=1,...,M ,
risulta essere un problema altamente non-lineare e complicato.

Nella prossima sezione mostriamo l’approccio utilizzato Gaspard Riche de Prony nel
1795 in cui si disaccoppiano il calcolo delle ampiezze complesse cj e delle radici complesse
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zj . In particolare 3 risulta equivalente a calcolare la soluzione omogenea di una certa
equazione lineare alle differenze a coefficienti costanti.

1.1 Metodo di Prony classico

Siano i dati ottenuti da un campionamento su ascisse uniformemente equispaziate t =

0, T, 2T, . . . dalla somma di M esponenziali

h(k) :=
M

j=1

cje
γjkT =

M

j=1

cjz
k
j , k = 0, . . . , 2M − 1 (4)

dove si pone zj := eγjT . Una tipica richiesta é che sia |zj | ≤ 1.
Sia p ∈ PM il polinomio monico di Prony

p(z) :=

M

j=1

(z − zj) = zM +

M−1

k=0

pkz
k, z ∈ C (5)

determinato da coefficienti p0, . . . , pM−1 ∈ R.
Per ricavare una combinazione lineare di esponenziali che sia interpolante giocheranno

un ruolo fondamentale gli zeri {zj}j=1,...,M di p, che corrispondono agli autovalori della
matrice compagna CM (p) ∈ RM×M

CM (p) =



0 0 · · · 0 −p0

1 0 · · · 0 −p1

0 1 · · · 0 −p2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −pM−1


(6)

Miriamo ora a capire perché gli zeri di p siano cosí importanti per il proposito iniziale
relativo all’interpolazione dei dati h(k) nei punti kT .

Supponiamo valga (4) e poniamo pM := 1. Si osserva che per ogni m ∈ N, m > 0

M

k=0

pkh(k +m) =

M

k=0

pk

 M

j=1

cjz
k+m
j

 =
M

j=1

cjz
m
j

M

k=0

pkz
k
j (7)

=
M

k=0

cjz
m
j p(zj) = 0 (8)

ovvero che è soddisfatta l’equazione omogenea alle differenze lineare

M−1

k=0

pkh(k +m) = −h(M +m), m = 0, . . . ,M − 1 (9)
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Il problema si puó rifrasare nel risolvere il sistema lineare HM (0)p = −h(M : 2M − 1)

definito come segue
h(0) h(1) · · · h(M − 1)

h(1) h(2) · · · h(M)
...

...
...

h(M − 1) h(M) · · · h(2M − 2)




p0

p1
...

pM−1

 = −


h(M)

h(M + 1)
...

h(2M − 1)

 (10)

dove HM (0), la matrice dei dati che inizia dal campione h(0), è una matrice quadrata di
Hankel di dimensione M , p ∈ CM è il vettore colonna delle incognite e h ∈ CM quello dei
termini noti, contenente i campioni del segnale. Perciò risolvendo questo sistema lineare si
ottengono i coefficienti pk.

Calcolati gli zeri zj , j = 1, . . . ,M del polinomio di Prony p, ad esempio via calcolo degli
autovalori della matrice compagna CM (p), per ottenere i coefficienti γj basta osservare che
γjT = log(zj) = αj + i2πfj , per j = 1, . . . ,M , dove fj ∈ R è la frequenza associata alla
j-esima radice.

La matrice HM (0) è invertibile, ed in particolare si mostra che

HM (0) = VM (z)diag(c)VM (z)T

dove

• diag(c) è la matrice dei coefficienti non nulli cj , j = 1, . . . ,M , dati da (4),

• VM (z) è la matrice di Vandermonde generata dal vettore z ∈ CM delle radici zj .

L’ultimo passaggio quindi consiste nel risolvere il sistema di Vandermonde per trovare
i coefficienti cj , j = 1, . . . ,M

VM (z)c = h(0 : 2m− 1) (11)

dove h(a : b) indica il vettore [h(a), h(a+ 1), . . . , h(b− 1), h(b)]T .
In seguito verranno considerati segnali ECG, in cui il segnale é campionato in N punti

equispaziati. In ambito medico, tipicamente usano una notazione y[k] per indicare h(k),
quest’ultima piú comune in ambiente matematico. Usando, quindi, il metodo di Prony
il segnale viene modellato come somma di M esponziali, dove si porranno cj = Aje

iθj e
zj = e(αj+i2πfj)T , rispettivamente ampiezza complessa e radice complessa

y[k] =

M

j=1

Aje
(αj+i2πfj)kT+iθj

=
M

j=1

cjz
k
j , k = 0, . . . , 2M − 1

(12)
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dove

• Aj è detta ampiezza del j-esimo termine,

• αj é il fattore di smorzamento,

• fj é la frequenza,

• θj é la fase iniziale,

• T è il periodo del campionamento.

Ricapitolando quanto visto, grazie al metodo illustrato precedentemente è possibile
determinare numericamente questi parametri.

In particolare

1. gli autovalori della matrice (6) sono le radici zj del polinomio p(z) (4),

2. dagli zj si ricavano i fattori di smorzamento e frequenza

αj =
log(|zj |)

T

fj =
arctan

Im(zj)
Re(zj)

2πT
;

(13)

3. dal sistema di Vandermonde 11, dai valori cj del vettore c ottenuti si possono stimare
l’ampiezza e la fase

Aj = |cj |

θj = arctan
Im(cj)

Re(cj)

(14)

dove Re, Im indicano rispettivamente la parte reale e immaginaria di un numero
complesso.

Il metodo di Prony ha, tuttavia, delle limitazioni in quanto è estremamente sensibile,
anche per quantità minime, al rumore presente nei segnali campionati.

Piu’ precisamente, si è osservato che in presenza di una certa quantità di rumore, si
possono avere errori eccessivi sui termini di smorzamento.

Questa instabilità è data dal fatto che la matrice di Hankel HM (0) e di Vandermonde
VM (z) risultano essere mal condizionate.

Solitamente si affronta il problema del rumore raccogliendo molti più punti di quelli
minimi richiesti, cioè si prendono N > 2M campioni, di modo che nei sistemi lineari le
matrici di Hankel e quella di Vandermonde risultano sovradeterminate e per risolverli si
utilizzeranno metodi nella famiglia dei minimi quadrati, come i Least Squares o i Total
Least Squares (per dettagli su tali metodi si considerino [1], [4]). Con i metodi esposti di
seguito si determineranno le ampiezze e le radici complesse (cj e zj) da cui successivamente,
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con le formule illustrate nella presente sezione, verranno ricavati i parametri del segnale
αj , fj , Aj e θj .

1.2 Metodo di Prony esteso

Col termine metodo esteso di Prony intendiamo quello dei minimi quadrati menzionato
alla fine della sezione precedente (1.1).

Nelle situazioni pratiche il numero di campioni N risulta maggiore del numero mi-
nimo necessario, ovvero N > 2M . In questo caso si intendono approssimare i dati
{d[k]}k=0,...,N−1 nei punti di campionamento {k} mediante la valutazione di una funzione
del tipo

d̃(t) =
M

j=1

cje
γjt. (15)

Si definisce l’errore di approssimazione come ϵ[k] = d[k] − d̃[k]. In questo caso, è
un problema non banale quello di determinare l’ordine M e i parametri cj e zj = eγj

che permettono di minimizzare l’errore quadratico di approssimazione del segnale ρ =
N−1
k=0 |ϵ[k]|2.
Il metodo esteso di Prony si occupa perciò di sostituire i sistemi lineari (10) e (11) con

appropriati procedimenti ai minimi quadrati, che verranno trattati di seguito.
Nel caso sovradeterminato in esame, modifichiamo (9) nel contesto dei dati {d[k]}k, in

d[M +m] +

M−1

k=0

pk d[k +m] = e[m], m = 0, . . . , N −M − 1 (16)

dove e[m] rappresenta l’errore di approssimazione della predizione lineare, contrariamente
a ϵ[k] che esprimeva l’errore di approssimazione del segnale.

Risolviamo quindi il sistema lineare sovradeterminato

D(N−M)×M [0] p ≈ −d[M : N − 1] (17)

dove

1. D(N−M)×M [0] è una matrice dei dati d[k], di tipo Hankel, di dimensione (N−M)×M

che inizia dal campione d[0],

2. p ∈ CM vettore colonna delle incognite,

3. d ∈ C(N−M) é il vettore colonna dei termini noti.
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In forma matriciale estesa, abbiamo
d[0] d[1] · · · d[M − 1]

d[1] d[2] · · · d[M ]
...

...
...

d[N −M − 1] d[N −M ] · · · d[N − 2]




p0

p1
...

pM−1

 ≈ −


d[M ]

d[M + 1]
...

d[N − 1]


La soluzione p del sistema (17) dev’essere tale da minimizzare l’errore

||d([M : N − 1]) +D(N−M)×M [0]p||22

ovvero soddisfacente

p = −D+
M×(N−M)[0]d[M : N − 1]

= −[(DTD)−1DT ]+M×(N−M)[0]d[M : N − 1], m = 0, . . . , N −M − 1
(18)

Equivalentemente, si vogliono calcolare i coefficienti p0, . . . , pM−1 tali che la norma euclidea
dell’errore di predizione definito in (16) venga minimizzata

min
p0,...,pM−1

N−M−1

m=0

|e[m]|2 (19)

Ottenuti quindi i coefficienti pk vanno calcolati gli zeri del polinomio di Prony p, di cui si
ricavano le radici zj e quindi gli esponenti γj .

Si prosegue risolvendo ai minimi quadrati il seguente sistema sovradeterminato

VN×M (z) c = d[0, N − 1], (20)

ovvero in forma matriciale
1 1 · · · 1

z1 z2 · · · zM
...

...
...

zN−1
1 zN−1

2 · · · zN−1
M




c1

c2
...

cM

 ≈ −


d[0]

d[1]
...

d[N − 1]


dove VN×M (z) è la matrice di Vandermonde generata dal vettore delle radici zj , z ∈ CM .

La soluzione ai minimi quadrati c è calcolata di modo che minimizzi l’errore quadratico
di approssimazione ρ

ρ := min
c1,...,cM

||d−VN×M (z)||22 = min
c1,...,cM

N−1

k=0

|ϵ[k]|2 (21)

Perciò, analogamente a p, la soluzione ai minimi quadrati è definita in termini della
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pseudoinversa di VN×N come

c = V+
M×N (z)d = [(VTV)−1VT ]M×N (z)d. (22)

A questo proposito mostreremo che per trovare l’ordine M sarà necessario usare la
decomposizione in valori singolari, soddisfacendo la condizione M < N/2.

Nella sezione successiva vediamo come ottenere un tale risultato.

1.3 Metodo del Matrix Pencil

Il metodo Matrix Pencil che esponiamo in questa sezione é stato sviluppato inizialmente
da Y. Hua and T.K. Sarkar in [5] e viene utilizzato per determinare i parametri di una
combinazione lineare di esponenziale che fitti dei dati potenzialmente affetti da rumore.

Denotando con {d[k]}k=0,...,N−1 la successione di dati misurati, questa si può scrivere
come

d[k] = x[k] + n[k]

=

M

j=1

|Aj |e(αj+i2πfj)kT+iθj + n[k]
(23)

dove

• x[k] è il segnale non affetto da rumore,

• M è il numero di esponenziali della combinazione lineare che verrá determinato grazie
ad una decomposizione in valori singolari,

• il termine n[k] rappresenta il rumore.

L’intenzione é quella di rappresentare il segnale {x[k]}k mediante una opportuna com-
binazione lineare di esponenziali.

Come visto nella sezione precedente, x[k] può essere riscritto come x[k] = M
j=1 cjz

k
j ,

ponendo cj = |Aj |eiθj , le ampiezze complesse, e zj = e(αj+i2πfj), le radici. Come prima ci
si occuperà della loro approssimazione per ottenere i diversi parametri che compongono il
segnale.

In questi approccio si trovano le radici {zj}j come soluzione del problema degli auto-
valori generalizzato e si vede che non ci sono limitazioni per quanto riguarda il numero M

di esponenziali, valore che può essere trovato grazie a questo metodo.
Considereremo sia i casi in cui il rumore é assente quanto quelli in cui risulta presente.
Per comprendere l’approccio utilizzato, introduciamo le definizioni di pencil di matrici

e di un loro autovalore.

Definizione 1.3.1 (Pencil di Matrici). Dati A,B ∈ Cm×n, l’insieme di matrici

(A,B) = {A+ λB, λ ∈ C}
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viene detto pencil delle matrici.

Se A e B sono matrici quadrate, cioè n = m, e det(A + λB) ̸= 0 per qualche λ,
allora il pencil (A,B) si dice regolare. Un valore λ ∈ C si dice autovalore del pencil se
det(A+ λB) = 0.

1.3.1 Caso in assenza di rumore

Fissato il parametro pencil p, si considerino D1,D2 ∈ C(N−p)×p le matrici dei dati del
segnale non perturbato, definite come:

D1 =


x[0] x[1] · · · x[p− 1]

x[1] x[2] · · · x[p]
...

...
...

x[N − p− 1] x[N − p] · · · x[N − 2]



D2 =


x[1] x[2] · · · x[p]

x[2] x[3] · · · x[p+ 1]
...

...
...

x[N − p] x[N − p+ 1] · · · x[N − 1]



(24)

Si dimostra che
D1 = Z1CZ2, D2 = Z1CZ0Z2

dove

Z1 =


1 1 · · · 1

z1 z2 · · · zM
...

...
...

z
(N−p−1)
1 z

(N−p−1)
2 · · · z

(N−p−1)
M



Z2 =



1 z1 · · · z
(p−1)
1

1 z2 · · · z
(p−1)
2

...
...

...
...

...
...

1 zM · · · z
(p−1)
M



Z0 = diag(z1, z2, . . . , zM ),

C = diag(c1, c2, . . . , cM )

in cui
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• Z1 ∈ C(N−p)×M , Z2 ∈ CM×p matrici di Vandermonde contententi le potenze di zj ,

• Z0, C ∈ CM×M matrici quadrate diagonali rispettivamente delle radici {zj} e delle
ampiezze complesse {cj}.

Per M ≤ p ≤ N −M , il pencil di matrici

D2 − λD1 = Z1C(Z0 − λIM )Z2 (25)

ha rango rk(D2 − λD1) ≤ M .
Si osserva che nel caso in cui λ = zj , j = 1, . . . ,M , il rango di (25) è M − 1 e il calcolo

degli zj si riduce a determinare gli autovalori della matrice D+
1 D2, dove D+

1 è la matrice
pseudo-inversa di Moore-Penrose di D1.

1.3.2 Caso in presenza di rumore

Nel caso di dati affetti da rumore, si consideri la matrice di dati perturbati D ∈ C(N−p)×(p+1)

D =


d[0] d[1] · · · d[p]

d[1] d[2] · · · d[p+ 1]
...

...
...

d[N − p− 1] d[N − p] · · · d[N − 1]

 (26)

In questo caso, per un filtraggio efficiente solitamente si sceglie il parametro pencil p
nell’intervallo [N3 ,

N
2 ].

Successivamente si svolge una decomposizione in valori singolari

D = USVH

dove

• U ∈ C(N−p) e V ∈ Cp+1 sono le matrici unitarie ottenute dagli autovettori delle
rispettive matrici DDH e DHD,

• S è la matrice dei valori singolari di D.

Per quanto riguarda il parametro M si procede come segue. Detti

• σmax il valore singolare massimo,

• d il numero delle cifre significative

i valori singolari σj tali che
σj

σmax
≤ 10−d

vengono considerati disturbati e non verranno utilizzati per la ricostruzione del segnale, ed
M é il numero di valori singolari rimanenti, i quali non soddisfano la condizione.
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Ora estraendo le prime M colonne di V si costruisce la matrice filtrata Vf :

Vf = (v1,v2, . . . ,vM )

Da qui vengono ricavate le due matrici Vf
1 e Vf

2 , rispettivamente eliminando l’ultima
e la prima riga da Vf e, seguendo l’approccio utilizzato nel caso privo di rumore, le radici
zj sono esattamente gli autovalori della matrice (Vf

1 )
+Vf

2 .
Invece le ampiezze complesse cj si ricavano come soluzione ai minimi quadrati del

seguente sistema lineare, come nel metodo classico di Prony:
1 1 · · · 1

z1 z2 · · · zM
...

...
...

z
(N−1)
1 z

(N−1)
2 · · · z

(N−1)
M




c1

c2
...

cM

 =


d[0]

d[1]
...

d[N − 1]


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Capitolo 2

Implementazioni algoritmiche dei
metodi di Prony

In questo capitolo esponiamo l’implementazione algoritmica dei metodi studiati nel Capi-
tolo 1.

Nello specifico, le funzioni relative ai metodi di Prony classico, esteso (LS), dei Total
Least Squares (TLS) e del Matrix Pencil (MPM) in assenza di rumore sono implementate
in Matlab e sono disponibili open-source nell’articolo [3].

Di seguito, studieremo l’accuratezza della approssimazione dei parametri αj , fj , Aj e
θj , e al tempo stesso il problema dell’instabilità numerica in presenza di rumore nei segnali
biomedici.

Nell’applicazione dei metodi

• standard, detto anche classico,

• Minimi Quadrati (LS), detto anche esteso,

• Total Least Squares (TLS),

• Matrix pencil (MPM)

si considereranno i campioni discreti y[1], y[2], . . . , y[N ] (nel contesto della presente tesi,
sono i segnali ECG) presi in un dato intervallo di tempo T . I metodi si distinguono nel
calcolo delle radici zj del polinomio di Prony.

Con i primi tre approcci si costruisce un sistema matriciale (di tipo Toeplitz o Hankel)
per trovare i coefficienti del polinomio di Prony p(z) cosicché si possano calcolare le sue
radici zj , da cui si calcolano fattore di smorzamento αj e frequenza fj , come descrittp in
precedenza. Verranno quindi implementati in uno script unico.

Nal caso del Metodo del Matrix Pencil (MPM), invece, si ottengono le radici zj del
polinomio p(z) direttamente dal calcolo degli autovalori di un sistema di matrici filtrate.

Tutti i metodi poi proseguono nello stesso modo, cioè costruiscono un sistema di Van-
dermonde per ottenere le ampiezze complesse cj da cui poi calcolano ampiezza Aj e fase
θj .
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2.1 Implementazione Metodo classico ed esteso (LS)

Data la similitudine dei due metodi, le implementazioni del metodo classico ed esteso
verranno trattate entrambe in questa sezione.

Siano dati il vettore dei segnali campionati y, M il numero degli esponenziali, e Ts il
periodo di campionamente, si definisce quindi la funzione:

function [Amp, alfa, freq, theta] = polynomial_method(y, M, Ts, method)

dove con l’argomento method si sceglie quale tra i metodi classic, ls e tls si vuole
impiegare.

Questa funzione restituisce come output i parametri del segnale in arrays:

• Amp, è l’ampiezza A,

• alfa, è il fattore di smorzamento α,

• freq, è la frequenza f ,

• theta, è la fase iniziale θ

Si inizia generando dal vettore y la matrice di Toeplitz

T = toeplitz(y(M:N-1), y(M:-1:1))

Nel Capitolo 1, quando si sono trattati metodo classico ed LS, era stata usata una matrice
di Hankel per trovare i coefficienti pj del polinomio di Prony, nello script invece si sceglie
la matrice di Toeplitz in quanto offre una maggiore efficienza computazionale. Inoltre, la
proprietà tale per cui una matrice di Hankel si può ottenere da una di Toeplitz semplice-
mente invertendo l’ordine delle righe o quello delle colonne, garantisce che la matematica
del problema non venga influenzata.

Perciò si risolve il sistema Ta = y usando l’operatore Matlab detto backslash, ovvero
\ per la divisione matriciale sinistra in MATLAB, che rappresenta una serie di algoritmi
che risolvono un sistema lineare, i quali vengono selezionati in base alle caratteristiche della
matrice T. Si ottiene, perciò, il vettore dei coefficienti a del polinomio di Prony mediante
il comando

a = -T\(y(M+1:N))

Le radici del polinomio zM +a[1]zM−1+ · · ·+a[M ] = 0, quindi si ottengono dalla funzione
built-in roots, che da un generico vettore riga x contenente in un certo ordine i coefficienti
di un polinomio dato, ritorna un vettore colonna i cui elementi sono le radici dello stesso.
Siccome a è un vettore colonna, lo si traspone preliminarmente, inoltre occorre porre
a[0] = 1, in quanto non era stato ottenuto dalla soluzione trovata in precedenza:

b = transpose([1;a]);
r = roots(b);
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Poi con le formule trattate nel Capitolo 1, ottenute le radici si può procedere al calcolo del
fattore di smorzamento αj e della frequenza fj .

Di seguito si determinano le ampiezze complesse cj . Si deve perciò costruire il sistema
di Vandermonde Zc = y. A seconda del metodo impiegato si pone il numero di equazioni
uguale al numero di esponenziali M nel caso classico mentre nel caso esteso pari al numero
N dei campioni.

Si genera il sistema di Vandermonde e si trova la soluzione mediante la porzione di
codice

Z = zeros(len_vandermonde, M);
for i = 1:length(r)

Z(:,i) = transpose(r(i).^(0:len_vandermonde-1));
end
c = Z\y(1:len_vandermonde);

Una volta trovata la soluzione c si possono usare le formule trattate in precedenza per
calcolare ampiezza Aj e fase θj .

2.2 Implementazione Metodo dei Total Least Squares (TLS)

In questa sezione diamo una breve introduzione dei Total Least Squares, che indicheremo
via il loro acronimo TLS, per poi proseguire con la sua implementazione.

Nei Total Least Squares dato un sistema lineare generico Ax = b, si assume che la
matrice A e il termine noto b siano perturbati da un certo tipo di rumore.

Per prima cosa si considera la matrice aumentata C del sistema Ax = b, dove A ∈
Cm×n, x ∈ Cn×1, e b ∈ Cm×1, ovvero

C := [A : b], C ∈ Cm×(n+1)

dove il vettore dei termini noti b viene accodato alla matrice A. Si esegue, quindi, una
decomposizione in valori singolari della matrice C:

C = USVH (1)

dove le matrici U ∈ Cm×m e V ∈ C(n+1)×(n+1) sono ortonormali, mentre S ∈ Cm×n+1 è la
matrice avente gli elementi diagonali uguali ai valori singolari di C.

Come dimostrato in [13] da Van Huffel e Vandewalle, la soluzione x data dal metodo
TLS esiste se la componente v(n+1),(n+1) della matrice V è non nulla, e risulta pure unica
se i valori singolari di C soddisfano sn ̸= sn+1. In tal caso la soluzione x è definita come

x = − 1

v(n+1),(n+1)


v1,(n+1)

v2,(n+1)
...

vn,(n+1)

 (2)
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L’implementazione del metodo generale, per determinare la soluzione x, verrà fatta in un
codice separato, in cui definiremo la funzione tls avente in input A e b e in output x.

La funzione tls inizialmente definisce una matrice C, e mediante il comando svd di
MATLAB ottiene le sopracitate matrici U, S, V. Quindi prosegue estraendo da V = vi,j la
componenente v(n+1),(n+1) e il vettore (v1,(n+1), v2,(n+1), . . . , vn,(n+1))

T .
Questa funzione verrà successivamente chiamata dalla funzione principale polynomial_method,

dove si inserirà tls come input per l’argomento method e si porrà len_vandermonde=N, in
quanto si tratta di un caso sovradeterminato, esattamente come quello dei Minimi Quadrati
(LS). In questo modo si determineranno i vettori a e c dalla porzione di codice

a = tls(T, -y(M+1:N));
c = tls(Z, y(1:len_vandermonde));

Si prosegue quindi come nel metodo standard ed esteso, ottenendo i parametri αj , fj , Aj ,

e θj .

2.3 Implementazione del metodo Matrix Pencil (MPM)

Per quanto concerne il metodo Matrix Pencil, in fase implementativa distingueremo i casi
in assenza di rumore da quelli in cui é presente.

2.3.1 Caso non perturbato

Iniziamo la nostra analisi con il caso in assenza di rumore, definendo la funzione
matrix_pencil avente in input

• il vettore del segnale y,

• il parametro pencil p,

• il periodo di campionamento Ts,

e in output, come in precedenza, gli array

• Amp, l’ampiezza A,

• alfa, il fattore di smorzamento α,

• freq, la frequenza f ,

• theta, la fase iniziale θ

Dal vettore dei campionamenti y

1. si costruisce la matrice di Hankel Y,

2. da Y si estraggono le matrici Y1 e Y2, rimuovendo rispettivamente l’ultima e la prima
colonna da Y,
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3. si calcolano gli autovalori di Y+
1 Y2 mediante il comando eig(pinv(Y1)*Y2), che

corrispondono alle radici zj .

Il codice Matlab risultante é

N = length(y);
Y=hankel(y(1:end-p),y(end-p:end));
Y1=Y(:,1:end-1);
Y2=Y(:,2:end);
l=eig(pinv(Y1)*Y2);

dove pinv e eig sono le funzioni di MATLAB che calcolano, rispettivamente, la matrice
pseudo-inversa di Moore-Penrose e gli autovalori di una matrice.

Contrariamente alle implementazioni precedenti, viene usata la matrice di Hankel, coe-
rentemente con la trattazione teorica, in quanto si dimostra essere maggiormente idonea
al metodo del Matrix Pencil. La matrice del segnale viene costruita in modo tale che righe
rappresentanti finestre temporali adiacenti e traslate di un campione si accostino. Infatti,
vengono estratte le due matrici Y1 e Y2 che differiscono per uno sfasamento temporale di
un passo.

Quindi si possono calcolare fattore di smorzamento αj e la frequenza fj usando le
formule definite in precedenza, in questo caso ponendo le radici zj uguali agli autovalori
della matrice Y+

1 Y2.
Si prosegue come nelle implementazioni precedenti e si definisce il sistema di Van-

dermonde, la cui soluzione è il vettore delle ampiezze complesse cj da cui si calcolano i
parametri rimanenti:

c=Z\y;

Si osservi che viene utilizzata la soluzione classica ai Minimi Quadrati, in quanto si tratta
di un caso sovradetermianto in cui il numero dei campioni è maggiore del numero degli
esponenziali.

2.3.2 Caso perturbato

Nel caso perturbato si implementa il filtraggio attraverso la decomposizione in valori
singolari, come studiato nel Capitolo 1. Si definisce perciò la funzione matrix_pencilnoise

function [Amp, alfa, freq, theta] = matrix_pencilnoise(y,M, Ts)

avente in input

• il vettore del segnale y,

• il numero di esponenziali M,

• il periodo di campionamento Ts,

e in output, gli arrays
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• Amp, l’ampiezza A,

• alfa, il fattore di smorzamento α,

• freq, la frequenza f ,

• theta, la fase iniziale θ

Nel codice il parametro pencil p viene fissato pari a ⌊N/3⌋. Infatti, è stato dimostrato
da Hua e Sarkar [5] che l’intervallo N

3 ,
N
2 rende il calcolo degli autovalori robusto e meno

sensibile al rumore.
Si pone quindi nel codice Matlab

N=length(y);
p = floor(N / 3);
Y=hankel(y(1:N-p),y(N-p:end));

Di seguito

1. si svolge la decomposizione in valori singolari della matrice Y,

2. da Y si ricava la matrice V che viene filtrata seguendo l’approccio introdotto nel primo
capitolo,

3. si definiscono le matrici V1 e V2 pari alle matrici ottenute da V rimuovendo rispetti-
vamente la ultima e la prima riga,

4. si calcolano come nel caso non perturbato gli autovalori di V+
1 V2 che corrispondono

alle radici zj .

Per implementare questi ultimi punti, aggiungiamo la porzione di codice

[~, ~, V] = svd(Y);
V_filt = V(:,1:M);
V1=V_filt(1:end-1,:);
V2=V_filt(2:end,:);
l=eig(pinv(V1)*V2);

Nel determinare poi i diversi parametri del segnale si prosegue esattamente come nel
caso in assenza di rumore.
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Capitolo 3

Esperimenti numerici su segnali ECG

Nel presente capitolo si analizzerà la qualità delle approssimazioni di segnali reali utilizzan-
do i diversi metodi trattati nel Capitolo 1, che sono stati implementati algoritmicamente
nel Capitolo 2, per la ricostruzione di tali segnali nei diversi esperimenti che seguono.

Si useranno segnali Elettrocardiografici (ECG) presi dal database MIT-BIH Arrhyth-
mia. Si tratta di una collezione di 48 registrazioni, ciascuna della durata di 30:06 minuti e
annotate opportunamente indicando la quantità di rumore presente. Analizzaremo le pre-
stazioni dei singoli metodi in base a quanto risulta rumoroso il segnale reale e allo studio
di sottocampionamenti.

3.1 Analisi Errori

L’obiettivo della presente sezione è valutare la bontà di adattamento del segnale ricostruito
utilizzando i diversi metodi studiati in precedenza, a questo fine si introduce un indice di
bontà di adattamento che si basa sull’errore quadratico medio utilizzato in letteratura

G = 1− ∥y[k]− ỹ[k]∥
∥y[k]− ȳ∥

(1)

dove

• y[k] il segnale ECG reale, al campione k,

• ỹ[k] il segnale ricostruito, al campione k,

• ∥ · ∥ rappresenta la norma euclidea,

• ȳ la media aritmetica del segnale reale preso in considerazione.

Un’approssimazione tale che G ≥ 0.60 verrà considerata ottimale ([3]), ciò significa che
la differenza tra segnale reale e quello ricostruito è minima.

Negli esempi che andremo a condurre i metodi LS e MPM (senza filtraggio del rumore)
risultano particolarmente accurati, e avranno risultati simili.

Sperimentalmente, per il metodo MPM (con filtraggio del rumore)
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• qualora si considerino meno campioni, il punteggio G non risulterà elevato come i
due casi precedenti, in quanto viene penalizzato dal filtraggio del rumore,

• al crescere del numero dei campionamenti, il punteggio G sará relativamente elevato
là dove il resto dei metodi perde rapidamente accuratezza.

Di seguito si considerano 10 registrazioni dal database MIT-BIH ([9])(ovvero i record
100, 101, 102, 103, 105, 106, 108, 200, 203, e 208) e si analizzano 5 secondi di ognuna
di esse, per un numero totale di N = 1800 campioni, con frequenza di campionamento
fs = 360 Hz. Vengono esaminati i segnali ECG sui due canali forniti dal database, questi
corrispondono a due diverse configurazioni degli elettrodi posizionati sui pazienti ([8]). In
particolare, il primo canale mostra un tracciato in cui la morfologia del battito cardiaco
risulta maggiormente riconoscibile, si tratta, perciò, di un segnale più regolare e meno
contaminato da artefatti dovuti ad oscillazioni che non siano quelle cardiache. Mentre, il
secondo canale presenta disturbi che non sono di natura cardiaca, i quali rendono meno
evidente il segnale ECG che perciò risulta maggiormente influenzato dal rumore e da ar-
tefatti. Tale distinzione permetterà di poter valutare i comportamenti dei diversi metodi
in presenza di segnali con diverso grado di contaminazione.

Le registrazioni sono state scelte in base alla quantità di rumore presente indicata nelle
rispettive descrizioni dei segnali in [9].

3.1.1 Metodo classico

Iniziamo studiando l’accuratezza del metodo di Prony classico.
Nella tabella 3.1 vengono indicati i diversi record, partendo dal primo canale, e vengono

riportati i valori di G (1) per il numero di esponenziali M = 100, 200, . . . , 800, 900 = N/2,
con N = 1800.

Innanzitutto si nota la presenza di valori negativi di G, per valori di M bassi questo è
dovuto al fatto che il numero di esponenziali M non è sufficiente a descrivere in maniera
accurata la dinamica del segnale, e perciò risulta necessario un maggior campionamento.

Per valori intermedi di M è causato principalmente dalla elevata sensibilità del metodo
di Prony al rumore, come discusso in precedenza, e questo porta alla generazione di radici
instabili, cioé tali che |zj | > 1.

Infine, per valori di M maggiori si nota che il G cresce rapidamente raggiungendo il
valore massimo per M = 800, o 900 come nel caso del record 101 e 102. Per i record
100, 103, 105 e 208 una volta raggiunto M = 800 il valore di G diminuisce, ciò indica che
l’aggiunta di ulteriori esponenziali non apporta benefici all’accuratezza della ricostruzione.
Infatti, come studiato nel Capitolo 1, il metodo di Prony classico opera un’interpolazione
esatta per N = 2M punti e potenzialmente non si filtra il rumore.
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Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 100 −0.36944 −0.83425 −0.74686 −0.28247 −0.02082 −0.02005 −0.98102 −0.02218 −0.32073 0.02009

M = 200 −0.30421 0.02775 −0.27168 −0.05483 0.01705 −0.09924 −0.92196 0.03227 0.04875 −0.10967

M = 300 −0.01307 −0.13421 0.11423 −0.08504 −0.14335 −0.03355 −0.51492 0.01689 −0.00872 0.09722

M = 400 −0.01767 −0.01338 −0.53422 0.01504 −0.13143 −0.07453 0.39463 0.01309 0.00711 0.06352

M = 500 0.06984 −0.01276 0.12815 −0.07340 0.18006 0.11961 0.04284 0.28092 0.02363 0.16892

M = 600 0.08730 0.03045 0.10661 0.35708 0.39509 0.14852 0.39854 0.28567 0.08623 0.14910

M = 700 0.54097 −0.14563 0.21046 0.35490 0.39610 0.19242 0.12360 0.42783 0.15031 0.14460

M = 800 0.65641 0.18132 0.19477 0.48175 0.68875 0.74061 0.52970 0.58125 0.20562 0.40458
M = 900 0.61355 0.20576 0.37032 0.46527 0.62772 0.78991 0.63143 0.58496 0.39268 0.32888

Tabella 3.1: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
classico di Prony, primo canale.

Dalla tabella 3.1 si può notare che l’errore quadratico normalizzato supera la soglia
ottimale solo nei casi del record 100, 105, 106 e 108 mentre nei casi peggiori (come, ad
esempio, 101 e 102) il metodo polinomiale presenta una forte instabilità numerica in quanto
pur interpolando usando il numero esatto di esponenziali richiesti dal metodo (ovvero
M = N/2 = 900) G risulta notevolmente al di sotto della soglia di ottimalità.

Nella tabella 3.2 si esegue il medesimo studio ma prendendo il segnale dal secondo
canale. Si può notare che nel caso di un segnale a basso livello di rumore, come nel
caso del record 100, l’andamento di G non risulta strettamente crescente al variare di M .
L’accuratezza raggiunge il picco ottimale per M = 700, e oltre questa soglia l’aumento di
esponenziali non porta ulteriori benefici.

Per il record 101, l’approssimazione sembrerebbe migliorare per M ≥ 700. Questo é
probabilmente dovuto alla minor presenza di rumore nel secondo canale, mentre il primo
risultava leggermente più rumoroso. Fatta eccezione per i record 208 e 103, per il primo
canale si nota un miglioramento dell’accuratezza all’aumentare di M , e per il secondo si
osserva un leggero peggioramento a parità di M .

Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 100 −0.76298 −0.30362 0.00063 −0.02997 −0.39161 −0.22398 0.21473 −0.75674 −0.17321 −0.00348

M = 200 −0.52929 −1.06093 0.06525 −0.06505 −0.08456 −0.38504 0.24206 −0.99215 0.01126 −0.01272

M = 300 −0.05845 −0.21828 0.25146 −0.00633 0.03338 −0.34070 0.00752 −0.05608 −0.03048 0.03900

M = 400 −0.15157 −0.05449 0.25135 0.14437 −0.03028 −0.21781 0.48226 −0.13755 0.02568 0.05593

M = 500 0.09461 −1.54866 0.13576 0.06880 0.25987 −0.32461 0.49826 −0.38366 0.06714 0.08422

M = 600 0.07682 −1.81900 0.22487 0.46432 0.46426 −0.28161 0.55412 −0.46063 0.10826 0.13594

M = 700 0.65051 0.10114 0.20160 0.44026 0.50341 0.25354 0.60029 −0.45053 0.15415 0.30956

M = 800 0.63895 0.26631 0.17355 0.48440 0.64142 0.40301 0.58277 −0.44992 0.22768 0.28527

M = 900 0.56374 0.26925 0.35970 0.47490 0.64429 0.05181 0.57501 0.19067 0.25975 0.58018

Tabella 3.2: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
classico di Prony, secondo canale.

3.1.2 Metodo LS

Si prosegue studiando l’accuratezza del metodo LS. Come per il metodo classico, si ana-
lizzano i differenti record dapprima presi nel primo canale e si confrontano i valori di G
al variare del numero di esponenziali 100 ≤ M ≤ 900, a passi di 100. Analogamente al
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precedente metodo, per alcuni valori di M inferiori, G assume valori negativi in quanto il
numero di esponenziali non risulta sufficiente a descrivere il segnale reale accuratamente.
Contrariamente al caso del metodo classico, questi valori negativi di G sono presenti pure
per valori maggiori di M , ed in alcuni casi immediatamente dopo il picco ottimale, ciò è
dovuto al malcondizionamento della matrice di Toeplitz, a causa del rumore e della sovra-
parametrizzazione dovuti da un numero M elevato. Inoltre, anche al fatto che la funzione
roots, in questi casi, restituisce radici che si trovano al di fuori del cerchio unitario |zj | > 1

producendo una forte instabilità.
Si noti che il metodo LS sembrerebbe essere non particolarmente più accurato del me-

todo classico. La ragione é insita nella natura dei segnali ECG in esame. Nel primo canale,
che, come menzionato in precedenza, non presenta contaminazioni importanti, i segnali
ECG assumono valori prossimi allo zero per tratti lunghi, più precisamente, negli intervalli
tra i battiti del miocardio. Il metodo LS risulta perciò penalizzato in quanto costruito
sul metodo dei minimi quadrati, dando come risultato una varianza totale non elevata al
denominatore di G, contrariamente al metodo classico, il quale svolge un’interpolazione
per tutti i punti del campionamento.

Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 100 0.03755 0.04154 −0.27244 −0.07503 −0.17437 −0.06987 −0.29952 −0.03732 −0.03141 −0.02503

M = 200 0.07607 0.07486 0.11064 0.01959 0.04811 −0.04677 0.10784 −0.01703 0.00929 0.03040

M = 300 0.22987 0.08089 0.24653 0.22479 0.49617 0.06402 0.25151 0.04285 0.02097 0.08571

M = 400 0.32216 0.19777 0.28154 0.35189 0.49998 0.41154 0.50150 0.08615 0.03028 0.10974

M = 500 0.35935 0.24634 0.31027 0.35426 0.61767 0.43327 0.51333 0.54393 0.13628 0.28157

M = 600 0.39272 0.23632 0.40746 0.54152 0.63540 0.42869 0.54152 0.53315 0.37386 0.33564

M = 700 −1.18376 0.27972 0.53347 0.52029 0.76905 0.52252 0.67783 0.61467 0.48541 0.44208

M = 800 −1.18376 0.35225 0.57172 0.50206 0.63391 0.75827 0.69779 0.68242 0.49844 0.52157
M = 900 −1.18376 −0.84609 −0.54820 −0.27887 −0.31769 −0.10960 −1.19039 −0.04286 −0.07800 −0.04850

Tabella 3.3: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
LS, primo canale.

Nella successiva tabella, si mostra che, prendendo il segnale dal secondo canale, il valore
ottimale di G viene raggiunto anche nei casi in cui precedentemente non era avvenuto,
tuttavia nel caso del record 200 si può osservare un peggioramento dell’approssimazione,
dovuto al maggior rumore presente nel segnale reale. Si noti infatti che nel caso del record
103, il quale risulta maggiormente contaminato rispetto al 200, la soglia ottimale non viene
superata indipendentemente dal canale esaminato.
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Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 100 −0.23613 0.18641 0.02958 −0.03614 −0.25043 0.00986 0.24119 −0.33990 0.01064 −0.10635

M = 200 −0.03858 0.20015 0.22768 −0.01063 0.07625 −0.05830 0.24250 0.04301 0.02743 0.02461

M = 300 0.21902 0.22382 0.49462 0.18040 0.52875 0.10562 0.25340 0.16374 0.04230 0.07449

M = 400 0.31744 0.02522 0.52628 0.38893 0.53237 0.25080 0.46709 0.15117 0.11190 0.08832

M = 500 0.38375 0.48447 0.55498 0.38986 0.64476 0.33416 0.62746 0.48197 0.27875 0.24851

M = 600 0.40592 0.62451 0.58021 0.50153 0.69245 0.40364 0.65022 0.40700 0.34587 0.31221

M = 700 −1.09875 0.56470 0.70651 −0.05305 0.72793 0.55656 0.61092 0.47141 0.40862 0.49810

M = 800 −1.09875 −0.11471 0.52139 −0.05305 0.65986 0.71579 −0.00029 0.59156 0.40828 0.53592
M = 900 −1.09875 −2.78380 −0.00083 −0.05305 −0.53007 −0.88545 −0.00029 −1.61058 −0.02333 −0.12421

Tabella 3.4: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
LS, secondo canale.

In Figura 3.1 si fa un confronto grafico tra metodo classico ed LS entrambi sul segnale
ECG proveniente dal primo canale, il quale, come riportato in precedenza, presenta tratti
in prossimità dello zero. Il metodo di Prony classico, richiedendo l’interpolazione per tutti
i punti produce un segnale ricostruito (in blu nei grafici) che aderisce maggiormente al
segnale ECG reale (in rosso) nei tratti tra i battiti.

(a) Metodo classico (b) Metodo LS

Figura 3.1: Confronto sul primo canale tra metodo classico ed LS.

3.1.3 Metodo TLS

Per quanto riguarda il metodo TLS, l’errore quadratico medio normalizzato assume valori
fortemente negativi. L’incapacità del presente metodo di fornire un buon adattamento del
segnale ricostruito a quello reale è stata ampiamente documentata in letteratura e ne sono
state proposte diverse modifiche, oltre che strategie di stabilizzazione ([6], [13]).

Si tratta di un metodo che assume la presenza di rumore bianco gaussiano indipendente
e identicamente distribuito sia nella matrice dei dati A che nel vettore dei termini noti
b, quindi, contrariamente al metodo LS, trova una soluzione che minimizza l’errore su
entrambi con l’impiego della decomposizione in valori singolari.

La matrice di Toeplitz generata dal segnale y ha la caratteristica di avere un medesimo
campione y[k] ripetuto più volte lungo le diagonali, perciò il rumore sui singoli elementi
della matrice risulta fortemente autocorrelato (ovvero in cui i valori assunti in passaggi

25



temporali diversi non sono indipendenti tra loro, ma mostrano una relazione statistica
(correlazione) con i valori precedenti o successivi). Tuttavia, a causa dell’utilizzo della
decomposizione in valori singolari, il metodo TLS non tiene conto di questa struttura del
segnale sottostante, perciò presenta la tendenza a sovrastimare l’incertezza e i coefficienti
polinomiali, producendo delle radici tali che |zj | > 1. La presenza di tali radici causa
una forte instabilità numerica del segnale ricostruito portando l’errore quadratico medio
normalizzato ad assumere valori ampiamente negativi.

Per questo motivo, contrariamente a quanto fatto per i precedenti metodi, è stato scelto
di non inserire i valori di G in delle tabelle, visto che presentano anomalie e dispersioni
elevate.

3.1.4 Metodo Matrix Pencil (MPM)

Similarmente ai metodi analizzati precedentemente, si vogliono ricostruire i segnali dei
diversi record prima presi dal primo canale e successivamente dal secondo. Nel caso in
esame si opera una distinzione tra il metodo Matrix Pencil senza filtraggio del rumore, e
quello con il filtraggio del rumore. Perciò, entrambi i metodi verranno confrontati tra loro
oltre che con quelli restanti.

Senza filtraggio di rumore

Iniziamo studiando i diversi record presi dal primo canale, confrontando i valori di G

al variare del parametro pencil 50 ≤ p ≤ 950, a passi di 100. Per i valori piú piccoli
del parametro pencil p si ottengono G < 0, il quale ha un andamento tendenzialmente
crescente all’aumentare di p assumendo il massimo raggiungibile per p tra 650 e 850. Per
tre record, G risulta minore di zero anche dopo il raggiungimento del picco, instabilità
dovuta al malcondizionamento delle matrici di Hankel associate al pencil di matrici, che
produce autovalori al di fuori del cerchio unitario con conseguente divergenza del segnale
ricostruito.

Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
p = 50 −0.24119 −0.49796 −0.49650 −0.25633 −0.27533 −0.09847 −0.72386 −0.03793 −0.07228 −0.02502

p = 150 0.07202 0.07238 0.05646 0.00104 −0.04576 −0.04799 0.01412 −0.03317 −0.01039 0.00455

p = 250 0.08657 0.07948 0.13068 0.05741 0.51040 −0.02180 0.16036 0.02355 0.02750 0.07098

p = 350 0.26247 0.17440 0.25938 0.34509 0.49638 0.22962 0.47886 0.05238 0.02677 0.08542

p = 450 0.34875 0.26696 0.30059 0.35278 0.56811 0.43709 0.50981 0.50652 0.07240 0.14156

p = 550 0.36582 0.24287 0.34136 0.36100 0.63620 0.42525 0.51139 0.54080 0.19803 0.32176

p = 650 0.50548 0.28287 0.44943 0.54683 0.63869 0.42739 0.58517 0.54668 0.41039 0.37514

p = 750 −1.18376 0.35114 0.56906 0.51089 0.71686 0.76554 0.69186 0.68938 0.51099 0.50383

p = 850 −1.18376 −0.84609 0.45096 −0.27887 0.51714 0.76910 0.54550 0.69037 0.43513 0.56808
p = 950 −1.18376 −0.84609 0.45022 −0.27887 0.53431 0.75678 0.55682 0.67620 0.43566 0.55395

Tabella 3.5: Confronto di G al variare del parametro p su diversi record mediante il metodo
Matrix Pencil (MPM) senza filtraggio del rumore, primo canale.

Nella tabella 3.6 si considerano i segnali ECG presi dal secondo canale. Per i record
101, 102, 105 e 208 si può notare che il massimo parametro G ottenuto risulta maggiore.
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In particolare nel caso del record 101 si osserva che la soglia ottimale viene raggiunta
utilizzando lo stesso valore del parametro p. Per 105 e 108 si ottiene un miglior adattamento
al segnale reale aumentando p, inoltre i segnali dal secondo canale sono affetti da maggiori
quantità rumore, il metodo MP in questo caso mostra già accuratezza in presenza di
ulteriore disturbo. Analogamente accade per 106 e 108, nei quali il valore ottimale viene
mantenuto nonostante il segnale in considerazione risulti maggiormente affetto da rumore.
Tuttavia, questo non accade per 200, il peggioramento dell’accuratezza può essere imputato
alla peculiare forma del segnale reale, visto il comportamento simile nei metodi precedenti
(si veda la Figura 3.2).

Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
p = 50 −0.45172 0.16856 0.00663 −0.03440 −0.41557 −0.24532 0.20127 −1.01425 −0.01442 −0.11261

p = 150 0.02759 0.18107 0.06282 −0.02849 −0.14882 0.01240 0.24856 −0.11961 0.01673 −0.03878

p = 250 0.14019 0.20566 0.45871 0.08047 0.46400 −0.01080 0.25801 0.12652 0.04289 0.05986

p = 350 0.28433 0.17223 0.49018 0.33038 0.52402 0.13009 0.28835 0.18544 0.04896 0.06777

p = 450 0.35100 0.30117 0.53741 0.38880 0.56798 0.27649 0.57768 0.17420 0.17537 0.12197

p = 550 0.38019 0.49562 0.55387 0.39252 0.68537 0.38483 0.64534 0.39798 0.31771 0.28806

p = 650 0.53610 0.61891 0.60773 −0.05305 0.69434 0.49616 0.64614 0.38901 0.37408 0.34107

p = 750 −1.09875 0.70154 0.66267 −0.05305 0.73135 0.69214 0.59758 0.55292 0.42953 0.54995

p = 850 −1.09875 0.19362 0.37321 −0.05305 0.74348 0.67904 −0.00029 0.57030 0.38973 0.57856

p = 950 −1.09875 0.17237 0.37336 −0.05305 0.74435 0.68137 −0.00029 0.38561 0.38427 0.62042

Tabella 3.6: Confronto di G al variare del parametro p su diversi record mediante il metodo
Matrix Pencil (MPM) senza filtraggio del rumore, secondo canale.

Figura 3.2: Segnale reale dal secondo canale, record 200.

Con filtraggio di rumore

Per prima cosa, ricostruiamo i segnali presi dal primo canale, confrontando i valori di G al
variare del numero degli esponenziali 50 ≤ M ≤ 600, a passi di 50. Contrariamente al caso
senza filtraggio del rumore, il parametro pencil p viene fissato all’interno dello script, ove
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si porrá p=floor(N/3), quindi si studierà l’accuratezza del segnale ricostruito sui valori
M .

Innanzitutto si può notare che la presente versione del metodo del Matrix Pencil pos-
siede una discreta stabilità pure per valori inferiori di M , infatti G assume valore negativo
solo nel caso del record 103, contrariamente a quanto osservato per i metodi precedenti
in cui questo comportamento era maggiormente presente. In alcuni casi il raggiungimento
del massimo G avviene per M inferiori, e in due casi supera la soglia ottimale ≥ 0.60 per
M = 50 e M = 100, mostrando, perciò, un’ottima accuratezza anche con un numero di
esponenziali minimo.

Un ulteriore comportamento da tenere in considerazione, è che G si stabilizza nell’in-
tervallo tra 0.40 e 0.65 mantenendosi su un limite ottimale.

Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 50 0.27548 0.23187 0.36572 0.38351 0.61361 0.36483 0.61291 0.51909 0.10986 0.28548

M = 100 0.40155 0.27162 0.38113 −0.27887 0.64777 0.45629 0.59183 0.52842 0.25787 0.30800

M = 150 0.38657 0.24325 0.38155 0.49292 0.59665 0.44563 0.56958 0.54143 0.37136 0.32075

M = 200 0.40903 0.26545 0.41218 0.51593 0.61073 0.43134 0.52642 0.54057 0.18971 0.27906

M = 250 0.40776 0.25495 0.40509 0.53105 0.63043 0.42870 0.53102 0.53175 0.21543 0.29797

M = 300 0.41859 0.25868 0.40154 0.48486 0.63584 0.42985 0.54429 0.52937 0.23494 0.32845

M = 350 0.40197 0.22973 0.38410 0.52265 0.63473 0.42976 0.54420 0.53928 0.36730 0.33059

M = 400 0.39250 0.21442 0.38306 0.50985 0.63861 0.42934 0.54403 0.53625 0.31643 0.31478

M = 450 0.38747 0.23385 0.39183 0.53809 0.63762 0.43078 0.54283 0.52199 0.38482 0.33160

M = 500 0.38528 0.23421 0.39528 0.52966 0.63470 0.42823 0.53434 0.51758 0.31116 0.34289

M = 550 0.37159 0.24077 0.43245 0.50916 0.63378 0.42447 0.54080 0.51989 0.36751 0.34369
M = 600 −1.18376 −0.84609 −0.54820 −0.27887 0.59193 0.27034 −1.19039 0.50061 0.25346 0.26989

Tabella 3.7: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
Matrix Pencil (MPM) con filtraggio del rumore, primo canale.

Nella tabella che segue si considerano i segnali reali presi dal secondo canale. Per
alcuni dei segnali ricostruiti il punteggio G aumenta utilizzando solamente 50 oppure 100
esponenziali aggiuntivi, per il record 108 supera il limite ottimale anche per M = 50. In
generale, si può osservare che si ottengono valori di G elevati per numeri di esponenziali
contenuti, mostrando che il filtraggio operato sui valori singolari produce una ricostruzione
del segnale robusta ed impedisce di generare radici instabili in presenza di disturbi.

Infine, in tre dei casi sono presenti dei valori NaN, che non si sono osservati nell’impiego
dei metodi precedenti, essi sono dovuti al raggiungimento del limite fisico della stabilità
numerica, dovuto agli esponenziali divergenti.
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Record 100 101 102 103 105 106 108 200 203 208
M = 50 0.28591 0.48377 0.59163 0.38722 0.64433 0.08830 0.65925 0.20894 0.21802 0.29592

M = 100 0.37107 0.08155 0.51402 −0.05305 0.66766 0.41907 0.67048 0.42100 0.33117 0.26543

M = 150 −0.00816 0.60428 0.60511 0.46515 0.68848 0.36585 0.65420 0.20380 0.32727 0.34359
M = 200 0.41287 0.60187 0.57978 0.44679 0.69293 0.39596 0.65710 0.28707 0.32577 0.32170

M = 250 0.42091 0.61764 0.53674 0.53960 0.67330 0.38598 0.62813 0.49960 0.34098 0.29782

M = 300 0.42521 0.60501 0.60858 0.38578 0.66128 0.41031 0.65534 0.49309 0.34080 0.28856

M = 350 −0.06665 0.61183 0.57533 0.40362 0.66713 0.40321 0.65223 0.39195 0.34610 0.23333

M = 400 0.42246 0.62528 0.59504 0.51652 0.66468 0.40071 0.64585 0.35969 0.33251 0.25110

M = 450 0.36643 0.58808 0.56676 0.47957 0.69185 0.39598 0.64024 0.33356 0.33485 0.29939

M = 500 0.41144 0.62818 0.59228 0.46578 0.68375 0.39904 0.63345 0.47681 0.33317 0.31730

M = 550 0.10201 0.59441 0.59829 0.52142 0.68670 0.38026 0.63471 0.50255 0.31540 0.27361

M = 600 −1.09875 0.41575 NaN NaN −0.53007 0.30667 −0.00029 0.27141 0.21970 NaN

Tabella 3.8: Confronto di G al variare dell’ordine M su diversi record mediante il metodo
Matrix Pencil (MPM) con filtraggio del rumore, secondo canale.

Nelle seguenti tabelle (3.9 e 3.10) vengono riassunti, divisi per canale, i migliori valori di
G raggiunti da ogni record applicando i diversi metodi studiati.

Record Prony classico LS MPM (non filtrato) MPM (filtrato)
100 0.65641 0.39272 0.50548 0.41859
101 0.20576 0.35225 0.35114 0.27162
102 0.37032 0.57172 0.56906 0.43245
103 0.48175 0.54152 0.54683 0.53809
105 0.68875 0.76905 0.71686 0.64777
106 0.78991 0.75827 0.76910 0.45629
108 0.63143 0.69779 0.69186 0.61291
200 0.58496 0.68242 0.69037 0.54143
203 0.39268 0.49844 0.51099 0.38482
208 0.40458 0.52157 0.56808 0.34369

Tabella 3.9: Riassunto dei migliori valori di G ottenuti per ogni record applicando i diversi
metodi, primo canale.
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Record Prony classico LS MPM (non filtrato) MPM (filtrato)
100 0.65051 0.40592 0.53610 0.42521
101 0.26925 0.62451 0.70154 0.62818
102 0.35970 0.70651 0.66267 0.60858
103 0.48440 0.50153 0.39252 0.53960
105 0.64429 0.72793 0.74435 0.69293
106 0.40301 0.71579 0.69214 0.41907
108 0.60029 0.65022 0.64614 0.67048
200 0.19067 0.59156 0.57030 0.50255
203 0.25975 0.40862 0.42953 0.34610
208 0.58018 0.53592 0.62042 0.34359

Tabella 3.10: Riassunto dei migliori valori di G ottenuti per ogni record applicando i diversi
metodi, secondo canale.

3.1.5 Analisi Massimi e Minimi

Un’ulteriore valutazione della qualità dei segnali ricostruiti, impiegando i diversi metodi
studiati, è l’analisi della conservazione dei punti di estremo. Lo strumento utilizzato sarà
l’errore relativo percentuale, che per i punti di massimo, si definisce come:

eMax
r =

|yM − ỹM |
|yM |

× 100% (2)

dove:

• yM è il valore di massimo del segnale reale,

• ỹM è il valore di massimo del segnale ricostruito.

e, analogamente, per i punti di minimo come:

emin
r =

|ym − ỹm|
|ym|

× 100% (3)

dove:

• ym è il valore di minimo del segnale reale,

• ỹm è il valore di minimo del segnale ricostruito.

L’approccio utilizzato sarà quello di estrarre, per ogni metodo (tranne TLS), dalla prece-
dente analisi sugli errori, il record dove il punteggio G è il più elevato e quello dove è il più
basso, e successivamente di calcolare gli errori relativi introdotti per studiare l’accuratezza
della ricostruzione dei picchi minimi e massimi. Questo verrà effettuato sul primo canale,
in quanto presenta un maggior rapporto segnale-rumore e punti di estremo più evidenti.
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Infatti, per le diagnosi mediche il segnale viene preso da questo canale in quanto si pos-
sono notare i picchi di massimo (detti picchi R) e quelli di minimo (detti picchi S) più
nettamente (si veda come riferimento visivo la Figura 3.1).

Per quanto riguarda il record con G inferiore, tutti i metodi hanno mostrato prestazioni
scadenti per la ricostruzione del 101. Invece, si osserva un punteggio maggiore per quanto
riguarda il record 105, usando i metodi LS e MPM (filtrato), e il record 106, utilizzando
Prony classico e il metodo Matrix Pencil (non filtrato).

Nella tabella 3.11 vengono riportati i valori relativi percentuali sui punti d’estremo per i
record con miglior G. Innanzitutto si osserva che per il metodo Matrix Pencil (filtrato), nel
caso con miglior G, l’errore relativo del punto di massimo possiede un valore nettamente
inferiore a quello dei restanti metodi, seguito dal metodo LS, inoltre, entrambi si mostrano
maggiormente efficaci pure nella conservazione dei punti di minimo.

Tuttavia, occorre notare che il metodo del Matrix Pencil (filtrato) necessita di un
numero di esponenziali decisamente inferiore (M = 100) rispetto a quello LS (M = 700),
applicati sul medesimo record. Nel caso del metodo Matrix Pencil (filtrato), l’aumento
dell’errore relativo percentuale che si può osservare per il punto di minimo è dovuto alla
maggior oscillazione del grafico del segnale. I picchi di massimo, che rappresentano i battiti
del miocardio, risultano meglio ricostruiti in quanto maggiormente evidenti, mentre quelli
di minimo vengono spesso rilevati negli intervalli tra di essi nei quali possono essere presenti
oscillazioni rilevanti (si veda Figura 3.3a). Perciò nella 2, se il valore di minimo del segnale
reale ym è in prossimità della linea di base e di ampiezza ridotta, il denominatore |ym|
produce errori percentuali rilevanti anche per differenze minime al numeratore.

In questo frangente, il metodo LS si mostra più accurato in quanto la soluzione ai
minimi quadrati è tale che minimizza l’errore quadratico medio, portandolo ad avere una
prestazione migliore rispetto a quello MPM (filtrato) nel picco minimo.

Il metodo classico e del Matrix Pencil (non filtrato) mostrano errori simili per il me-
desimo record, sia per la ricostruzione del punto di massimo che di quello di minimo, e
risultano essere meno accurati degli altri metodi.

(a) Record 105 (b) Record 106

Figura 3.3: Tracciati ECG dal primo canale dei record 105 e 106.
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Metodo Record Errore max (%) Errore min (%)
classico 106 73.16% 44.25%

LS 105 20.76% 9.43%

MPM 106 74.85% 43.04%

MPM (filtrato) 105 0.71% 29.24%

Tabella 3.11: Errori relativi percentuali sui punti di massimo e minimo per i casi con
miglior G.

Nella tabella 3.12, vengono riportati gli errori relativi percentuali per il record 101, che
possiede in genere i peggiori valori di G. In questa situazione, il metodo LS si mostra quello
con maggior accuratezza per quanto riguarda l’approssimazione del punto di massimo,
seguito dal metodo Matrix Pencil (non filtrato), e si osserva che quello filtrato risulta essere
il peggiore per il record in esame. Tuttavia, ha l’errore relativo percentuale minore per
il punto di minimo, risultando il metodo maggiormente accurato. Nuovamente, occorre
notare che il metodo Matrix Pencil con filtraggio del rumore necessita, anche in questa
casistica, solamente di M = 100 esponenziali, mentre i restanti metodi utilizzano M ≥ 800

e MPM un parametro pencil p = 750.
Per il record 101 si osserva che, in generale, l’errore relativo percentuale aumenta per la

ricostruzione del punto di minimo, e la motivazione è analoga a quella fatta in precedenza
per il metodo Matrix Pencil (filtrato) nel caso del miglior G, ovvero questo fenomeno può
essere imputato alla presenza di diverse oscillazioni negli intervalli tra i battiti (si veda
Figura 3.4).

Metodo Errore max (%) Errore min (%)
classico 6.02% 29.82%

LS 0.83% 16.66%

MPM 5.36% 20.47%

MPM (filtrato) 16.74% 16.33%

Tabella 3.12: Errori relativi percentuali sui punti di massimo e di minimo per i casi con
peggior G (record 101).
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Figura 3.4: Tracciato ECG dal primo canale del record 101

3.2 Effetti dei Sottocampionamenti

Nel caso si intenda ridurre la frequenza di campionamento è necessario verificare che il
teorema di campionamento di Nyquist-Shannon venga rispettato. Questo definisce la fre-
quenza minima di campionamento necessaria per ricostruire adeguatamente un segnale
analogico senza perdita di informazioni [15].

Si mostra che la frequenza di campionamento fs deve soddisfare la disuguaglianza

fs ≥ 2fmax (4)

in cui 2fmax rappresenta la frequenza minima necessaria di campionamento affinché non
siano presenti distorsioni nella ricostruzione, fenomeno chiamato aliasing . Il limite di
Nyquist (o frequenza di Nyquist) è la frequenza minima di campionamento, pari al doppio
della frequenza massima di un segnale, necessaria per poterlo digitalizzare e ricostruire
senza subire perdite o distorsioni.

Quindi per riprodurre un segnale che presenta un’oscillazione sinusoidale pura, occorre
considerare almeno due campioni per singolo ciclo in modo da avere un picco massimo e
uno minimo. Nel caso del segnale di natura medica precedentemente descritto, si vede
che se vengono presi meno di due campionamenti, gli algoritmi di ricostruzione potrebbero
non disporre dei punti necessari per localizzare i vertici della cuspide dei tratti in cui il
segnale ECG passa rapidamente dai tratti negativi a quelli positivi (chiamati, in ambito
medico, complessi QRS), avendo derivate temporali particolarmente elevate. Perciò questi
tratti vengono riprodotti come curve a pendenza maggiormente smorzata rispetto a quelle
presenti nel segnale reale.

La frequenza originaria del database MIT-BIH è 360 Hz. La banda diagnostica standard
di un ECG contiene informazioni cliniche fino a 40-45 Hz, che corrispondono alle cuspidi
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rapide del complesso QRS brevemente discusse in precedenza. Il limite di Nyquist in
questo caso è 45 Hz, perciò il segnale verrà progressivamente sottocampionato mediante
un fattore di sottocampionamento D tale che non venga mai superato il limite e tale per
cui non subentri l’effetto aliasing.

Per i fattori di sottocampionamento vengono scelti progressivamente i valori interi
D = 1, 2, 3, 4. Il caso D = 1 è semplicemente associato alla frequenza originaria e la
frequenza di campionamento rimane 360 Hz, e qui il limite di Nyquist assume valore uguale
a 180 Hz, perciò decisamente superiore a 45 Hz.

Il valore massimo applicabile del fattore D è 4 in quanto oltre questa soglia inizia a
subentrare il fenomeno di aliasing. Si verifica, infatti, che 360 Hz/D = 360 Hz/4 = 90 Hz.
Perciò, la frequenza di Nyquist è pari a 45 Hz, che è esattamente la soglia stabilita per
un segnale ECG. Ciò che si andrà a studiare quindi è la perdita di fedeltà del segnale
ricostruito al crescere del fattore di sottocampionamento.

Similarmente a quanto fatto nella sezione precedente per l’analisi dei massimi e dei
minimi, vengono estratti i record dal primo canale e dapprima sui record con miglior
punteggio G e successivamente sul record 101, che come visto nelle analisi precedenti si è
mostrato quello con peggior G. Perciò, per il caso con miglior approssimazione, applichiamo
i metodi classico e del Matrix Pencil (non filtrato) al record 106, mentre quelli LS e del
Matrix Pencil (filtrato) al record 105.

Nella tabella (3.13) vengono riportati i valori di G raggiunti da ogni metodo al variare
del fattore di sottocampionamento D. Per D = 2 si può notare un miglioramento solamente
nel caso del metodo del Matrix Pencil (non filtrato), e, oltre ad esso, il metodo classico
è l’unico tra i metodi rimanenti il cui valore di G rimane al di sopra il limite ottimale
(G ≥ 0.60).

Fattore D Prony classico LS MPM MPM (filtrato)
1 (fs = 360 Hz) 0.79 0.77 0.77 0.65
2 (fs = 180 Hz) 0.63 0.57 0.83 0.53
3 (fs = 120 Hz) 0.20 0.91 0.29 0.24
4 (fs = 90 Hz) 0.12 0.18 0.21 0.23

Tabella 3.13: Confronto di G al variare del fattore di sottocampionamento D per i diversi
metodi analizzati.

Per D = 3 solamente il metodo LS mostra un aumento notevole, questo comportamento
dev’essere causato dalla presenza della quantità ideale di campioni. Infatti, in casi di
sovracampionamento eccessivo, come i precedenti, dove si prendeva il numero di campioni
N > 2M , la matrice del sistema lineare risulta spesso mal condizionata, ciò porta il metodo
LS a modellare oscillazioni ad alta frequenza oltre che al rumore. Quindi, riducendo la
frequenza di campionamento e, di conseguenza, il numero di campioni permette al metodo
LS, attraverso una matrice meglio condizionata, di approssimare in modo più efficace il
segnale ECG.
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Per i restanti metodi, l’accuratezza del segnale ricostruito risulta peggiorare notevol-
mente, in questi casi, invece, il numero di campioni non risulta essere sufficiente per la
ricostruzione. Si tratta di un comportamento atteso, in quanto aumentando il fattore di
sottocampionamento D, il numero di campioni N viene ridotto (N/D). In particolare,
tranne che per il metodo di Prony classico, nel Capitolo 1 si è imposta la condizione di
sovracampionamento (N > 2M), che motiva la diminuzione dell’accuratezza osservata alla
diminuzione del numero di campioni dovuta dalla generazione di una quantità maggiore di
radici instabili.

Per quanto riguarda il metodo del Matrix Pencil (filtrato), come discusso precedente-
mente, esso veniva penalizzato in quanto necessitava di maggiori campionamenti, perciò
mostra anch’esso una diminuzione di qualità quando vengono operati sottocampionamenti.

Nella Figura 3.5 viene illustrato l’andamento decrescente del valore G all’aumentare
del fattore di sottocampionamento, con un picco per il metodo LS per D = 3 discusso in
precedenza.

Figura 3.5: Andamento di G fornito da alcune varianti del metodo di Prony, al variare di
D.

Di seguito la tabella contenente i risultati dei sottocampionamenti sul record 101, il
quale ne beneficia solo per fattore di sottocampionamento D = 2, mostrando valori al di
sopra della soglia ottimale G ≥ 0.60 per tutti i metodi tranne che per il metodo del Matrix
Pencil con filtraggio.
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Fattore D Prony Classico LS MPM MPM (filtrato)
1 (fs = 360 Hz) 0.21 0.35 0.35 0.27
2 (fs = 180 Hz) 0.73 0.77 0.77 0.30
3 (fs = 120 Hz) 0.33 0.37 0.37 0.14
4 (fs = 90 Hz) 0.28 0.32 0.31 0.26

Tabella 3.14: Confronto di G al variare del fattore di sottocampionamento D per i diversi
metodi analizzati.

Nella figura 3.6, analogamente a come fatto in precedenza, viene illustrato l’andamento
al variare di G all’aumentare del fattore di sottocampionamento.

Figura 3.6: Andamento di G fornito da alcune varianti del metodo di Prony, al variare di
D, relativamente al record 101.

Inoltre, il metodo dei Total Least Squares applicato ai sottocampionamenti, mostra
un’accuratezza perfetta (G = 1) indipendentemente dal fattore di sottocampionamento
utilizzato richiedendo, tuttavia, il doppio del numero di esponenziali M .
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Appendice

Di seguito viene riportata l’implementazione della routine Matlab del metodo del Matrix
Pencil (MPM) in presenza di rumore, con i relativi commenti. Le routines relative ai
metodi restanti sono disponibili open-source nel ralativo articolo [3].

Funzioni MATLAB intervallo

function [Amp, alfa, freq, theta] = matrix_pencilnoise(y,M, Ts)

y = y(:);
N=length(y);
p = floor(N / 3); %parametro pencil
Y=hankel(y(1:N-p),y(N-p:end));

[~, ~, V] = svd(Y); %decomposizione in valori singolari di Y

V_filt = V(:,1:M); %matrice V filtrata

V1=V_filt(1:end-1,:); %si rimuove l'ultima riga da V_filt
V2=V_filt(2:end,:); %si rimuove la prima riga da V_filt

l=eig(pinv(V1)*V2);

%fattore di smorzamento e frequenza
alfa=log(abs(l))/Ts;
freq=atan2(imag(l),real(l))/(2*pi*Ts);

%costruzione sistema lineare di Vandermonde
Z=zeros(N,M);
for i = 1:length(l)
Z(:,i)=transpose(l(i).^(0:N-1));
end

rZ=real(Z);
iZ=imag(Z);

rZ(isinf(rZ))=realmax*sign(rZ(isinf(rZ)));
iZ(isinf(iZ))=realmax*sign(iZ(isinf(iZ)));
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Z=rZ+1i*iZ;

c=Z\y; %soluzione sistema di Vandermonde

%ampiezza e fase
Amp=abs(c);
theta=atan2(imag(c),real(c));

end
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