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Esercizio 1. Studiare la derivabilita delle seguenti funzioni. Per ciascuna di esse,
dopo averne determinato il dominio naturale, si calcoli la derivata nei punti in cui la
funzione e derivabile e si stabilisca la natura dei punti singolari (in cui la funzione non
¢ derivabile) mettendo in evidenza se si tratta di punti angolosi (calcolandone in tal
caso le derivate sinistre e destre), di punti di flesso a tangente verticale, di cuspidi,
o di punti in cui il rapporto incrementale della funzione non ammette nessuno dei
due limiti unilateri (destro e sinistro):

fl@)=In(1+|z); flz)=aze*;

fla)=e= /e +5]—1;

fl@)=e"Va2+3; f(z)=|z[*;

f(z) = arctan(jz +2]);  f(z) = sin®(|a[);

f(z) =cosh(yvz—1); f(z) =In(z+ V22 -1); f(z)= |si;1x|;
f(x):1|_f|$25 f(x)zln(i__i_f); f(z)==z=; f(z) =22 arctanl;

_ cos’(In(1+v1+2?))

f(il?):|fl:2—4|SlIl.’L', f(x)zew-cotm, f(:l') 2 + 3 )
1 @ In(3z + 7
f@=@ - f@= (1) s =80 ) = e
f) = (-57): fl@)=e="@; f@)=sin2vE);  f(e) = (g(x)]); (4
fz) = sinx — se =<0,
"= z?2 —1 se x2>0;
e ” se =<0,
flz)=<1-=x se O<z<l1,
sin(1 — ) se x>1;
0 se =<0,
f(z) = 1 (@ € R);
z® sin — se >0,
T
f(z) = {e(z:’l——U se |z| <1,
0 se |z|>1,

(x) supporre g derivabile su R.
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Esercizio 2. Sia f una funzione derivabile in ¢y = 1 tale che

nel punto zo = 1.

Esercizio 3. Determinare I’equazione della retta tangente al grafico delle seguenti
funzioni nel punto indicato.

@)=y (LD f@ = (@ @) (> 0).

\/E Y

Esercizio 4. Determinare i punti in cui il grafico delle seguenti funzioni ammette
una retta tangente orizzontale.

1 Je+2] 1 e

f@)=z+—;5 [f(2) f(w)—\/m; f(m)zm.

T 24z +1’
Esercizio 5. Calcolare i seguenti limiti uilizzando la formula di de L’Ho6pital o gli
sviluppi asintotici delle funzioni elementari (richiamati negli esercizi 4-5 del Cap. 5):

arcsin . In(2z — 3) . l—cosx . = —sin(2x)
im ———; lim ——=; lim ———; lim —=;
@—0 arctanz = @-2 (22 —4) =0 In(1+ 22)’ 20 z — tan(3z)
. 2 .
9¢ _ gt 1
m S0 gy 2 gy BEND o Qarctans — 1)
z—0+ tanz — z—0 z z—% COSZ z—+00
1
1 i =2
lim 299987 ; lim T ; lim ST : lim (1 + tan :1:)% ;
z—=1— 1 —1 z=1+ \r—1 Inz z—0 xT z—0
. 1 1 | . Vitz—1 i In(2 — cosz)
im |-—————; lm —m——; lim —/—/——m—; lim —————;
=0+ \z In(1+z) 20 In(14322) 7 220+ 3¢ —1 ' 220  sin’z

. 2 .
. SInT —x COST . €e¥ +2cosz—3 ) T? — m®
lim 5 ; lim — ; lim .
e—0  z?tanz z—0 z sinzx a=0+ z(In(l 4+ z) — z)
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Esercizio 6. Determinare in quali intervalli le seguenti funzioni sono monotone
crescenti, in quali sono monotone decrescenti (specificando se si tratta di stretta
monotonia o meno), ed i loro eventuali punti di massimo e di minimo relativo:

? 1 2’ -1 /=2 =1
f(x):.f—-i-l’ f(x)_$2—.’lj', f(x)_$2_4a f(x)_ﬂa
f@)=vVa®+z-z; fl@)=z—]e-5]; fl&)=e "2,
f@) = V/|sin(22)[;  f(z) = @Bz —-1)el?;  f(z) =z —z;

f(x)zln_a:; f(x):m1n2(|x|); f(x):arctanx—hl%; f(x):xe :

x r—1

f(z)=sinz —z; f(z)=cos(v2z)+1x; f(x):ms(x—i—Q)%.

Esercizio 7. Verificare che, se f e g sono funzioni continue sull’intervallo |a, b], e
derivabili in ]a, b[, che soddisfano

lim f(z) < lim g(z)

Tz—a+ Tz—a+
fllz)<d(x) Vazela b,
allora si ha
f(z) < g(z) Vz €la,b.

Esercizio 8. Verificare le seguenti disuguaglianze:

(a) Imz<z Vz>0;
(b) lzr<z’-z Vz>0;

(¢c) e*>14+z Vu

(d) ez21+m+? Va>0;
72
(e) e”§1+a:+§ Vz<0.

1

() f@)=0, f@)=e dove @)=y
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(b)  f@)=3 f@)=-3 dove [()=g5 5
© f@)=2 fl)=-1, doe  f@)=sin(5 )
@ f@)=5 f@)=-1, dove f{@)="";

@ f@=0 f@)=—z dove f@)=aze

() f@)==2 f@)=3 dove f(z)=- wlﬁ

(8) f(z)=0, f(z)=1, dove f(z)=|z|—cosz+1;
(B) f@)=3 f@)=0 dove f(x)=arctan(3—|e—1))+2;

i) f(z)=1, f(x)=-1, dove f(z)==x arctanz.

Esercizio 10. Determinare gli eventuali punti di massimo e di minimo relativo ed
assoluto delle seguenti funzioni:

(@) f:10, +oo[ 5 R,  f(z)=a/[Inal;
b) fRoR,  f@)=2- /[ —9;
() f:[-L1Y-R, f(z)=2z— arcsin(2z);
@ f:0,0=R,  f@)=F-3Va;
i
f

(e) :[—=m, 7] = R, f(z) =z +sinzx;

(f)

z
R R, e —
/(@) 2 +1

(8) [f:[-221 =R, [flz)=zvi—2?

(h) f:-L1=R,  flz)=—5—

@)  F:0,x[=R,  f(z) =
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G f:0-22=R, fz)=€z—-1];
k) f:[-1L2-R, f@@)=vz-1+ua;
O fi=2,2=R, fl@)=22e";

(m) f:[1,4-=R, fl@)=2"e";

(n) f:R—=R, f(z) =2%e;
©) f10A-R, )=t
() fiR-R, f(@) =z {/n® |al
(@) f:R—R, f@)=(z—1)e=;

(r) f:le} Ve =R, f(z)=In’z+Inz.
Esercizio 11. Determinare 'immagine delle seguenti funzioni:

(@ [f:R-=R,  flz)=3-I]a?—4];

(b)  fiI0, 4ol R, f(a)= 1
@ FRVI) SR, )=

(@ f:[=22]=R, flz)=elz-1];

() fiR\{2} 2R,  f(z)=ef .

Esercizio 12. Stabilire in quali intervalli le seguenti funzioni sono convesse (concave
verso l’alto), ed in quali sono concave (concave verso il basso), e determinare eventuali
punti di flesso:

f@)=ze ) f@)=zV1-2%; f(z)=er1; f(z)=In(1+][2>—-1]);

f@) =Vl =1];  fe) =VI-sinz; f(z)=a—tanz; f(2)=]s" - 2];
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1 f@)=zeC ot f(z) =sin(v22)+2%;  f(z) = —5

Inz’ z

f(z)

Esercizio 13. Per ciascuna delle seguenti funzioni f tracciare il grafico e:

(i) Stabilire il dominio naturale di definizione e determinare eventuali punti di di-
scontinuita di f (specificando se si tratta di discontinuita di salto o di discon-
tinuita infinita).

(ii) Studiare il segno della funzione: determinare 'insieme di positivita di f.

(iii) Calcolare i limiti della funzione negli estremi del suo dominio di definizione e
determinare eventuali asintoti (orizzontali, verticali ed obliqui).

(iv) Determinare eventuali punti singolari di f (specificando se si tratta di punti
angolosi, di punti di flesso a tangente verticale, di cuspidi, o di punti in cui
il rapporto incrementale della funzione non ammette nessuno dei due limiti
unilateri).

(v) Studiare il segno della derivata: determinare 'insieme di positivita di f’ e sta-
bilire in quali intervalli la funzione € monotona crescente ed in quali intervalli
€ monotona decrescente. Determinare inoltre eventuali punti critici di f.

(vi) Determinare eventuali punti di massimo o di minimo relativo ed assoluto di f,
e determinare 'immagine della funzione.

(vii) Studiare il segno della derivata seconda: determinare 'insieme di positivita
di f” e stabilire in quali intervalli la funzione & convessa ed in quali intervalli
e concava. Determinare inoltre eventuali punti di flesso di f.

fl@)=aet.
(b)
f(@) =2 {/in?[al.
© 2
o) = =22

(d)

f(z) = arcsin(z — 32%).
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(e)

(f)

(g)

(h)

(i)

§)

(k)

)

(m)

(n)

(o)
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f@)=In2+ze™®).

1+ coszx

@) = T Teinal
3 sinx

fa)=2— 2+ cosz

flz)=zi(z—1) 3.

z (In |z|—1) # 1
e se x ,
-]
1 se =
1—¢e* se =<0,
f(z) = ¢ sinx se 0<z<m,

4+ (l-mz—m se T>T.
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Esercizio 14. Scrivere la formula di Taylor delle funzioni seguenti:

(a) f(z)=sinz  di punto iniziale zo=0, e diordine 5;
(b) f(z) =sinz  di punto iniziale zy=7, ediordine 5;
(c) f(z)=expz dipunto iniziale zy=0, e diordine 5;
(d) f(z)=expz  dipunto iniziale z9=1, e diordine 3;

() f(z)=Inz dipunto iniziale zy=1, ediordine 3;
(f) f(z) =In(1+2?) di punto iniziale 1z, =0, e diordine 4;
(g) f(z)=+/r dipunto iniziale zy=2, ediordine 2;

(h) f(z) =tanz  dipunto iniziale zo=7%, ediordine 3;

(i) f(z) =cosz  di punto iniziale zy=m, e diordine 4.

1
Esercizio 15. Si considerino le funzioni f(z) = ﬂ, g9(x) = li Si ha:
x nx

I grafici di f e g si intersecano in due punti.

I grafici di f e g si intersecano in un punto in cui la retta tangente al grafico
di f ha pendenza opposta a quella della retta tangente al grafico di g.

Uno (almeno) tra i grafici di f e di g non ammette rette tangenti orizzontali.

@ Nessuna delle altre risposte € corretta.

Esercizio 16. Si consideri la parabola di equazione y = z?, ed un punto (zo, ¥o)
del piano cartesiano. Si ha:

Se yo < x2 , esistono due distinte rette tangenti alla parabola passanti per (zg, ¥o)-

Esiste (almeno) una retta tangente alla parabola passante per (zg, yo), qua
lunque sia il punto (zo, yo)-

[

Se yo < 73 , esistono due distinte rette tangenti alla parabola passanti per (zo, o).

=l

Nessuna delle altre risposte € corretta.
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Non esistono punti in cui il grafico di f ammette una retta tangente orizzontale.

Esiste un solo punto in cui il grafico di f ammette una retta tangente orizzon
tale.

Esistono due soli punti in cui il grafico di f ammette una retta tangente
orizzontale.

Esiste (almeno) un punto in cui il grafico di f non ammette una retta tangente.

Esercizio 18. Si considerino le funzioni f(z) = az?, g(r) =a(z —2)?. Si ha:

D

Esistono due valori di o € R per cui i grafici di f e g si intersecano in un punto
ad angolo retto.

Esiste un solo valore di @ € R per cui i grafici di f e g si intersecano in un
punto ad angolo retto.

Non esistono o € R per cui i grafici di f e g si intersecano in un punto ad
angolo retto.

Nessuna delle altre risposte € corretta.

Esercizio 19. Fissati o, 8 € R, si consideri la funzione f :]0, +00[ — R definita

da

f(z) = {ln(xa) +5 se z€]0,1],

B e” se z€]l, +oof.

Esiste una coppia di «, £, con a # 3, per cui f € continua e derivabile;
Esiste piu di una coppia di «, 8 per cui f e continua e derivabile;
Non esistono coppie di o, 3 per cui f & continua e derivabile;

Esiste una sola coppia di «, 8 per cui f € continua e derivabile.
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Esercizio 20. Sia f una funzione definita in un intorno di xo, derivabile in xg, e
si consideri I’equazione

lim f(:l:O + h) - f(l’o - h) _ fl(xO)

h—0 ah

nella variabile o € R. Si ha:
Se f'(zg) # 0, esistono due soluzioni dell’equazione ;

Se f’ Zo

)
(z9) # 0, esiste una sola soluzione dell’equazione ;
Se f'(zg) = 0, non esistono soluzioni dell’equazione ;
(o)

[D] Se f'(z) # 0, esistono infinite soluzioni dell’equazione .

Esercizio 21. Sia f wuna funzione derivabile in un intorno di z(, avente derivata
seconda in xg, e si consideri la funzione

f(zo+h) —2f(z0) + f(xo — h)

g(h) = 2

h#0

definita in un intorno di zero (escluso zero). Si ha:
lim g(h) = f"(xo);
h—0
lim g(h) = 0;
lim g(h) = 2f'(x) ;
h—0
@ Se f'(zg) # 0, allora }lliII(l) g(h) non esiste finito .
—

Esercizio 22. Si consideri la funzione f definita da

1
2a:+x251n<—> se x#0,
x

0 se x=0.

fz) =

Si ha:
f & derivabile ed esiste un intorno di g = 0 in cui f & crescente.
f non e derivabile in zy = 0.

zo = 0 € un punto critico di f.

EIEIES

Nessuna delle altre risposte € corretta.
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Esercizio 23. Si consideri I’equazione

e® = (r + a)? (a € R).

Stabilire quale delle seguenti affermazioni & corretta.

D

L’equazione ha 3 soluzioni se a > 4 (1 —In4).
L’equazione ha 2 soluzioni se a < 4(1 —In4).
L’equazione ha una sola soluzione per qualsiasi valore di « .

Esiste a € R per cui I’equazione non ha soluzione.

Esercizio 24. Si consideri la funzione f(z) = 27 (¢*” — sin(z?)) . Si ha

D

13!
f12(0) = 3
f12(0) = 213!.
£13(0) = 0.
) =-3.
3

Esercizio 25. Data una funzione f : R — R derivabile, stabilire quale delle seguenti
affermazioni e corretta.

D

La funzione derivata f’ puo avere delle discontinuita di salto.

Se hI}_l f'(z) =0, allora f ha un asintoto orizzontale.
r—r+00

Se f ha un asintoto orizzontale, allora lir+n f(z)=0.
T—r+00

Se f e pari, allora f' & dispari.

Esercizio 26. Data una funzione f : [a, b] — R, stabilire quale delle seguenti
affermagzioni & corretta.

af[=][>]

El

Se zy € punto di massimo assoluto per f, allora f deve essere continua in zg.
Se zo € punto di flesso per f, allora f”(z9) =0.

Se zo € punto di massimo relativo per f, ed f & derivabile in zq, allora si
ha f'(zo)(x — zo) < 0 per ogni z € [a,b)] .

Se zy € punto di minimo relativo per f, ed f e derivabile in zq, allora si
ha f'(z9) =0.



7.2. SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI

7.2 Soluzioni degli esercizi a risposta multipla

Es. 15
Es. 16
Es. 17
Es. 18
Es. 19
Es. 20
Es. 21
Es. 22
Es. 23
Es. 24
Es. 25

C T ErrEEUE 00

Es. 26



