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Esercizio 1. Studiare la derivabilita e la differenziabilita delle seguenti funzioni.
Per ciascuna di esse, dopo averne determinato il dominio naturale, si calcolino le
derivate parziali prime ed il gradiente nei punti in cui & derivabile. Si determini
inoltre 1’equazione del piano tangente al loro grafico, e si scriva il loro differenziale
nel punto (zg, yo) indicato.

(@)  flz,y) =2’y +2zy — >+ Tz, (2o, yo) = (1,—1);
(b)  f(z,y) =cosz, (2o, yo) = (7,1);

(c)  flz,y) =In(l+e™), (2o, %)= (1,0);

(d)  flz,y) =aye’ ", (20, yo) = (1,-1);

(e) f(z,y)=yvz, (0, %) =(0,0);

(f)  f(z,y) =evcos(zy), (o, yo) = (0,1);

(&) Sl = 2 (o0 w) = (V2 -1);

(h)  f(z,y) = arctan(z /y), (2o, Yo) = (=3,4);

@) flzy) =y@"Y, (20, yo) = (-1, 1);

() fley)==L (%0, %)= (m,—-1);

&)  flz,y) =W (F2), (2o, %) = (0,-1);

(1) flz,y) =e(sinz +cosz), (2o, y0) = (-7,0);
)

(m)  f(z,y) = (cosz)™¥, (20, y0) = (0, %)

Esercizio 2. Per ciascuna delle seguenti funzioni, stabilire se esiste la derivata direzionale
nel punto (zo, yo) e lungo la direzione v = (v, v7) indicate, ed in tal caso calcolarla.

(a) f(xay) = x2y + 2zy — y27 ('7707 yO) = (17 _1)7 (Ula ’Uz) = (COS 0, Sine);
(b) f(x’y) = ye_yQa (an yO) = (1’0)’ (Ul’ UQ) = (%’ %) )
() fl@y)=lz—ylz+y), (20,%)=(1,1), (v1,v2)=(1,0), (0,1);

(d) f(xay) = |.’L‘y| 111(1 + J,‘y), (wO, yO) = (070)7 (Ulv ’02) = (COSQ, Sine);
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(e) f(z,y) =+ylx—1), (o, %) =1(1,0), (v1,v2) = (cosb,sinb);

zwy . se (.’L’, y) 7é (07 0) )
¢ zy) =4 =
)  flz,y) { 0 se (z,y) = (0,0),

(.730, yO) = (070)7 (Ula ’Uz) = (170)7 (07 1)7 (%7 7))

S,_.
no
N—

~_—  se (z,9)#(0,0),
(g) f(x,y){ vy !
0 se (z,y) =(0,0),
(%o, yo) = (0,0), (v1, v2) = (cosb, sinf);
2 se (z,y) #(0,0),
h z,y) =< "1
W few { 0 se (y)=(00),

(1’0, yO) = (070)’ (Ula U2) = (1’0)’ (\/ﬁa 1)a (2’2)5

?ysin (L)  se zy#0,
(i)  flzy) = v
0 se zy=0,
(zo, yo) = (0,0), (v1, v2) = (cosb, sinh);
0 se [|y[<+/[|z] oppure z=0,
1 altrimenti,

(zo, yo) = (0,0), (v1, v2) = (cosb, sinfh).

(a)  flz,y) = V2% = 2¢7;
(b) f(z,y) =e¥sinz;

() f(z,y)=In(1+=zy);
(d) flz,y) =ze’ —ye;
(e) flz,y) =In(2®+y?);
)  flzy)=y";

(&) f(z,y)= arctan (2);



3.1.
my(nggz) se
(h) f(fc,y)Z{ T
0 se
2 o z
(i) f@wz{ym<) ~
0 se

Esercizio 4.

DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIABILITA

(z,y) # (0,0),
(z,y) = (0,0);
y#0,
y=20.

13

Calcolare la derivata prima e seconda della funzione composta

h=go f per le seguenti coppie di funzioni.

—

(@ fO)=0+2t,1-1),  glz,y)=2>+y*;
(b)  f(t)=(cost,sint),  g(z,y) =2* +y*;

(c) f{t) = (tcost, tsint),  g(z,y) =In(z? —y?);
d)  fOy=tte),  glz,y) = V22 +¢*;

()  f(t) = (el cost, e'sint), g€ C'(R%, R).

Esercizio 5. Calcolare le derivate parziali prime e seconde della funzione composta

h=go f per le seguenti coppie di funzioni.

—

9(z,y) = 2° + 2zy;

(@ flst)=@s+2t,s-1),  g(z,y)=2>+y*

(b)  f(s,t) = (s cost, s sint),  g(z,y) = 2+ *;

(c) f(s,t) = (s cost, ssint),  g(z,y) = In(z® + ¢?);
(d)  f(s,t) = (e* cost, e* sint),  g(z,y) = arctan (¥);
() fls,t)=(—s+Vs2+e2, —s—Vs?+12),

(6)  fls,t)=(s2—#, 2st),  glz,y) =2;

(8) = (Vs> + 12, arctan (%)), g €CY(R% R).
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Esercizio 6. Data una funzione ¢ : R — R derivabile, si consideri la funzione
f: R* = R definita da  f(z,y) = [0 Y ¢(t) dt.  Stabilire quale delle seguenti
affermazioni e corretta.

£2(0, 2km) + £,(0, 2kx) =0 per ogni k€ Z.

fo(z, y) + fy(z, y) #0  perogni (z,y) € R*.

fela, %) -}—\@fy(x, ﬁ) #0 perogni ze€R.

D] falw,y) — fy(w, y) #0 perogni (z,y) € R®.

Esercizio 7. Fissati «, 8 >0, si consideri la funzione f, s : R? — R definita da
|z|*]y|?

faglmy) =4 2 +g? (z,y) # (0,0),
0 se  (z,y) = (0,0).

Stabilire quale delle seguenti affermazioni e corretta.

fap € differenziabile in (0,0) se a+ 3> 2.

fap mnon & differenziabile in (0,0) per ogni «,5>0. .
fap ¢ differenziabile in (0,0) se a+ 3> 3. .

@ fap € derivabile in (0,0) per ogni «,5 > 0.

Esercizio 8. Fissato o > —1, si consideri la funzione f, : R? — R definita da

fa(z,y) =

|zy|* In(1 +2y) se xy#0,
0 se zy=20.

Stabilire quale delle seguenti affermazioni e corretta.

Esiste a > —1, per cui f, non & derivabile in (0,0).
fa & differenziabile in (0,0) per ogni « > —1.

fo non & differenziabile in (0,0) per ogni a €| —1, 1.
D] f. e differenziabile in (0,0) per ogni a > -3
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Esercizio 9. Fissato o« > 0, si consideri la funzione f, : R> — R definita da

|2]* siny

se (z, 0,0),
o) = (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) =(0,0).

Stabilire quale delle seguenti affermazioni & corretta.

fa € differenziabile in (0,0) per ogni « > 0.

fa & differenziabile in (0,0) per ogni « > 1.

fa non e differenziabile in (0,0) per ogni «a < 2.

@ Esiste « >0, per cui f, non & continua in (0,0).

Esercizio 10. Si consideri la funzione f : R? — R definita da

z?sin (1) + y?sin (= se xzy#0,
P
0 se zy=20.

Stabilire quale delle seguenti affermazioni e corretta.
f & differenziabile in R2.

f non & derivabile in {(z,y) € R : zy = 0}.
f non é derivabile in (0,0).
f

Elje)

non & continua in (0,0).

Esercizio 11. Data una una funzione f : R — R derivabile, si consideri la funzione
Jo : R? — R definita da  go(z,y) = f(v/22 + ay?), a € R.  Stabilire quale delle
seguenti affermazioni e corretta.

A| Esiste a € R tale che |Vga(m,y)| = \/x2+ay2‘f’(\/a:2+ay2)| per
ogni (z,y) € R%.

Esiste a € R tale che |Vga(a:,y)| = |f’(\/x2 + ozy2)‘ per ogni (z,y) € R?.

Esiste a € R tale che Vgu(z,y) = a f'(v/22 + ay?) per ogni (z,y) € R%.

Nessuna delle altre risposte € corretta.

=] [al
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Esercizio 12. Si consideri la funzione f(z,y) = |y|In(1 + sin(z? + %?))|. Si ha:

f e differenziabile in tutti i punti del suo dominio naturale.

D

Esercizio 13. Fissato o € R, si consideri la funzione f, : R? — R definita da

e derivabile in tutti i punti del suo dominio naturale.

e differenziabile in tutti i punti in cui & derivabile .

- = =

non e continua in almeno un punto del suo dominio naturale.

y2
lz|*e"=2  se x#0,
fa(z,y) =

0 se x=0.

Stabilire quale delle seguenti affermazioni e corretta.

fa & derivabile in (0,0) lungo qualunque direzione v = (cos#,sinf) per
ogni a > 0.

fo & differenziabile in (0,0) per ogni « > 1.
fa € continua in (0,0) per ogni « € R.
@ fo mnon & differenziabile in (0,0) per ogni «a < 2.

Esercizio 14. Si consideri la funzione f : R?> — R definita da

2

Y se (x, 0,0),
[N By (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) =(0,0).

Stabilire quale delle seguenti affermazioni e corretta.

f ¢diclasse C2(R%).
£24(0,0) — £,(0,0) = 0.
f ediclasse C'(R?).
D] £.,4(0,0) + £,4(0,0) = 1.



3.1. DERIVATE PARZIALI E DIFFERENZIABILITA 17

Esercizio 15. Si consideri la funzione f(z,y) =2z¥ —y*. Siha:

D]

La direzione di massima crescita di f nel punto (1,1) & quella della retta
y = —z nel verso positivo dell’asse x.

La direzione di massima decrescita di f nel punto (1,1) & quella dell’asse y
nel suo verso negativo.

Esiste v = (cos#, sinf) per cui la variazione di f in (1,1) nella direzione
di v soddisfa D,f(1,1) =+2.

Per ogni v = (cosé, sinf) siha D,f(1,1)#0.

Esercizio 16. Fissato o € R, si consideri la funzione f,(z,y) = cosz el %" te¥),
Si ha:

Esiste o € R tale che la direzione di massima crescita di f, nel punto
(1,0) & quella dell’asse y nel suo verso positivo.

Esiste « € R tale che max {D, f,(1,0) : |v| =1} =
Esiste a € R tale che il vettore V f,(1,0) e parallelo alla tangente alla curva
{(z,y) eR® : fa(z,y) =€ '} in (1,0).

Esiste a € R tale che la direzione di massima crescita di f, nel punto
(1,0) & quella della tangente al grafico di In(2 — z) in (1,0) nel verso
negativo dell’asse x .

Esercizio 17. Data una funzione f : R? — R derivabile, stabilire quale delle
seguenti affermazioni e corretta.

=l o [=

f & derivabile in ogni punto lungo qualunque direzione v = (cos,sin#) e si
ha D, f(z,y) = (Vf(z,y), v).

Se Vf(z,y)=0 su A={(z,y) €R? : zy >0}, allora f & costantesu A.

Se fu(z,y) = €Y cosz, allora esiste una funzione ¢ : R — R tale che
fy(z,y) = €¥ sinz + ¢(y) .

f ammette massimo e minimo assoluto su ogni insieme chiuso e limitato.
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Esercizio 18. Data una funzione f : R?2 — R di classe C? che soddisfa I’equazio-
ne fuu(z,y) + fyu(z,y) = 0 per ogni (z,y) € R?, stabilire quale delle seguenti
affermazioni & corretta.

Sia g € C*(R?) un’altra funzione che soddisfa ’equazione

9oz (T, Y) + gyy(z,y) =0V (z,y) €R?

e si consideri la funzione prodotto h(z,y) = f(z,y) g(x,y). Allora, se
heo(2,y) + hyy(z,y) =0 V (z,y) € R?,

si ha che (Vf(z,y), Vg(z,y)) =0 V (z,y) € R2.

La funzione composta g(p, 8) = f(p cosf, psinf) soddisfa ’equazione
9oo(%:Y) + 32900(p,0) =0V (p,0) € ]0, 00[x]0, 27[.

La funzione composta ¢(p, 8) = f(p cosf, psinf) soddisfa ’equazione
9op(2,Y) + go0(p,0) =0V (p,0) € ]0, 00[x]0, 2[.

@ La funzione composta g(p, 8) = f(p cosf, psinf) soddisfa ’equazione
9p6(p,0) =0V (p,0) €0, oo[x]0, 27].

Esercizio 19. Data una funzione f : R — R derivabile, si consideri la funzione
xz

gz, y)=f (5), y # 0. Stabilire quale delle seguenti affermazioni & corretta.

Non esiste a € R per cui si ha
*9:(z,y) + agy(z,y) =0 V (z,y) €ER? t.c. zy#0.
Se f(1)=1 e g soddisfa 'equazione
Y9:(z,y) —zgy(z,y) = -4  V(z,9) €R® tc. zy#0,
allora si ha f(t) = arctant + } — 7.

Esiste (zg,y0) tale che f’(z—g) #0, e Vg(zo, yo) = (0,0).

@ Esiste (zg,yo) tale che Vg(zo, yo) € parallelo all’asse y.
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