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Esercizio 1. Scrivere la definizione formale dei seguenti limiti (formulandola sia
tramite le successioni che tramite gli intorni):

(a) f:[0, +oo[—= R, lim f(z) = —5;

z—3

(b) f:]—o0, 0] =R, lim f(z) = v2;

(© fil2,+oo[=R, lim f(@)=0;
@ fil-oo ~1 =R, lim fla) =2
@ fi-22=R,  lim () = —oo;
() fi)-o0, 0] >R, lim_f(z) = +oo;
() f:B+x[=R,  lim f(z)=—oo;
() F:03(=R,  limf(z) = —oo;
() fiRoR, lm () = +oo;

M) fiRoR,lim fla) = —oo.

Esercizio 2. Utilizzando la definizione formale di limite formulata tramite gli
intorni verificare che:

1 1 1 1
limx2:0; lim =—; lim i:__;
z—0 z—=1zx +1 2 z——1722 —1 2
. . 1 .3
lim vz =1; EEToo\/m_o’ limz®=8;
1 1
lim =+o00; lim =—00; lim vz =+00.

z—=1+ 2 — 1 z—=1—x — 1 T—+00
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Esercizio 3. Ricordando i seguenti limiti notevoli

lim sinz p (5.1)
z—0 X
. 1—cosz 1
I T3 (5:2)
1 x
lim <1 + —) =e, (5.3)
r——+00 T
In(1
lim M =1, (5.4)
z—0 x
-1
lim ¢ =1, (5.5)
z—0 x
1 @1
lim d+z)—1 =a, (a € R), (5.6)
z—0 x
utilizzando eventualmente il confronto asintotico tra funzioni
fi~gi, fa~rgo per z—1x = lim filz) = lim fa(z) (5.7)
aveo g1(z) @0 ga(x)
e la gerarchia degli infiniti
1 B
im 87" oy 50, a>1,

a

im =0 Va>0,a>1,

z—+oo %

stabilire quale dei seguenti limiti esiste (finito o infinito), ed in tal caso calcolarne il
valore:

. 22 —6x+9 24+3r—-10 . Jr—-3 . i+z-—-2
lim——m—; lim———; 1 ;o lim ——;
z—3 2 —9 z—2 2 —4 z—=9 £ —9 z—0 x

. z+2) . Bz —1] — |3z + 1] |z =2 |z = V2

lim ; lim ;o lim ———; lim ———;
z—=—2 ¢+ 2 z—0 xT 2—/2— 2 -2 2+ 2 -2

.|z +2 .|z +2 .28 -T2 +5 . rr-5

lim ——; m —; ————  lim ;
e>—2— £+2 a2+ £+2 29t+0 9422 — 723" zo-00x — 22

222 +sinx y 3z —1 , 3z —1 lim |z]

lim ———; im : lim : i
z-+oo 3x2 + cosx ' etoo \/Br2 + 2x — 1 z-o0 /5gZ £ 2z — 1 a@--2+

] x\/ac+2(1—\/3a:+5) ) . 11—z . .
lim ; lim |z]; lm|——|; lim |z]; lim |z];
T—+00 5,7,'2 —3x+7 T—>—2— z—2 2 z——2 z——2.5
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. 2z 4+ 3e” i 1 . Inx . tanz + 22
lim ————; Ilim =z (ez — 1) ; lim ;o lim ———
z——00 L + +/—T z—+o00 z—1 g —1 z—0 sin® ¢ + 2z
. In(1+ 3z?%) . 1 . x5 —22%+3
lim ————; lim sinxcos <—) ;o lim ————;
z—0 I (62’” — 1) z—0+ T z——o00 23 — b2 4+ 1
. 223 —br’+z . sin(2z) — z + 25 . cos(3xz) — 1+ x?+2°
lm —— ; lim ; lim S ;
z—-00 5 — 223 4+3  a—0+ x? — 5z a0+ e® — 14 Tx?2 — 53

. In(1+ 2% -3z + 28 , 1+ |sinz|\* .. tanz—sinz
lim : lim [ ——~) ; lim —————
z—0 .’123

w0t 11221 | asiw\ @
|

. ¥+ zxsinz cos T ) 1 1 x+ 2
im ———; - —tanz ); lim —In ;
z—0 1 —cosz e3 T — 5 a5 \COSZT =0+ T 1+z

lim

lim (\/a:2+2:v—\/:v2—2a:); lim ————;
z——00 =0+ x5 — 23
(il simbolo |«| denota la parte intera di «, cioé quell’'unico numero intero |« che

soddisfa le disuguaglianze |a] < a < |a| +1).

Esercizio 4. (N.B. non richiesto per la prima prova parziale) Utilizzando
eventualmente il confronto asintotico tra funzioni (5.7), la gerarchia degli infiniti
(5.8), ed i seguenti sviluppi asintotici delle principali funzioni elementari

sinz =z + o(x) per z — 0, (5.9)
72

cosz=1-— 5t o(x) per z—0, (5.10)

arctanz = x + o(x) per z — 0, (5.11)

In(l1+2z) =2+ o(x) per z — 0, (5.12)

e =1+z+o0(z) per z—0, (5.13)

(14+2)*=14az+o(x) per z—0, (e € R), (5.14)

stabilire quale dei seguenti limiti esiste (finito o infinito), ed in tal caso calcolarne il
valore:

In(cos ) i In(2 — cos x) i S R
. lim : :

lim ————; — ; lim
e—0tanz-sinz’ 220 sin®z + 322 — 723’ 0+ In(1+z)

cos(z + %) — 1+ 2* + 2% i (cos(2z) — 1)(sin(z?) + z?)

)

I
250 e(B2?+2%) _ 1 Toa0 (e — 1+ 2zt + 425) e

. z((14 )3 +5z — 2?) , Te” , T e”
lim 5 ; lim ; lim
z—0 e — 14322+ 13 a0+ 22 (e + e —2)" 20 22 (e +e%—2)

Y
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1 1 2 . 1 2 2 1 6 _ _sinz
lim z? (1 + —) o1 ; lim COS. a; e ; lim (L+z)" e .
@00 32 =0  sin®zx 4 5z? =0 1 — cos(22? + 3x)

Esercizio 5. (N.B. non richiesto per la prima prova parziale) Utilizzando
eventualmente il confronto asintotico tra funzioni (5.7), la gerarchia degli infiniti
(5.8), ed i seguenti sviluppi asintotici delle principali funzioni elementari

3

sinx =z — % + o(z*) per z—0, (5.15)
2 4
cosle—?—l—z—l—o(ms) per z— 0, (5.16)
73
tanz = x + 5 + o(z*) per z — 0, (5.17)
3
arctanz = x — 3 + o(z*) per =z —0, (5.18)
2 3
oz 3
ln(l—i—x):w—?—l-?—{-o(a;) per z—0, (5.19)
e =14+z+o(z) per x — 0, (5.20)
3
sinhz =z + ) + o(x?) per z —0, (5.21)
2 4
coshx:1+7+a+o(x) per z—0, (5.22)
2 3

T T

(1+x)°‘:1+ax+a(a—1)3+a(a—1)(a—2)3' +o(z*) per z—0

(a €R), (5.23)

stabilire quale dei seguenti limiti esiste (finito o infinito), ed in tal caso calcolarne il
valore:

1 —cosz +In(cosz) sin(2z) — tan(2z + z?)

. . . . 5z 2 % .
i x4 ’ zlgclllJr z (1 —cos?x) o (¥ +27)
. sinh(z?) —In(1+2?) .. sinz — In(e®cosx) _ % — gsin®
lim = ; lim - ; ;
20 z? (e®® —1) 20 rsinz =0+ z (In(1 4+ z) — x)
2
lim V422 + 2z — (82 +2%)5;  lim 2z(z —1) —2°In (1 + sin (—)) ;
T—+00 T—+00 T
2 —1-rl +1+iln(l—z)—1
lim (sinz + 1) lim cosz (x zhoz) . Ve 2 In(1—z) ;

70 a0+ x22 —1—2zxlnx = 250 coshz — cosz
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_ In(1+2?) —sin’z | (1+z+22): —e
lim ; lim T .
2-0 €% (1 —cosz+z*)’ 250 g arctan (1)
Esercizio 6. Si consideri una funzione f:]—a, a[— R, tale che liII(l) f(f) =-2.
T— T
Si ha:
lim f(z) =0 e hm@;éo.
z—0 z—0 X
: _ . flz) _
liy f(2) =0 e lim =7 =0,
lim f(z) =400 e im 1) _ .
z—0+ z—=0 X
@ lim@:O e lim@:—koo.
z—0 €T z—0+ ;1:3

Esercizio 7. Date due funzioni f, g :]a, +oo[— R ovunque non nulle, stabilire
quale delle seguenti affermazioni e corretta.

Se f~g per xz— 400, allorasiha lim f(z)—g(z)=0.

T—+00

Se lim f(z)—g(z) =0, allorasiha f~g per z— +00.

r—+00
Se f~g per z— +oo, allorasiha ef ~ed per z — +00.
@ Se f~g per x — +oo e g élimitata, allorasiha lim f(z)—g(z)=0.

T—r+00

1
Esercizio 8. Si consideri una funzione f:]0, 1[— R, tale che lirf f (—) =2,
n—-+o0o
Si ha:

lim f(z)=0.

z—0+

lim f(z) puo non esistere.

r—0+

D] lim f(z) = +oo.

z—0+
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Esercizio 9. Si considerino le funzioni f(z) = sin (l) - (cosz — 1), g(x) = 2.
Si ha: T

f e g sono infinitesimi dello stesso ordine per z — 0.

f~g per z—0.

f e g mnon sono confrontabili per =z — 0.

@ f e un infinitesimo di ordine superiore a g per z — 0.

Esercizio 10. Stabilire quale delle seguenti funzioni € prolungabile con continuita
(ammette un’estensione continua) in z = 0:

(Al f@)=e
f(z) = arctan (%) .

flz) = e/l

D] fla)=e "

Esercizio 11. Data una funzione f : [a, b] — R, stabilire quale delle seguenti

affermazioni e corretta.

Se f & continuain |a, b , allora & limitata.

Se f eillimitatain [a, b], allora ha almeno un punto di discontinuita.

Se f écontinuain |a, b[ ,ed f(a)=a, f(b)=0b,allora f ha uno zero
in [a,bl.

D] Se f &limitatain [a, b], allora ha un punto di massimo assoluto.

2
Esercizio 12. Data la funzione f : [0, 2] — R, definitada f(z) =z — % , stabilire

quale delle seguenti affermazioni e corretta.
Il massimo di f & 1, il minimo non esiste.
Il massimo di f & 2, il minimo & zero.

Il massimo di f e %, il minimo e zero.

1
2

EIRIEIER

Il massimo di f € 3, il minimo non esiste.

Esercizio 13. Si consideri la funzione f :]0, 6] — R, definita da z? — 4z +2. Si

ha minimo e massimo assoluto.
non ha minimo assoluto.

non ha massimo assoluto.

Sl|YEIER:S
-

non ha né minimo né massimo assoluto.
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Esercizio 14. Data una funzione f : R — R, stabilire quale delle seguenti
affermazioni e corretta.

Se f & invertibile allora & limitata.
Se f & invertibile allora e continua.
Se f e invertibile allora € monotona.

@ Se f e continua ed invertibile allora e strettamente monotona.

Esercizio 15. Data una funzione f : R — R continua e periodica, stabilire quale
delle seguenti affermazioni & corretta.

f ha infiniti punti di massimo e minimo assoluto.

ha al pitt un punto di massimo assoluto ed un punto di minimo assoluto.

e illimitata.

] [o] [=] [>]

f
f ha punti di massimo assoluto ma non ha punti di minimo assoluto.
f

Esercizio 16. Determinare gli eventuali asintoti (orizzontali, verticali ed obliqui)
delle seguenti funzioni (definite nei loro domini naturali):

T+5 2 -1 a1
f<$):(a:—3)(x+4); f(x)zarctan<2x+1>; f(z)=|z+6le= ;

x Btz —1—|z—1 /1
f(x):1n<x+2>; flz) = 2 d ; f(x):arcsm(g);
@)= foy s L f) = DD ) = e

B |3.’IZ+2|;

1 222+ 3 5
flx)=€'"; f(z)= s f(z) = /|3 — 2?;

r—1

Esercizio 17. Si considerino le funzioni (a), (b), (c), (d) dell’esercizio 1 del Cap. 3.
Per ciascuna di queste funzioni, si stabilisca se esistono i limiti unilateri (destro e
sinistro) e bilateri negli estremi degli intervalli che compaiono nella definizione della
funzione, ed in tal caso se ne calcoli il valore. Si determinino inoltre eventuali asintoti
(orizzontali, verticali ed obliqui) di queste funzioni.
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Esercizio 18. Stabilire quale delle seguenti funzioni ammette la retta y =
come asintoto obliquo (unilatero) per z — +oc.

flz)=z+Inz.
f(@)
f(z) =z +sinzx.
D] f(=)

Esercizio 19. Si consideri una funzione f : [0, +oo[ — R, che soddisfi le disugua-
glianze

1
5x§f(x)§5x+3—x Vaz>0.

Si ha:
f ammette un asintoto orizzontale per z — +o00.

f non ha asintoti.
f ammette un asintoto obliquo per z — +o0.

@ f ammette un asintoto verticale in un punto zo > 0.
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5.2 Soluzioni degli esercizi a risposta multipla

Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.
Es.

Es.

10
11
12
13
14
15
18
19

Q Q O W

@9 >0 >0 0



