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1. = Un modellio di traffico stradale.

Per introdwre largomento, pud essere utile iniziare con un
esempio. Supponiamo di voler descrivere I'evoluzione del traffico su
un’autostrada. Possiamo indicare la densita di traffico mediante la
variabile

o = [nuinero di auto per chilometro di strada]

e cercare di capire come questa densitd pud variare, in funzione del
tempo ¢ e del punto x sullautostrada. Fissiamo due punti qualsiasi
a < b. Ad un istante ¢, la quantita totale di auto nel tratto [a, b] &
espressa dall'integrale
b

f@(t, ) d .

[¢3
Questa quantitd puo variare nel tempo, ma non perché aleune auto
vengono create dal nulla, oppure distrutte. La variazione e solo do-
vuta al fatto che le auto si spostano (fig. 1): alecune entrano da e men-
tre altre escono da b. Pertanto

b
d . ,
{1.1) &Er;[g(t, vy de=f(t, a) - f(t, b),

dove f(t, a) indieca il flusso di auto entrante in a, mentre f(¢, b) & il
flusso di auto uscente da b, all'istante ¢. In un caso concreto, tale
flusso si pud misurare ad esempio contando il numero di macchine
che transitano sotto un cavalcavia, nell'unita di tempo.

(*) Preparato in occasione della conferenza tenutza dall’A. all’Assemblea TUMT del
17 maggio 2003, a Bologna,
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- p =densitd di auto
o e i R R W ®
a

'
|

B X
Figura 1

Usando il teorema fondamentale del caleolo, la (1.1) si riserive
nella forma

h b

3 3
f‘é{@(f, x)de = — f -azf(t, ) de .

£ 48

Osservando che lintegrale

b
3 a
—olt, @ +—m'l‘-,.' l
,,f { atQ( ) 5‘azj( m)} di

si annulla ad ogni istante ¢ e per qualunque scelta dell'intervallo
[a, D], concludiamo che la funzione integranda deve essere identica-
mente nulla. Otteniamo quindi la legge di conservazione
(1.2) 3@ + —a—fz 0.
ot o

La (1.2) esprime il fatto che la densita di auto 0 & una guantiti con-
servata (il numero totale di auto & costante nel tempo), mentre /& il
corrispondente flusso.

Conoscendo la densitd iniziale, vorremmo calcolare la funzione o
in tempi futuri. Cio & possibile se riusciamo ad esprimere il flusso f
come funzione della sola variahile o. A tale scopo, osserviamo che

=0 x v

[flusso]

[densita] x [velocita].
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Figura 2

Facciamo ora l'ipotesi semplificatrice che la veloeitd v con cui viag-
giano le auto dipenda solo dalla densita del traffico. Una funzione
v =(p) che descriva questa dipendenza con sufficiente approssima-
zione si pud ottenere per via sperimentale. Ovviamente si trattera di
una funzione decrescente (fig. 2). Se la densita o del traffico ¢ picco-
la, le auto viaggiano pilt velocemente. Quando la densita raggiunge
una soglia critica @ yu, le auto si trovano incolonnate con un paraurti
attaceato al successivo, e nessuna pud muoversi: in questo caso v=0.
La corrispondente funzione di flusso f(g) = gv(g) & illustrata nella
fig. 3. Inserendo questa dipendenza F=f(g) nell'espressione (1.2) e

f=pv(p)

max

Figura 3
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usando la notazione abbreviata p, = do/9t, f, = 3f/3» per indicare le
derivate parziali, otteniamo finalemente la forma standard di una
legge di econservazione:

(1.3) 0y +/().=0.

Conoscendo la funzione densitd o ad un istante iniziale #,, risolvendo
la (1.3) si ottengono i valori di ¢ = o(¢, &) per ogni successivo istante
t > 1. Questa equazione pud quindi essere utile per comprendere
Pevoluzione di un’onda di traffico, o per fare previsioni, entro i limiti
delle approssimazioni imposte dal modello matematico.

2. — La dinamica dei gas.

Fquazioni matematiche in forma di leggi di conservazione sono
state introdotte molto prima dell'invenzione dell’auto e dei problemi
di traffico stradale. Un primo esempio molto significativo si puo far
risalive ad Eulero (1755), che nella memoria [4] ha rieavato un siste-
ma di equazioni per la dinamica dei gas. Il comportamento di un gas
pud essere descritto mediante le variabili

o = densitd p = pressione
v=velocith K = energia per unith di massa.

Per semplicitd, supporremo qui che queste quantitd siano funzioni
del tempo ¢ e di una sola variabile spaziale x: si pensi ad un gas con-
tenuto in un tubo lungo e sottile. Trascurando piceoli effetti dovuti
alla viscositd, Vevoluzione nel tempo di queste grandezze macrosco-
piche & determinata da un sistema di tre leggi di conservazione:
[ 0 3

—0+—

(ov) =0 (conservazione della massa)
ot G

3 3
2.1y ¢ a—t(gv)-k a—(g'uz-i— p) =0 (conservazione della quantitd di moto)
2

e 0
= (oE)+ 5 (oEv+pv) =0 (conservazione dell’energia).
s

L

Trattandosi di tre equazioni in quattro variabili, il sistema (2.1) deve
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essere chiuso mediante una relazione aggiuntiva del tipo
22) p=plo, £)

che determini la pressione come funzione delle altre variabili. Os-
serviamo che 'energia pF si pud scindere come somma di un’ener-
pia cinetica gv%/2 e di una energia interna, dipendente dalla tempe-
ratura 6. La (2.2) si pud quindi ricavare da un’equazione del tipo

(2.3) p=plo, 0),

dove il valore della pressione viene assegnato in funzione della den-
sitd e della temperatura del gas. La funzione p nella (2.3) dipende
ovviamente dal particolare gas considerato. Essa pud essere deter-
minata sperimentalmente, oppure ricavata per via teorica da altri
modelli matematici, per esempio studiando lequazione cinetica di
Boltzmann.

Serivere le equazioni che regolano la dinamiea di un gas é solo il
primo passo in una trattazione matematica del problema. In tappe
sucecessive si cercherd di analizzare le soluzioni, dimostrandone se
possibile Pesistenza e P'unieitd, studiando le loro proprietd qualitat-
ive e Infine sviluppando algoritmi efficienti per il loro ealeolo nume-
rico. Forimule esplicite per le soluzioni, anche se valide solo per casi
particolari, sono pure di grande interesse.

Dopo il contributo fondamentale di Eulero, il primo importante
studio delle equagioni della gas-dinamica & dovuto a B. Riemann, ol-
tre un secolo dopo. Al giorno d'oggi, Riemann é sopratutto noto per
la sua teoria dellintegrale, che costituisce tuttora il fondamento di
molti corsi universitari. Jn geometria, la teoria delle «varieta Rie-
mannianes ha fornito ad Einstein (60 anni pilt tardi) il linguaggio
per desecrivere lo spazio curvo della relativiti generale. In teoria dei
numeri, il suo lavoro, culminato in una congettura sulla distribuzione
dei numeri primi — un enigma tuttora irrisolto — rappresenta uno dei
capitoli pilt profondi dell’intera matematica. Comunque, nel 1860
Riemann trovd anche il tempo di serivere la monografia [11] sulla di-
namica dei gas; forse meno nota, ma anch’essa fondamentale nello
sviluppo di quest’area di ricerea.

L’esperimento concettuale considerato da Riemann é il seguente




420 ALBERTO BRESSAN

(o) v

Figura 4

(fig. 4). Supponiamo di avere un tubo diviso a metd da un diaframma.
All'istante iniziale, nella meta sinistra mettiamo un gas con densita
costante o ~ e velocita v . A destra del diaframma, il gas avrd inve-
ce una diversa densita ¢ © e velocitd » *. Immaginiamo ora di rimuo-
vere improvvisamente il diaframma. Come si comportera il gas? In-
tuitivamente, ci aspettiamo che la parte con densiti (e quindi con
pressione) pit alta inizi a spingere I'altra metd. Un’onda di pressio-
ne inizierd quindi a propagarsi lungo il tubo. Questo fenomeno & sta-
to studiato da Riemann per via puramente teorica, risolvendo un si-
stema di equazioni. Un'utile semplificazione del sistema (2.1) si ot-
tiene supponendo che il gas si comporti in modo adiabatice, senza
scambi di calore fra le sue varie porzioni. Questa ipotesi & ragionevo-
le, poicheé la propagazione del calore per diffusione & solitamente as-
sai pitt lenta della propagazione delle onde di pressione. Dalla (2.1)
otteniamo quindi un modello semplificato, costituito da due sole
equazioni:

J o+ (ov), =0,
(o) + (ov* + pl0)), = 0.
Si tratta del cosiddetto «p-sistema». Esso risulta interamente speci-

ficato una volta assegnata la pressione p = p(p) in funzione della so-
la densita. Per questo sistema si eerca una soluzione

o=o(t,x), v=u,x)
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che al tempo ¢ =0 soddisfi le condizioni iniziali

0 sex<(, voose v<(,
b (0, x) =

(2.5) 0(0, v) =
¢ 0" sewx>0, v

Tosex>0.

La soluzione trovata da Riemann si spezza in quattro casi distinti, a
seconda dei valori dei dati iniziali g -, o,ev ™, v". Uno di questi &
illustrato nella fig. 5. 11 piano £ viene suddiviso in tre settori distin-
ti, dove le funzioni o, » assumono valori costanti: Q@ , v a sinistra,
0", v" adestra, e degli opportuni valori o*, »* in un settore inter-
medio. Nelle caso qui illustrato, i primi due settori sono separati da
un‘onda di shock, lungo il quale entrambe le funzioni ¢, v sono di-
scontinue, saltando dallo stato (@7, v )a(o*, v*). Frail secondo e
terzo settore la soluzione contiene invece un’onda di rarefazione.
In questo caso la transizione dallo stato (o™, v*) allostato (p*, v )
avviene con contimiitd. E importante osservare che la soluzione &
sempre «autosimile», i.e. costante lungo tutti le semiretie per Pori-
gine, nel piano t-x.

Dopo Riemann, contributi importanti alla teoria delle onde di
shock sono dovati a W. Rankine (1870) e H. Hugoniot (1889). Ma &
solo dal 1940 in poi, con la costruzione dei primi aeroplani a reazio-
ne, che questa teoria matematica ha trovato le prime vere applica-
zioni. Da allora, Panalisi dele equazioni della gas-dinamica ha rice-
vuto grande impulso e si & sviluppata con continuiti nel tempo. Fra i
primi matematici ad occuparsene va certamente citato J. von Neu-

rarefazione
shock \

(p*,v¥)

(p_’ V_) . (p+, v+)

0 X
Figura 5
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manu, che dedied all’argomento una serie di lavori [9]. Dope aver
studiato numerose soluzioni paticolari, contenenti anche onde di
shock in pilt dimensioni spaziali, egli pero si convinse che il moto dei
fluidi era un fenomeno troppo complesso per una descrizione pura-
mente analitica. La via pili promettente, secondo von Neumann, sa-
rebbe stata la risoluzione numerica delle equazioni del moto, utiliz-
zando potenti maechine elettroniche. Questa convinzione gli procurd
lo stimolo per realizzare una delle opere che gli hanno dato maggio-
re fama: la progettazione dei primi computers.

A von Neumann si deve anche 'introduzione delle prime tecniche
numeriche per caleolare approssimativamente le solutioni. Qui un’i-
dea di base sta nell’approssimare le derivate parziali con delle diffe-
renze finite. Il ealcolo approssimato di una soluzione viene cosi ri-
condotto ad un grandissimo numero di operazioni elementari: som-
me, moltiplicazioni, divisioni, e ealcolo della funzione flusso.

Per fare un esempio, consideriamo la legge di conservazione
(1.3), e assegnamo un dato iniziale all'istante ¢ =0

(2.6) 0(0, x) = g(x).
Per calcolare una soluzione approssimata, iniziamo col costruire una
grigha di punti nel piano t-x, di passo Ax, Af. Chiamiamo
Py = (idt, jAz)
il generieo punto della griglia (fig. 6). Se la funzione ¢ soddisfa la

legge di conservazione (1.3) ed & sufficientemente regolare, possia-
mo scrivere

Piivn) = o ;.
e Py )= —Ei(P,-_,‘,-) = _f(Q( ii+10) = fe(Py ;1) .
ot 2 2 A%

Usando I'ulteriore approssimazione

3
o(Ps, ) =Py ) + -2 (P

arriviamo quindi alla formula

At _
(2.7) Q(PH»],‘-;') ~= Q(Pi,j) - m[.f(Q(Pf,j-l-l)) —flo(P; ;- 1))}




LEGGI DI CONSERVAZIONE 423
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Figura 6

Si osservi che, conoscendo la funzione ¢ nei tre punti consecutivi
Py i1, Py Py o1, 12 (2.7) permette di ealeolare un valore appros-
simato della stessa funzione nel punto P;.; ; Cid suggerisce un
semplice algoritmo numerico. Posto 0, =e(F; ;), consideriamo
Finsieme di equazioni algebriche

At .
(2.8) Qi i+1= 04, %[)‘(Qi,j+i) _f(Q'i,j—l)]

con dati inizial
(2.9) o 0, = @_("]ﬁfﬂ}) ] e/ .

A partire dai valori g ;, mediante la (2.8) possiamo quindi calcolare
le ¢, ; per ogni intero j. Usando di nuovo le (2.8) otteniamo successi-
vamente le g, ;, poile g5 ;, ete... Quello qui descritto & uno dei pin
elementari algoritini numerici, per la risoluzione di leggi di conser-
vazione. S1 noti che la (2.8) non richiede il calcolo di alcuna derivata
parziale: & sufficiente calcolare due valori della funzione flusso, e un
paio di differenze. Un’analisi pitt approfondita dell’equazione (1.3)
permette di individuare condizioni che garantiscono la eonvergenza
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delle approssimazioni g; ; ai valori o(P;) della soluzione esatta, al-
lorché i parametri della griglia A¢, Ax tendono a zero.

Con l'avvento dei computers, gli algoritmi numerici hanno avuto
un enorme sviluppo, raggiungendo un grado di complessita ed aceu-
ratezza un tempo inimmaginabili, e trovando numerosissime appli-
cazioni. Lo stesso von Neumann fu il primo ad utilizzare metodi alle
differenze finite per effettuare previsioni metereologiche. Al giorno
d’oggi, non solo le previgioni del tempo sono basate sui dati elaborati
dal computer, ma la risoluzione numerica di equazioni della fluidodi-
namica interviene spesso nella progettazione di automobili, navi ed
aerel. Il comportamento di un'imbarcazione che gaveggerd nella
Coppa America pud essere ora simulato al computer ancor prima di
costruire effettivamente la barca. Cid richiede la risoluzione delle
equazioni matematiche che desecrivono il flusso (estremamente com-
plesso) dell’acqua vieino allo seafo e dell'aria attorno alle vele.

3. — Onde di shock.

Prendendo spunto dalle equazioni (2.1), in letteratura & oramai
consuetudine studiare sistemi di leggi di conservazione nella forma
pili generale

d )
— g+ —fi(uy, ..., u,) =0,
Erit am.fl 1 )

0 + o fu( ) =10
— Uy, + —f (g, o, ) =0
ot A

Per semplicita, scriveremo questo sistema come
(31) ’[..f;r +_f(2'£’)ﬂ: =
ricordando perd che u = (uy, ..., u,) & un vettore in R" e che /=

N

(1, .-+, fu) & una mappa da R" in R". Per soluzioni regolari, la (3.1) &
equivalente al sistema quasilineare

(3.2) uy + Alu) u, =0,
ove A(u) = Df(u) & la matrice Jacobiana delle derivate parziali pri-
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me di f. Il sistema si dice strettamente iperbolico se ciascuna ma-
trice Jacobiana A(w), con Ay; = df;/dn;, ha autovalori reali e distinti.
In tale ipotesi, fra problemi «naturali» che da tempo si pongono i
matematici, ¢’¢ quello di dimostrare Pesistenza di soluzioni, studian-
done poi le proprietd qualitative e la dipendenza dai dati iniziali.

Per le equazioni della fisica matematica che deserivono ad esem-
pio la propagazione del calore, le onde acustiche, gli stati di equili-
brio di membrane elastiche o il moto di un fluido viscoso incompri-
mibile, problemi di questo tipo sono stati affrontati e in buona parte
risolti gia da molto tempo. Pud quindi apparire sorprendente che,
nel caso delle equazioni di Eulero della gas dinamiea, un primo teo-
rema di esistenza globale nel tempo si sia fatto attendere fino al
1965, con il lavoro di Glimm [5]. In parte, questo ritardo si pud sem-
plicemente attribuire al fatto che 1 grandi matematici del passato si
sono cecupati di altri problemi. Ma vanno anche sottolineate delle
difficoltd oggettive che si incontrano nello studio di gueste equazio-
ni, fortemente non lineari. KEsse sono dovute essenzialmente alla
perdita di regolaritd delle soluzioni.

Per spiegare meglio la questione, consideriamo una legge di con-
servagzione scalare della forma (3.1), e cerchiamo una solizione che
all'istante £ =0 assuma il dato iniziale

(3.3) w(0, x) = plx)
per una funzione assegnata @. Supponendo che la » = u(t, ®) sia re-
golare, usando il teorema di differenziazione della funzione compo-
sta possiamo riscrivere la (3.1) come

u + (), =0.
Nel caso speciale in cui la funzione f e lineare, ossia f(u) = Au per
qualche eostante A, allora il nostro problema si riduce a

wy + A, =0 w0, x) = plx).
B ora facile indovinare la soluzione esplicita:

wt, ) = @lx — At).
Essa congiste in un’'onda viaggiante. Come ilustrato nella parte su-
periore della fig. 7, il profilo della soluzione w(Z, -) non si deforma
nel tempo: esso semplicemente trasla con velocita costante A.
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Nel caso nonlineare, invece, la velocita di propagazione f' sard
una funzione della u. Ad esempio, se la f & una funzione convessa, al-
lora la sua derivata f’ & una funzione monotona crescente. Cio deter-
mina una diversa velocitd di propagazione dell'onda, a seconda del-
laltezza. Dato un profilo iniziale (3.3), la soluzione pud essere co-
struita come segue. Pensiamo di immergere il grafico della ¢ in un
fluido, le cui particelle si muovono orizzontalmente con veloeiti pari
a f'(u). Quelle stesse particelle che allistante £ = 0 descrivono il
grafico di ¢ = u(0, ), al generico tempo 7 > 0 descriveranno il grafi-
co della soluzione (¢, -).

Dalla fig. 7 si vede come, se la veloeita di propagazione non & ¢o-
stante, il profilo dell'onda si deforma nel tempo. In generale, ad
tempo finito 7' ¢ saranno punti in eui il grafico diventa verticale (i.e.
assume pendenza infinita). In tal ecaso, la soluzione perde di regola-
ritd: per tempi successivi ¢ > 7', essa non o pit differenziahile, e nep-
pure continua.

Se vogliamo costruire soluzioni definite globalmente nel tempo, &

u(0) u(t) onda lineare

u(t) onda non lineare

()

Figura 7
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quindi necessario lavorare in uno spazio di funzioni discontinue. Per
esempio, possiamo cercare di costruirve le nostre soluzioni nello spa-
zio BV delle funzioni a variazione limitata. Ricordo qui che la va-
riazione totale di una funzione 1 : R—~R" & definita da

TH:

Var. Tot. {u} = sup _Z |2 - 1) — ()]

Fp<H <<, 1T

L’estremo superiore & qui caleolato su tutte le successioni crescenti
di punti reali, con qualunque m = 1.

Trattandosi di soluzioni discontinue, quindi non differenziahili, lo
stesso sistema di equazioni alle derivate parziali (3.1) deve essere
reinterpretato. A tal fine osserviamo che, se u =u(t, ) & una solu-
zione regolare, allora si ha certamente

g g,
ff { afu(t, x) + E)Ej(%(t’ .’L))} @, w) dxdt =0

per qualsiasi funzione ¢. Scegliamo ora come ¢ una funzione in él,
ossia continuamente differenziabile, nulla al di fuori di un insieme li-
mitato. Integrando per parti, otteniamo

— ff{u(t, ) wa—(p(t, )+ flult, ) »8—r/)(t, x)} duodt =0
ot on

Quest'ultima relazione ha significato anche nel caso in cui la fiunzio-
ne u sia discontinua. Seguendo la teoria delle distribuzioni, definia-
mo quindi come soluzione debole della legge di conservazione (3.1)
una funzione u = u(¢, x) tale che

a 3
(3.4) ff {uégqﬁ + flu) —é:cf)} dedt=0

per ogni funzione ¢ e 1.
La pili semplice soluzione discontinua dell'equazione (3.1) ha la
forma

wt if x> A,
u” i x<it.

(3.5) U, ) =
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Essa viene chiamata onda di shock. Usando il teorema della diver-
genza, si dimostra che la (3.5) ¢ soluzione debole se e solo se gli stati
w ™, " adiacenti alla discontinuitd e la velocitd 4 soddisfano le fa-
mose equazioni di Rankine-Hugoniot

(3.6) Alw Ty=fluT)—fluT)

In presenza di shocks, & ben noto che in generale le soluzioni deboli
non sono uniche: ¢ possono essere infinite soluzioni della (3.4), tutte
con lo stesso valore iniziale (3.3). Per recuperare un teorema di uni-
cita, é quindi necessario imporre qualche ulteriore ipotesi sulle solu-
zioni ammissibili. Nel caso della gas-dinamica, una restrizione agli
shoeks fisicamente possibili & fornita dal secondo principio della ter-
modinamiea, secondo cui I'entropia fisica & una quantitd crescente
nel tempo.

Un opportuno coneetto di entropia pud essere definito, pilt in ge-
nerale, per un’ampia classe di sistemi iperboliei. Una funzione
7 : R"— R viene chiamata entropia per il sistema di leggi di conser-
vazione (3.1), con flusso di entropia ¢ : R"— R, se le derivate sod-
disfano lidentita

(3.7 Diy(a)-Df(u) = Dg(a)

in ogni punto # € R*. Una conseguenza immediata della (3.7) & che,
se u =u(f, x) & una soluzione regolare del sistema (3.1), allora

3.8)  nlu), + qlu), =
Dy(u) w, + D) w, = D) — D) ] + Dg(u) w, = 0.

Per soluzioni regolari della (3.1), non solo le componenti u,, ..., u,
sono conservate, ma vale quindi 'ulteriore legge di conservazione
(3.8). Va osservato perd che in generale la quantitd » non sard con-
servata nel caso di soluzioni discontinue. Una condizione di ammissi-
bilita sulle soluzioni deboli & la seguente.

Diciamo che uno shock del tipo (8.5) & entropico se, per ogni en-
tropia convessa 7, con flusso ¢, vale la diseguaglianza

8.9 [7](%*‘)»«—:](% )] = gl ™) —qglu 7).
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La (3.9) pone ulteriori restrizioni su tutti ghi shocks presenti in
una soluzione debole del sistema (3.1). Recentemente si & dimostra-
to che tale condizione effettivamente seleziona un’unica soluzione
ammissibile.

4, — Il problema di Cauchy.

Come si e detto, la forte non-linearitd delle equazioni, assieme al-
Ia mancanza di regolarita delle soluzioni, rende particolarmente dif-
ficile lo studio delle leggi di conservazione. In questo contesto, molte
delle teeniche astratte dell’analisi funzionale non possono essere ap-
plicate. Ad esempio, la soluzione non si pud rappresentare come
punto fisso di una trasformazione continua, oppure in forma varia-
zionale come punto critico (minimo, massimo locale, punto di sel-
la...) di un opportuno funzionale. Per questo motivi, la teoria & fino
ad ora progredita sviluppando metodi ad foc.

Nella costruzione delle soluzioni, il punto di partenza & il cosid-
detto problema di Riemann, avente la forma

[u* se x>0,

(4.1) et flu), =0, w0, ) = 1 w- sex<0

Si osservi che in questo easo il dato iniziale & costante a tratti, con un
unico salto nell’origine. Tale problema é stato dapprima studiato da
Riemann [11] nel contesto della gas dinamiea iso-entropica. Per
un’ampia classe di sistemi # x » di leggi di conservazione, la soluzio-
ne del problema di Riemann e stata costruita da P. Lax [7]. Essa ha
la forma u(t, @) = U(a/t), essendo costante lungo ciascuna semiretta
uscente dall'origine. Tale soluzione contiene # + 1 valori costanti
U =Wy, Wy, ey Wy, @, =% . Due stati adiacenti v, _;, ; so-
no connessi o da un semplice salto, i.e. da uno shock soddisfacente le
equazioni di Rankine-Hugoniot (3.6), oppure da un’onda centrata di
rarefazione. In questo caso ¢'é un settore in cui i valori della » varia-
no con continuitd da w; _; a w;. La fig. 8 illustra un esempio di solu-
zione del problema di Riemann per un sistema di 3 leggi di conser-
vazione. Gli stati w, w; sono connessi da un’onda di rarefazione. Gi
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Figura 8

statl @, e wo, come gli stati ws e wy, sono connessi da onde di
shock.
Pili in generale, dato il problema di Cauchy

(4.2) u; + fu), =10, w0, &) = ¢(x),

una soluzione approssimata pud ora essere costruita incollando as-
sieme varie soluzioni di problemi di Riemann. Nell’algoritmo di
Glimm [b] si costruisce una soluzione approssimata utilizzando una
griglia nel piano f-x di passo At, Az, con nodi nei punti

Pi=(, m) = (jdt, kAv) j, ke,

Al tempo £ = 0 T'algoritmo inizia prendendo un’approssimazione
costante a tratti del dato iniziale ¢, costante lungo ciascun intervallo
del tipo [#;_ 1, ®[. Per tempi ¢ > 0 piceoli, la soluzione viene ottenu-
ta risolvendo i singoli problemi di Riemann corrispondenti ai salti
della funzione «(0, ), nei punti . Se il rapporto At/Ax @ sufficiente-
mente piceolo, possiamo supporre che le onde provenienti da diversi
problemi di Riemann rimangano ben separate fino allistante f, = .
La soluzione puo quindi essere prolungata su tutto Vintervallo tem-
porale [0, At[. Per tempi superiori, onde diverse inizierebbero ad
interagire, e la soluzione diventerebbe molto complicata. Per evitare
cid, si ricorre ad una procedura di restarting. All'istante ¢; = 4¢ 1a
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#(ly, +) viene approssimata mediante una nuova funzione costante a
tratti, con salti nei nodi w;, = kAx. La soluzione si pud ora eostruire
sul nuovo intervallo temporale [A¢, 244 incollando assieme le varie
soluzioni dei problemi di Riemann determinati dai salti nei punti a;.
Allistante ¢, = 2.4¢, la soluzione cosi ottenuta viene nuovamente ap-
prossimata da una funzione costante a tratti, etc...

Un aspetto chiave della costruzione & la tecniea di restarting. Vo-
lendo approssimare una generiea funzione » mediante una funzione
costante a tratti con salti nei punti x, = kdz, sembra naturale sosti-
tuire Ia u con il suo valor medio preso su ciaseun intervallo
[T -1, ®;]. Questo procedimento da luogo al metodo numerico di ap-
prossimazione di Godunov. Purtroppo, la convergenza di tali appros-
simazioni si & rivelata estremamente difficile da studiare, ed & tutto-
ra un problema aperto. Nellalgoritmo di Glimm, il restarting & inve-
ce hasato su una tecniea di campionamento. Al tempo t;, su ciaseun
intervallo, [ . 1, @[, si sceglie un punto «a caso» ¥,. Il vecchio valo-
re della funzione wu(¢;, -) nel punto y, diventa il nuovoe valore della
funzione u su tutto 'intervallo. Una soluzione approssimata costrui-
ta da questo algoritmo & illustrata nella figura 9. Gli asterischi indi-
cano 1 punti ove la funzione viene campionata. L’analisi di Glimm ha
mostrato che

Figura 9
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1. Se la condizione iniziale # ha variazione totale piccola, per ogni
t > 0 la variazione totale della soluzione approssimata (7, -) rimane
piccola.

2. Facendo tendere a zero il passo della grigha At, A si ottiene
una sueccessione di soluzioni approssimate. Per il teorema di compat-
tezza (i Helly, & possibile estrarre una sottosuceessione convergen-
te ad una funzione limite u = u(¢, x), in L.

3. Se i punti aleatori 7, in cui viene effettuato il eampionamento
sono distribuiti con probabilitd uniforme, allora con probabilitd uno
la funzione limite % & una soluzione dehole.

In conclusione, per il problema di Canchy (4.2) una soluzione de-
bole wu =u(t, ) certamente esiste, definita per tutti 1 tempi e
{0, eo[. Un aspetto di straordinaria novita in questo lavoro di Glimm
é 'uso della teoria della probabilita, nella dimostrazione di un teore-
ma di esistenza per un problema di natura puramente deterministi-
ca. Un'eccellente esposizione dello schema di Glimm si pud trovare
nella monografia introduttiva di Smoller [15].

Un metodo alternativo per costruire soluzioni approssimate, che
evita qualunque argomento probabilistico, & la cosiddetta tecnica di
wave-Tront tracking (fig. 10). Si inizia con un’approssimazione co-

Figura 10
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stante a tratti della condizione iniziale. In ogni punto di salto, il cor-
rispondente problema di Riemann viene risolto in modo approssima-
to mediante una funzione ancora costante a tratti, con un numero fi-
nito di salti nel piano £-x. La soluzione viene prolungata fino al primo
istante ¢; in cui due o pilt linee di salto interagiscono fra loro. A que-
sto punto si risolve il nuovo problema di Riemann determinato dal-
Vinterazione, e si prolunga la soluzione fino ad un istante s quando
ha luogo una seconda interazione, ece...

Questa procedura determina una soluziene approssimata costan-
te a tratti nel piane {-z, con salti lungo una famiglia finita di rette. Si
osservi che nell’algoritmo di Glimm la posizione dei salti & fissata a
priori, dovendo coincidere con i nodi della griglia. Nel front tracking
invece la posizione dei salti cerca di adattarsi alla particolare solu-
zione che si va costruendo, «tracciando» i vari fronti d’onda. Da qui
il nome dell'algoritmo. Grazie ad aleuni accorgimenti teenici, il nu-
mero di fronti d’onda vimane limitato. Le stime uniformi sulla varia-
zione totale delle soluzioni approssimate utilizzano le stesse idee in-
trodotte da Glimm. Usando un teorema di compattezza, si riesce
quindi ad estrarre una successione che converge in L1, ad una solu-
zione debole del problema di Cauchy. Per maggiori dettagli si veda
la monografia [2].

5. — Unicita ed approssimazioni viscose.

Dopo 1l risultato di Glimum, per molti anni il problema dellunicita
delle soluzioni deboli & rimasto insoluto. La dimostrazione dell'esi-
stenza si basava su una tecnica di compattezza: un’opportuna sue-
cessione di soluzioni approssimate converge ad una scluzione esatta.
In linea di prineipio, scegliendo diverse suecessioni si potrebbero ot-
tenere limiti diversi. Una questione strettamente collegata all'unici-
ta & la dipendenza delle soluzioni dal dato iniziale. Se si cambia di
poco il dato iniziale, come varia la soluzione? In sostanza il problema
sta nel dimostrare che i sistemi di legpi di conservazione sono deter-
ministici: conoscendo lo stato del sistema ad un istante iniziale iy, il
modello matematico determina univocamente Pevoluzione del siste-
ma ad ogni tempo futuro ¢ > ¢;. Questi problemi sono stati studiati e
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yisolti in anni recenti dal gruppo di ricerea alla S.1.3.5.A. di Trieste.
In sostanza, si & dimostrato che

o La soluzione ottenuta come limite di approssimazioni front
tracking & unica & dipende con continuita dal dato iniziale.

e Una qualunque soluzione debole che soddisfa ulteriori con-
dizioni di entropia coincide con la precedente soluzione costruita
mediante front tracking, quindi & unica.

Per un compendio di questi risultati, si veda [2] oppure [3]. La di-
stanza fra due soluzioni al tempo ¢ viene qui misurata da

[s2]

bt — ol = [ [l @) =t ®)

e OO

dx .

Ad un qualunque istante ¢ > &y, questa distanza risulta maggiorata
dalla distanza allistante iniziale t,, moltiplicata per un’opportuna co-
stante L, i.e.

(5.1) () — vt < Lllelte) — v(to) -

Per dimostrare la dipendenza continua delle soluzioni dai dati
iniziali, & utile dapprima studiare come si comporta una piceola per-
turbazione. Nel caso di soluzioni approssimate ottenute con lo sche-
ma di Glimm, & pressoché impossibile dare alcuna stima in questa
direzione. Per le approssimazioni front tracking, invece, ¢’é un modoe
naturale di perturbare il dato iniziale. Possiamo infatti spostare la
posizione di un salto all'istante ¢ = 0 e calcolare in qual misura ven-
gono modificate le posizioni dei vari fronti d’onda in istanti suceessi-
vi. Un esempio & qui illustrato nella figura 11. Supponiamo di modifi-
care il dato iniziale, spostando uno dei salti da x al punto 2", I frouti
d’onda che prima usecivano da « si troveranno quindi in posiziohe
leggermente diversa (linee tratteggiate). In particolare, i due fronti
che prima si incontravano in P ora interagiranno in un diverso punto
P’ e tutti i fronti uscenti dall'interazione risulteranno a loro volta
spostati. Caleolando lo spostamento subito dai vari fronti d'onda ad
ogmi istante ¢ > 0, possiamo quindi stimare la distanza fra la soluzio-
ne iniziale e quella perturbata. Questo punto di vista costituisce i
modo pifl intuitivo per arrivare alla stima (5.1).
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Figura 11

Un approceic completamente diverso al problema delPunicitd
consiste nello studio delle approssimazioni viscoze. Assieme al pro-
blema (4.2), consideriamo un sistema con «piceola viscosita»

{5.2) wf + fluf), = ey, 50, &) = gpla).

L’aggiunta di un termine contenente la derivata seconda di u cambia
Ia natura del sistema, rendendolo parabolico. La soluzione #° sara
quindi regolare per tutti i tempi ¢ = 0. Mandando il parametro ¢ a
zero, e aspettiamo che % ® eonverga ad una soluzione # del problema
iperbolico (4.2). Inoltre, la piceola viscositd dovrebbe automatica-
mente selezionare al limite un'unica scluzione «buonas, soddisfacen-
te alle eondizioni di entropia. B da notare che, se la soluzione limite
1 € essa stessa regolare, allora la convergenza «"— u si dimostra
facilmente. Bisogna pert tenere a mente che in generale la soluzio-
ne dehole del sistema iperbolico (4.2) & discontinua (fig. 12). In tal
caso, nell'intorno di un punto in cui # ha un salto, la derivata prima
s di queste approssimazioni viscose tende all'infinito, e la derivata
seconda g, si comporta in modo anora pitt singolare. La convergen-
za 1= e quindi tutt’altro che semplice da analizzare.

Nel caso di una singola legge di conservazione, la prima dimo-
strazione di questa convergenza & dovata a 0. Oleinik [10], mentre
in [6] 8. Kruzhkov ha trattato il caso sealare in pilt variabili spaziali.
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pd

Figura 12

1] caso di sistemi di n equazioni (in una sola variabile spaziale) é sta-
to risolto molto recentemente in [1], da S. Bianehini assieme all’au-
tore di questa nota.

Va osservato che, nel easo di sistemi 7 X% di leggi di conserva-
zione, pressoché tutta la teoria precedente si basava sull’analisi del
problema di Riemann. Tl yuolo centrale della soluzione di Riemann &
giustificato da wna fondamentale simmetria dei sistemi (3.1). Infatti,
se 1 =u(t, ©) & soluzione, allora per ogni 0> 0 anche la funzione
riscalata

w?(t, x) = u{6t, Ox)
& una soluzione. Le soluzioni invarianti rispetto a questo gruppo di
simmetria, con ©® =1 per ogni @, sono proprio le soluzioni del pro-
blema di Riemann. Nellanalisi delle approssimazioni viscose
(6.3) g+ AW Uy = Uy

invece, il problema di Riemann non gioca piti alcun ruolo patticolare.
Le soluzioni «elementari» da cui partire per comprendere la generi-
ca soluzione della (5.3) sono le cosiddette onde viaggianti viscose,
i.e. soluzioni particolari dalla forma

(5.4) w(t, 2) = Ulx — Ab).

B facile controllare che la funzione # in (5.4) & soluzione della (5.3)
se e solo se la U soddisfa Iequazione differenziale ordinaria di se-
condo ordine

AU+ AIH U =U".

T1 nuovo punto di vista, proposto in [1], consiste nel decomporte lo-

¢
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calmente il profilo di una qualunque soluzione come superposizione
di onde viaggianti viscose. Questo approccio, oltre a permettere
un’analisi acenrata dei sistemi con piccola viscosita, ha fornito nuovi
risultati di esistenza, unicitd e stabilitd in una classe pitt ampia di si-
stemi Iperbolici, anche non in forma conservativa.

6. — Qualche problema aperto.

Nonostante i progressi recenti e la vigorosa attivitd di ricerea in
ambito internazionale, la teoria dei sistemi iperbolici & tuttora poco
sviluppata, e molte questioni fondamentali rimangono insolute [8,
12} Mi limito qui a segnalarne due, di particolare importanza.

1. Lo studio delle soluzioni deholi per sistemi iperbolici di leggi
di conservazione in pit variabili spaziali ha grande interesse appli-
cativo. Tuttavia, per sistemi del tipo

T
(6.1) s L iy =0
at k=1 dxy,

non esiste ancora nessun teorema generale sull'esistenza globale di
soluzioni deboli, comparabile al risultato dimostrato da Glimm nel
caso 1 = 1. In una variahile spaziale & possibile costruire soluzioni
nella spazio BV delle funzioni a variazione limitata. In pitt dimensio-
ni, & ancora possibile dare una nozione di «variazione totale» di una
funzione. Nel caso di una singola legge di conservazione, lesistenza
ed unicita delle soluzioni nello spazio BV & stata dimostrata da Vol-
pert [14]. Questi risultati perd non si possono estendere ai sistemi
del tipo (6.1), perché in tal caso la variazione totale non rimane limi-
tata nel tempo. In definitiva, lo spazio BV non sembra essere lo spa-
zio adatto in cui cercare soluzioni di sistemi iperbolici, nel caso mul-
tidimensionale. Non & ancora chiaro in quale spazio funzionale con-
venga lavorare, cercando un qualche criterio di compattezza che ga-
rantisea l'egistenza di soluzioni.

2. Tornando ai sistemi in una dimensione spaziale, ha qui interes-
se studiare il comportamento di soluzioni con dati grandi. Per il teo-
rema di Glimm, se inizialmente la variazione totale & sufficientemen-
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te piccola, essa rimane piceola per ogni ¢ = 0. Al contrario, per dati
iniziali grandi, la soluzione pud diventare illimitata in tempo finito.
Un esempio in questa direzione & stato costruito da H.K.Jenssen
(2000), per un sistema di 3 leggi di conservazione. Questo sistema
perd non ha significato fisico; in particolare esso non ammentte nes-
suna entropia convessa. Resta ancora da capire se questo fenomeno
di blow-up possa effettivamente aver luogo per soluzioni del sistema
della gas-dinamica e di altre equazioni della fisica matematica. O se
invece la presenza di un’entropia strettamente convessa impedisca
fenomeni patologiei quali il blow-up delle goluzioni.
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