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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq
Problema di Bénard

Mezzi porosi

Convezione termica in mezzi porosi

Approssimazione di Boussinesq

Approssimazione di Boussinesq

@ La sola forza agente sul fluido & la forza di gravita

@ | moti convettivi sono di tipo isocorico

o | gradienti di velocita sono abbastanza piccoli da ignorarne
I'effetto sulla temperatura di conversione del lavoro in calore

@ Le variazioni di densita sono dovute a variazioni di
temperatura, ma non di pressione

o | coefficienti presenti sono costanti positive

@ Le accelerazioni promosse nel fluido a causa delle variazioni di

densita sono piu piccole di quelle relative all’accelerazione di
gravita
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq

Problema di Bénard
Mezzi porosi
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Descrizione del problema
Analisi della stabilita
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Campo di gravita variabile

Celle di Bénard: struttura reticolare entro cui si svolgono i

convettivi. Il “glitch”
contenitore.

\
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Sistema nell’approssimazione di Boussinesq:
V.v=0

ve + (Vv = —LVp 4+ vAv — (1 - o(T — To))gk
T +VT -v=rAT+r
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Sistema nell’approssimazione di Boussinesq:
V.v=0

ve + (Vv = —LVp 4+ vAv — (1 - o(T — To))gk
T+ VT -v=rAT
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Descrizione del problema

Problema di Bénard Analisi della stabilita
Mezzi porosi Sorgenti di calore interne
Convezione termica in mezzi porosi Campo di gravita variabile

Problema di Bénard classico

Sistema nell’approssimazione di Boussinesq:
V-v=0
Vi + (VV)v = =L Vp + vAv — (1 — o T — To))gk
T:+VT -v=rgAT

Condizioni al contorno per la temperatura:

T=T, suz=0
T=Ty suz=d

con T; > Ty costanti.
Condizione di aderenza ai bordi per la velocita:

v=0 suz=0,d
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Soluzione di conduzione stazionaria:

vi =0

Ts(z)=—-Pz+ T,

ps(Z) = —po g(l + a( To — TL))Z _ pogzaﬂzz
n-Ty

(6)
con 3 = Ly dTU gradiente verticale costante di temperatura.
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Moto perturbato:
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(vs+u’ Ts+0, Ps+7T)
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Moto perturbato:

(Vs+u> Ts+ 0, Ps+7r)
Equazioni per la perturbazione:
V.u=0

u; + (Vu)u = —%Vﬂ + vAu — afgk
0: +VTs(z) - u+Vl-u=rAb

«O0>» «Fr «E» <« Q>

(8)



Adimensionalizzazione:

_ _d? _ v _ por?
u=y4 T=% T=U/Z P=0£r
t=t*T x = x*d
u=u*lU 0=06*T
Numero di Prandtl:

(9)

Pr = d
Numero di Rayleigh:

Ra= R?> =

agBd*
RV
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Equazioni adimensionalizzate:

V-u=0

u; + (Vu)u = —V7 + Au + ROk
Pr(6: + V@ -u) = Rw + A6
dove u = (u, v, w).

Condizioni al contorno:

(10)

u=0 suz=0
0=0

,1
0,1

b

(11)
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V= [o, —”] X [0, 2—”] % [0,1]
ax a
orizzontale.

con ay, a, > 0 pulsazioni parzialie a = (/a2 + a}2, numero d'onda
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Sistema linearizzato:

V-u=0
u; = —Vr + Au+ ROk
PrO; = Rw + Af
Condizioni al contorno:

(12)

u=0 suz=0,1
=0 0,1

)
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Soluzioni separate nel tempo:

U(X, t) = ﬁ(x)e”t = ul(z)ei(axx+ayY)eO't
(x, 1) = D(x)e = by ()elor et

7T(X, t) = ﬁ(x)e‘" =m (z)ei(axx+ayY) eot
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Soluzioni separate nel tempo:

U(X, t) = ﬁ(x)e‘" = ul(z)ei(axx+ayY)eO't
(x, 1) = D(x)e = by ()elor et

(13)
7T(X, t) = ﬁ(x)e‘" =m (z)ei(axx+3yY) eot
Sistema separato nel tempo:

V-u=0

ou = —Vr + Au + ROk
oPrf = Rw + A0

(14)
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sempre reale.

Nella convezione classica di Bénard il parametro di stabilita o &
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Descrizione del problema

Problema di Bénard Analisi della stabilita
Mezzi porosi Sorgenti di calore interne
Convezione termica in mezzi porosi Campo di gravita variabile

Stabilita lineare

o Frontiere rigide (soluzione numerica)
Si ammette che non ci sia slittamento:

u=0 suz=0,1 no-slip
=0 suz=0,1

@ Frontiere libere (soluzione analitica)
Si richiede che i piani siano liberi da sforzi tangenziali:

u,=v,=0 suz=0,1
w=0 suz=0,1
=0 suz=0,1
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d2

552 W(z)=0
nulla.

suz=0,1
= W(z) = Wsinnnz con n € N e W ampiezza costante non
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d2

PW(Z)=0 suz=0,1
= W(z) = W sinnmz con n € IN e W ampiezza costante non
nulla.

Numero di Rayleigh critico:

4
S =—T
Numero d’onda critico:




Sistema adimensionalizzato:

V-u=0

u; + (Vu)u = —V7 + Au + ROk
Pr(6: + V@ -u) = Rw + A6
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Sistema adimensionalizzato:

V-u=0

Energia:

1 1
E(t) = 5l + 5 Prl6]?

(15)
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~ Michele Antonelli  Convezione termica di Bénard-Rayleigh
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Pr(6: + V@ -u) = Rw + A6



dove

IzQ/mﬁ&
v

D = ||Vul® + Vo>

H={u,0 € H(V)|V-u=0}
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Equazioni di Eulero-Lagrange:

V-u=0

—Vr+ Au+ Rgbk =0

Rew + A0 =0
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Equazioni di Eulero-Lagrange:

V-u=0

—Vr+ Au+ Rgbk =0

Rew + A0 =0
Cfr. (14) con 0 =0, si ha R?> = R2.
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{V-v=0

vi + (Vv)v = —%Vp+ vAv — (1 — (T — To))gk
T:+VT -v=rAT +r
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T:+VT -v=&rgAT +r

ve + (Vv)v = —%Vp +vAv—(1—aT — To))gk
Temperatura stazionaria:

(%—ﬁ)z—i—ﬂ_

DA™
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V-v=0

vi + (Vv)v = —%VP+VAV— (1-aT — To))gk
T+ VT -v=rAT+r

Temperatura stazionaria:

Ts(z) = —

Numero di Rayleigh:

2uK?
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{V-v=0

T+ VT -v=rAT

ve + (Vv)v = —%Vp +vAv— (1 — T — To))g(1l + eh(z))k

(20)
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V-v=0

T+ VT -v=rAT

h < 0 (gravita decrescente): stabilizzante
h > 0 (gravita crescente): destabilizzante

ve + (Vv)v = —%Vp +vAv— (1 — T — To))g(1l + eh(z))k

(20)
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@ Esempi: lava, sabbia, legno, cemento, ossa

aeronautica, industria automobilistica

¢(x’ t) =

volume dello spazio vuoto (pori)
volume totale (inclusa matrice solida)

@ Applicazioni: geofisica, astrofisica, edilizia, medicina,
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0=—Vp— bv—blvlv+pf

con b > 0.
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1 dlm _kdp
3- dlm

=—-Vp-— Ev — b’V|v +pf s
= —Vp— v+ Av +pf

con A > 0.
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq
Problema di Bénard
Mezzi porosi

Convezione termica in mezzi porosi Strato rotante

Convezione termica nel modello di Darcy

Problema di Bénard per le equazioni di Darcy
Problema di Bénard per le equazioni di Forchheimer
Problema di Bénard per le equazioni di Brinkman

Equazioni del problema:

V-v=0
0= —Vp— v —gp(T)k
T: +VT -v=rAT

Adimensionalizzazione:

T =duy,/—Lr R — ./ cgkpo B p — nud
ragkpo K k
2
t= t*d? x = x*"d

u=u"U =0T T ="7*P
Equazioni per la perturbazione (adimensionalizzate):
V.ou=0

0=—-V7m—u+ Rk
0 +V0O-u=Rw+ Al
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Problema di Bénard per le equazioni di Darcy

Problema di Bénard Problema di Bénard per le equazioni di Forchheimer
Mezzi porosi Problema di Bénard per le equazioni di Brinkman
Convezione termica in mezzi porosi Strato rotante

Convezione termica nel modello di Darcy

Condizioni al contorno:

w=0 suz=0,1
=0 suz=0,1

Osservazione

E sufficiente assegnare (oltre alla temperatura) la componente
normale della velocita sul bordo, in quanto nell’'equazione della
quantita di moto, per la legge di Darcy, & presente solo il termine u.
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Numeri di Rayleigh critici:

Le frontiere di stabilita lineare e non lineare coincidono

= Non sono possibili instabilita sotto-critiche.
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Problema di Bénard per le equazioni di Darcy

Problema di Bénard Problema di Bénard per le equazioni di Forchheimer
Mezzi porosi Problema di Bénard per le equazioni di Brinkman
Convezione termica in mezzi porosi Strato rotante

Stabilita lineare e non lineare

Numeri di Rayleigh critici:
R? = R2

Risultato

Le frontiere di stabilita lineare e non lineare coincidono.
= Non sono possibili instabilita sotto-critiche.

Determinazione del valore critico:
(D? — 2%)2W = R*2*W (24)

posto D = % operatore di derivazione rispetto a z.

(n27r2 4 32)2

R%(n, a%) = g

(25)
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Problema di Bénard per le equazioni di Darcy

Problema di Bénard Problema di Bénard per le equazioni di Forchheimer
Mezzi porosi Problema di Bénard per le equazioni di Brinkman
Convezione termica in mezzi porosi Strato rotante

Stabilita lineare e non lineare

Numeri di Rayleigh critici:

R = R = 4n”

Risultato

Le frontiere di stabilita lineare e non lineare coincidono.
= Non sono possibili instabilita sotto-critiche.

Determinazione del valore critico:
(D? — 2%)2W = R*2*W (24)

posto D = % operatore di derivazione rispetto a z.

(n27r2 4 32)2

R%(n, a%) = g

(25)
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Equazioni del problema:

V-v=0
0=—-Vp—Ev—blvlv—gp(T)k
T:+VT -v=rAT
Numero di Forchheimer: F =

nd

| risultati coincidono con quelli ottenuti per il modello di Darcy. '
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Numeri di Rayleigh critici: Rg = Rf_— = 47




Equazioni del problema:

V-v=0

0=—-Vp—Ev+IAv—gp(T)k (27)
T:+VT-v=rAT
Condizioni al contorno:

v=_0

suz=0,d
T=T, suz=0
T=Ty

suz=d
T[_>TU

(28)
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Numeri di Rayleigh critici:

RZ = RZ

«O>» «Fr «=>» DA



Numeri di Rayleigh critici:

(A7 + a2)* + (7% + a2)?)
con a2 = ﬁ

( (A2 + 1) + (Ar2 + 1), /1 +

A — 0 = Darcy

8m2)\
Am241 )¢

A — oo = Fluido classico
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Equazioni di Navier-Stokes e approssimazione di Boussinesq Problema di Bénard per le equazioni di Darcy

Problema di Bénard Problema di Bénard per le equazioni di Forchheimer
Mezzi porosi Problema di Bénard per le equazioni di Brinkman
Convezione termica in mezzi porosi Strato rotante

Strato rotante

Equazioni adimensionali per la perturbazione:

V-u=0
Zuy=-Vr—u+Rok— Tk xu (29)
0: +V6O-u=Rw+ A0
Parametri adimensionali caratteristici:
@ Numero di Rayleigh Ra = R?
@ Numero di Taylor T2
@ Numero di Vadasz Va = ¢£r

D_a'
con Pr numero di Prandtl, Da = % numero di Darcy.
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@ Condizioni al contorno:

w=20
0=0

suz=0,1
@ Condizione di periodicita nel piano x, y.
@ Teoria classica di Darcy: Va — oo.

suz=0,1

@ Piani liberi da stress tangenziali.
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Re

1
=2 (7% + a%)? + 72 T?(n* + a7))

(30)
caso Darcy.

In assenza di rotazione (numero di Taylor T = 0), si ricade nel

La rotazione ha un effetto stabilizzante, cioé

rot Darcy
R > R¢
«O0>» «Fr «E» «E)» = Q>
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