Anagramma

Mostrare che la funzione di hash h(k) = k mod m, quando m = 2P — 1 e le chiavi
k consistono di w parole di p bit ¢ invariante rispetto a permutazioni delle parole
costituenti la chiave.

Soluzione. L’osservazione fondamentale & che possiamo vedere la chiave come
un numero in base 2P, con le parole che la costituiscono (che variano nel range
0...2P — 1 che rappresentano le sue cifre.

Si conclude dunque osservando che dato un numero n espresso in base b e dette
ag,...,a1,aq le sue cifre, ovvero

n=ag...a10ao

allora
nmod (b—1) = Efzoaj mod (b—1) (1)

Da questo deriva immediatamente che se due numeri n; e ng si ottengono I'uno
dall’altro permutando le cifre, dunque hanno cifre identiche, varra ny mod (b—1) =
ng mod (b —1).

La proprieta (1) puo essere dimostrata per induzione su k.

e (k =0) Banale.

o (k > k+1) Sian = agyiag...arap. Detto n’ = ay...aj1ag, per ipotesi
induttiva, vale n’ mod (b—1) = Efzoaj mod (b—1). Poiché n = aj 16" +n’,
utilizzando le semplici proprieta del resto ovvero

(z +y) mod b = (z mod b+ y mod b) mod b
(z-y) mod b = (z mod b -y mod b) mod b

abbiamo che

nmod (b—1)

- (ak+1bk+1 +n') mod (b—1)

= (ap1b" ! mod (b — 1) + n' mod (b — 1)) mod (b — 1)

= ((apy1 mod (b —1))(bmod (b —1))*T1) mod (b—1) +n' mod (b — 1)) mod (b — 1)
= ((apy1 mod (b—1))1¥*1) mod (b — 1) + n' mod (b — 1)) mod (b — 1)

= ( )) +n' mod (b—1)) mod (b—1)

= (ag+1 mod (b—1)) + Zfzoaj mod (b— 1)) mod (b—1)

Sitia; mod (b—1)

ak+1 mod (b—1

e questo conclude la prova.



