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Esercizio 1

Enunciare il teorema smn. Utilizzarlo per dimostrare che esiste una funzione calcolabile
totale s : N2 Ñ N tale che per ogni x, y P N vale |Wspx,yq| “ x ˚ y.

Soluzione: Si definisca la funzione f : N3 Ñ N come segue:

fpx, y, zq “

"

0 se z ă x ˚ y
Ò altrimenti

La funzione è calcolabile dato che fpx, y, zq “ µw. z`1´x ˚y e quindi, per il teorema smn
esiste s : N2 Ñ N tale che fpx, y, zq “ φspx,yqpzq. Pertanto |Wspx,yq| “ |tz | z ă x˚yu| “ x˚y
come desiderato.

Esercizio 2

Studiare la ricorsività dell’insieme A “ tx P N | Ex Ď Wx Y t0uu, ovvero dire se A e Ā sono
ricorsivi/ricorsivamente enumerabili.

Soluzione: Si osserva che l’insieme A è saturato, dato che A “ tx P N | φx P Au, dove
A “ tf | codpfq Ď dompfq Y t0uu.

Concludiamo che A e A sono non r.e. per Rice-Shapiro.

• Si consideri la funzione f “ sc
t0,1u

, calcolabile in quanto t0, 1u è finito e quindi

ricorsivo, pertanto lo è anche t0, 1u che quindi è anche r.e.

Vale che f R A, dato che codpfq “ t1u Ę dompfq Y t0u “ Nzt1u. Inoltre, la funzione
sempre indefinita, θ “ H, è tale che θ Ď f e codpθq “ H Ď dompθqYt0u “ HYt0u “

t0u, quindi θ P A. Pertanto, per Rice-Shapiro, A non r.e.

• La funzione sgpxq “ 1 se x “ 0 e sgpxq “ 0, altrimenti, è tale che codpsgq “ t0, 1u Ď

dompsgq Y t0u “ N, quindi sg R A. Se si considera θpxq “ 1 se x “ 0 e θpxq Ò

altrimenti, vale θ Ď sg e codpθq “ t1u Ę dompθq Y t0u “ t0u Y t0u “ t0u, quindi
θ P A. Pertanto, per Rice-Shapiro, Ā non r.e.

Esercizio 3

Studiare la ricorsività dell’insieme B “ tx P N | x ` 1 P Wxu, ovvero dire se B e B̄ sono
ricorsivi/ricorsivamente enumerabili.



Soluzione: L’insiemeB non è ricorsivo dato cheK ďm B. Per mostrarlo si può considerare
la funzione gpx, yq “ 1 se x P K e indefinita altrimenti. Tale funzione è calcolabile, dato
che gpx, yq “ sckpxq. Quindi per il teorema smn, esiste una funzione calcolabile totale
s : N Ñ N tale che φspxqpyq “ gpx, yq per ogni x, y P N. Si vede dunque che s è funzione di
riduzione di K a B. Infatti

• Se x P K allora gpx, yq “ φspxqpyq “ 1 per ogni y P N. Quindi Wspxq “ N e pertanto
spxq ` 1 P Wspxq. Quindi spxq P B.

• Se x R K allora gpx, yq “ φspxqpyq Ò per ogni y P N. Quindi Wspxq “ H e pertanto
certamente non può essere spxq ` 1 P Wspxq. Quindi spxq R B.

L’insieme B è r.e., infatti la sua funzione semi-caratteristica

scBpxq “

"

1 se x ` 1 P Wx

Ò altrimenti
“ 1pφxpxqq “ 1pΨUpx, x ` 1qq

è calcolabile.
Dato che B è r.e., ma non ricorsivo, il suo complementare B̄ non r.e. (altrimenti

entrambi sarebbero ricorsivi), e quindi B̄ non è neppure ricorsivo.


