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Esercizio 1

Siano A, B < N. Definire la nozione di riducibilita A <,, B. Si dimostri che A € N e r.e.
se e solo se A <,,, K.

Soluzione: Siano A, B < N. Si scrive A <,;, B se esiste f : N — N calcolabile totale tale
che per ogni x € N, z € A sse f(x) € B.

L’insieme K & noto essere r.e. Quindi se A <,,, K, per riduzione anche A e r.e. Esplici-
tamente, si puo scrivere la funzione caratteristica di A come sc4 = sci o f. Quindi risulta
calcolabile per composizione.

Viceversa, se A r.e., per definizione la funzione semi-caratteristica sc, € calcolabile. Si
consideri dunque la funzione g : N> — N definita da g(z,y) = sca(r). Questa ¢ chiaramente
calcolabile e quindi per il teorema smn, esiste s : N — N tale che per ogni z,y € N

SOS(x)(y) = g(l‘, y) = SCA(‘T)
E facile vedere che s ¢ funzione di riduzione per A <, K. Infatti,

o se v € A allora ¢,4)(y) = g(x,y) = sca(x) = 1 per ogni y € N. Quindi certamente
s(x) € Wy, = N. Pertanto s(z) € K.

o se x ¢ A allora ¢y,)(y) = g(z,y) = sca(x) =1 per ogni y € N. Quindi certamente
s(x) ¢ Wy = . Pertanto s(x) ¢ K.

Esercizio 2

Studiare la ricorsivita dellinsieme A = {z € N: 2z + 1 € E,}, ovvero dire se A e A sono
ricorsivi/ricorsivamente enumerabili.

Soluzione: L’insieme A non e ricorsivo dato che K <,, A. Per mostrarlo si puo considerare
la funzione g(x,y) = y se x € K e indefinita altrimenti, ovvero g(x,y) = y*sci(r). Questa
¢ chiaramente calcolabile e quindi per il teorema smn, esiste s : N — N tale che per ogni
r,ye N

Ps() () = g(z,y)
E facile vedere che s ¢ funzione di riduzione per K <, A. Infatti,

e se v € K allora ¢y4)(y) = g(z,y) = y per ogni y € N. Quindi certamente s(z) + 1 €
Ey) = N. Pertanto s(x) € A.



o se v ¢ K allora ¢,,)(y) = g(z,y) 1 per ogni y € N. Quindi certamente s(x) + 1 ¢
Ey) = . Pertanto s(x) ¢ A.

L’insieme A e r.e., infatti
sca(z) = L(pw.S(z, (), z + 1, (w)s))

quindi A non r.e.

Esercizio 3

Studiare la ricorsivita dellinsieme B = {x € N : W, u E, = N}, ovvero dire se B e B sono
ricorsivi/ricorsivamente enumerabili.

Soluzione: Si osserva che B ¢ saturato, dato che B = {x € N | ¢, € B}, dove B = {f |
dom(f) v cod(f) = N}.
Quindi per Rice-Shapiro si conclude

e Buon r.e.. Infatti id € B, visto che dom(id) U cod(id) = NUN = N. Inoltre, nessuna
funzione finita 6 < id pud appartenere a B, dato che dom(f) U cod(f), unione di
insiemi finiti, & finito e quindi certamente diverso da N, qualunque sia 6. Pertanto,
per Rice-Shapiro si conclude che B non e r.e.

e B non r.e., dato che, come visto sopra, id ¢ B, ma e B e & < id & una parte finita
di id. Pertanto, per Rice-Shapiro si conclude che B non é r.e.



