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Introduzione

Il termine ‘semantica’ fu introdotto in un libro di Michel Breal, pubblicato nel 1900, per indi-
care lo studio del modo in cui si evolve nel tempo il significato delle parole. Attualmente con
tale termine si indica lo studio del significato dei linguaggi, dal linguaggio naturale ai linguaggi
logico-matematici e di programmazione.

Definire una semantica di un linguaggio di programmagzione significa specificare un metodo for-
male che consenta di assegnare a ciascun programma (corretto) del linguaggio un significato.
Nell’approccio operazionale il significato di un programma e definito come la sequenza degli stati
interni assunti da un interprete durante la valutazione del programma. Nell’approccio assioma-
tico non si definisce esplicitamente il significato di un programma, ma si individuano formule
logiche che descrivono i costrutti del linguaggio, dalle quali dedurre le proprieta dei programmi.
Diversamente, nell’approccio denotazionale, una funzione di valutazione assegna direttamente ad
ogni programma del linguaggio il suo significato detto denotazione, che e visto come elemento di
qualche opportuno dominio. Gia a questo livello si profila 'importanza dello studio delle equa-
zioni di dominio ricorsive, che costitituiscono ’argomento principale della presente tesi. Infatti,
la determinazione esplicita di un dominio matematico i cui punti forniscano le interpretazioni
dei programmi di un dato linguaggio, € questione tutt’altro che banale e coinvolge tecniche ma-
tematiche piuttosto sofisticate. Il problema puo essere risolto in vari modi, ma la tecnica che
appare essere piu generale consiste nel considerare una categoria sufficientemente ‘ricca’, ossia
chiusa rispetto alle costruzioni indotte dai costruttori del linguaggio, e ‘completa’. Questa se-
conda proprieta verra spiegata diffusamente nel seguito. Qui ci limitiamo a dire che essa ¢ legata
alla possibilita di definire oggetti della categoria come punti fissi di particolari funtori. In tale
approccio, quindi, i domini D i cui punti rappresenteranno le denotazioni dei programmi di un

linguaggio £, possono essere definiti come soluzioni di un’equazione di dominio ricorsiva del tipo
D=FD

dove F' & un opportuno funtore, legato alle caratteristiche sintattiche del linguaggio £. Ad e-
sempio, il dominio delle stringhe su di un alfabeto A € definito in modo naturale come soluzione
dell’equazione D = {e} + A x D.

Tale approccio ha inoltre il vantaggio di permettere la scelta di categorie appropriate, i cui og-
getti presentino struttura adatta ad esprimere le proprieta di equivalenza tra i programmi del
linguaggio, ritenute interessanti. Ad esempio, nel caso dei linguaggi concorrenti, dato che un

processo anche se infinito € comunque significativo, non si parla piu di risultato prodotto da un



programma, ma il significato di un programma & definito come la sequenza degli stati generati
dalla sua esecuzione (la traccia del programma). Per confrontare differenti programmi risulta
dunque naturale vedere le tracce come elementi di un appropriato spazio metrico, nel quale la
distanza tra due tracce & definita in modo tale da essere tanto piu piccola quanto piu lungo & il
segmento iniziale comune delle due tracce.

La presente tesi si inserisce nel filone di ricerca che ha per argomento la semantica denotazionale
dei linguaggi non deterministici e paralleli, sviluppata all’interno di categorie di spazi metrici.
Piu in dettaglio lo scopo della tesi & quello di trasferire nozioni e tecniche tipiche dell’approccio
metrico nell’ambito degli insiemi parzialmenti ordinati. Tale operazione puo portare all’intro-
duzione di nuove nozioni sugli insiemi parzialmente ordinati (si veda ad esempio la nozione di
punto fisso per funzioni contrattive sui BT -alberi), che potrebbero poi essere usate in un contesto
diverso da quello in cui sono nate. Inoltre i risultati ottenuti nell’ambito degli ordini parziali
hanno una immediata ricaduta sulla comprensione degli stessi spazi metrici, come accade nel

caso del teorema di esistenza ed unicita del punto fisso per funtori contraenti.

Il risultato principale della tesi ¢ appunto la dimostrazione dell’esistenza ed unicita del punto
fisso per endofuntori contraenti nella categoria dei BT -alberi (e quindi nella categoria equivalente
degli spazi ultrametrici compatti).

La tesi si compone di due parti.

La prima parte presenta i preliminari matematici necessari. Nel capitolo 1 sono introdotte le
nozioni di base relative alle strutture ordinate. Sono analizzati in particolare gli ordini parziali
completi e la loro relazione con i preordini, stabilita dal completamento ideale. Il capitolo 2 e
dedicato agli spazi metrici ed evidenzia le notevoli proprieta topologiche e metriche degli spazi
ultrametrici e ultrametrici compatti (CUM). Infine il capitolo 3 presenta le nozioni fondamentali
della teoria delle categorie. E proposto un teorema di punto fisso categoriale e vengono introdotte
le categorie cartesiane chiuse che rappresentano la principale connessione tra la teoria della
categorie e le sue applicazioni informatiche.

La seconda parte contiene i risultati. Raccoglie i contributi originali della tesi, ad eccezione del
capitolo 5, che presenta un risultato tratto da un articolo di America e Rutten [I]. In primo luogo,
nel capitolo 4, & analizzata la topologia delle sfere degli spazi ultrametrici compatti. Questo porta
alla definizione di un particolare tipo di struttura ordinata, i BT -alberi. La relazione esistente tra
le due entita matematiche ¢ espressa in modo formale dal teorema che stabilisce ’equivalenza
tra una categoria di spazi ultrametrici compatti ed una categoria di BT -alberi. Le principali
nozioni metriche (funzioni non-distance-increasing, funzioni contrattive) sono trasferite in ambito
ordinato. Interessante e la formulazione del teorema delle contrazioni di Banach-Cacciopoli per
i BT -alberi. Sono quindi introdotti i principali costruttori di dominio (prodotto, somma, spazio
delle funzioni, powerdomain) nella categoria dei CUM e in quella dei BT -alberi e viene provata
I’equivalenza tra i costruttori nelle due categorie.

Il capitolo 6 presenta un teorema di punto fisso in una categoria di spazi metrici completi,
ideato da America e Rutten [I]. Dapprima ¢ introdotta, in tale categoria, la nozione di torre

convergente e si mostra che ogni torre convergente ha un limite. Quindi si definiscono i funtori

ii



contraenti, provando per essi I'esistenza del punto fisso e si da una condizone (Hom-contraenza),
che garantisce 'unicita del punto fisso. Il risultato si applica immediatamente alle equazioni di
dominio che coinvolgono i costruttori pitt comuni. E interessante la corrispondenza esistente tra
il risultato categoriale ed il teorema delle contrazioni sugli spazi metrici completi di Banach e
Caccipoli.

I risultati provati nella categoria degli spazi completi possono essere particolarizzati alla categoria
avente come oggetti i CUM. Nel capitolo 6 & sviluppato uno studio corrispondente delle equazioni
di dominio nella categoria dei BT -alberi, con la formulazione delle nozioni di torre convergente,
limite diretto e funtore contraente. Di particolare interesse ¢ il teorema di punto fisso, che
garantisce esistenza ed unicita del punto fisso di funtori contraenti nella categoria dei BT -alberi
senza la necessita di introdurre I'ipotesi di Hom-contrattivita. Come nel caso metrico, si mostra,

infine, una classe di equazioni di dominio con un’unica soluzione nella categoria.
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Parte 1

Preliminari Matematici



Capitolo 1

Strutture Ordinate

Le strutture ordinate rivestono un ruolo fondamentale nello studio della semantica dei linguaggi
di programmazione. In particolare i CPO (complete partial order), con il teorema di punto fisso
per le funzioni continue, costituiscono un ottimo ambiente per l'interpretazione della ricorsio-
ne. In realta noi utilizzeremo i CPO solo come strumento per dare una caratterizzazione della
struttura di altri particolari insiemi ordinati, i B7 -alberi. Infine si vedra la relazione esistente

tra CPO e preordini, espressa dal completamento ideale.

Definizione 1.0.1 Sia D un insieme; una relazione r su D & un qualsiasi sottoinsieme di D x D.

Diremo che r e:
e riflessiva se, per ogni a € D, (a,a) € 7.
e simmetrica se, per ogni a,b € D, se (a,b) € r allora (b,a) € r.
e transitiva se, per ogni a,b,c € D, se (a,b), (b,c) € r allora (a,c) € r.
e antisimmetrica se, per ogni a,b € D, se (a,b), (b,a) € r allora a = b.
e cquivalenza se ¢ riflessiva, simmetrica e transitiva.

e preordine se e riflessiva e transitiva. Indicheremo con C una generica relazione di preordine.
Per a,b € D, la scrittura a C b significa aCb e a # b. Diremo che (D,C) & un preordine.
Diremo che m € D e un minim (massimo) di (D,C) se, per ogni a € D, vale mCa
(aCm). Diremo che m € D & un elemento minimale (massimale) di (D, C) se, per ogni
a € D, aCm (mCa) implica a = m. Per X C D, chiameremo estremo superiore di X, e lo

denoteremo con LIX, 'elemento di D (se esiste) tale che

a. per ogni z € X, zC U X (cioe UX & maggiorante per X).

1Si osservi come in un preordine il minimo (o il massimo) pud non essere unico. Cid & dovuto al fatto che
C non ¢ antisimmetrica. Ad esempio l'insieme {a, b} preordinato dalla relazione C = {(a, a), (b,b), (a,b), (b,a)}
ammette i minimi a e b. Qualora il preordine sia anche antisimmetrico, e dunque sia un ordine parziale, & facile
verificare che il minimo (massimo), se esiste, & unico.



b. per ogni a € D, se per ogni x € X, zCa, allora UXCa (cioé UX & un minimo tra i

maggioranti di X.

e ordine parziale se e riflessiva, antisimmetrica e transitiva. Se, per ogni a,b € D, aCb
oppure bCa diremo che C & un ordine totale. Diremo che (D, C) & un insieme parzialmente

(totalmente) ordinato.

Quando il contesto lo consente sottointenderemo la relazione C e scriveremo D in luogo del
preordine (D, C).

Definizione 1.0.2 Sia (D, C) un insieme parzialmente ordinato e sia d € D. Si definisce allora:
e ld={d € D:d'Cd}
e td={d e D:dd'}

e Succ(d) Pinsieme degli elementi minimali di 1d (tali elementi sono detti successori (imme-
diati) di d).

1.1 CPO e Algebricita

Quando si usa una struttura ordinata come dominio semantico, 'idea ¢ quella di interpretare
la relazione d’ordine come relazione sul ‘contenuto di informazione’ degli elementi del dominio,
ovvero aC_b se a ¢ meno definito, contiene meno informazioni di b. Data una successione finita
a1CasC ... Cay, elemento massimo a,, contiene tutte le informazioni date dagli a;. In generale
un tale elemento non esiste per successioni infinite. I C'PO rispondono all’esigenza di avere un
elemento (estremo superiore) che raccoglie I'informazione fornita da una successione infinita di
approssimazioni.

I CPO algebrici sono caratterizzati dal fatto che in essi ogni elemento puo essere espresso come

estremo superiore di un insieme di elementi aventi caratteristiche di ‘finitezza’.

Definizione 1.1.1 Sia (D,C) un insieme parzialmente ordinato e sia ) = S C D.
a. Diremo che S & diretto se, per ogni x,y € S, esiste z € S maggiorante di = e y.
b. Diremo che S & catena se, per ogni z,y € S, zCy oppure yCz.

Osservazione 1.1.1 Equivalentemente un sottoinsieme S di un insieme parzialmente ordinato

(D, C) si dice una catena se C ristretta a S & un ordine totale.

Definizione 1.1.2 Sia (D, ) un insieme parzialmente ordinato.

a. Diremo che (D,C) & un ordine parziale completo (CPO) se ogni sottoinsieme diretto di D

ha estremo superiore in D.

b. Diremo che (D, C) & un pointed-CPO se (D,C) ¢ un CPO ed ha minimo.



Definizione 1.1.3 Siano A, B due CPO. Diremo che una funzione f : A — B & monotona se,

per ogni x,y € A, x T4 y implica f(x) Ep f(y).

Definizione 1.1.4 Siano A, B due CPO e sia f : A — B una funzione monotona. Diremo che
f & continua se per ogni insieme diretto S C A, f(US) = U{f(s) : s € S}.

Osservazione 1.1.2 Osserviamo che la monotonia di f assicura che {f(s) : s € S} & un insieme

diretto e dunque garantisce Uesistenza di L{f(s) : s € S}.

Teorema 1.1.1 (Esistenza del Minimo Punto Fisso [Knaster-Tarski]) Sia D un pointed-

CPO e sia f: D — D una funzione monotona. Allora f ammette minimo punto fisso.

Osserviamo che il teorema precedente garantisce l’esistenza del minimo punto fisso, ma non

ne da una definizione costruttiva. Rafforzando l'ipotesi su f possiamo colmare questa lacuna.

Teorema 1.1.2 (Esistenza e Struttura del Minimo Punto Fisso) Sia D un pointed-CPO

e sia f: D — D una funzione continua. Allora f ammette minimo punto fisso:
iz (f) ={f'(L) +i > 0}
Definizione 1.1.5 Sia (D,C) un CPO.

a. Diremo che d € D ¢ compatto (o finito) se, per ogni S C D diretto, dC U S implica dCs,

per qualche s € S. Indicheremo con K(D) U'insieme degli elementi compatti di D.

b. Diremo che D & algebrico se, per ogni d € D, ldNK(D) = {x € K(D) : zCd} & diretto e
d=UldNK(D).

Teorema 1.1.3 Siano D ed E due CPO algebrici e sia f : K(D) — K(E) una funzione

monotona. Allora l’estensione per continuita di f a D:

f'":D—E
F/(x) = U{f(d) - d € Lz N K(D))

e continua.

1.2 Completamento Ideale

L’operazione di completamento ideale stabilisce una relazione tra preordini e CPO algebrici.
Tale operazione, dato un preordine, consente di ottenere un CPO algebrico avente come elementi

compatti gli elementi dell’ordine parziale indotto dal preordine.
Definizione 1.2.1 Sia (D,C) un preordine.
a. Diremo che B C D & chiuso verso il basso se, per ogni a € D e b € B, aCb implica a € B.

b. Diremo che un sottoinsieme I C D ¢ un ideale se ¢ diretto e chiuso verso il basso.



c. Si dice completamento ideale di D, denotato con Idl(D), I'insieme degli ideali di D par-

zialmente ordinato per inclusione.

Proposizione 1.2.1 Sia (D,C) un preordine con minimi. Allora:
a. 1dl(D) é un pointed-CPO.

b. gli ideali principali L = {y € D | yCa}, x € D, sono tutti e soli gli elementi compatti di
Idl(D).

c. Idi(D) é un CPO algebrico.

Dim:

(a) Chiaramente 'inclusione € un ordine parziale.
Sia ora S C Idl(D) diretto, proviamo che I's = Ujegl & lestremo superiore di S. Anzitutto
dobbiamo provare che Ig ¢ ideale. Se a € I allora a € I, per qualche I C S. Dunque ogni a'Ca
appartiene ad I e percio a Ig. Questo prova che Ig ¢ chiuso verso il basso. Siano allora a,b € Ig,
provenienti rispettivamente da I, e I,. Poiché S ¢ diretto esiste I € S contenente I, e I. Dato
che I & diretto, esiste ¢ € I maggiorante di a e di b. Chiaramente ¢ € Ig. Cio prova che Ig ¢
diretto.
Ovviamente Is & maggiorante per S. Resta da provare che Ig € minimo tra i maggioranti di S.
Sia allora I maggiorante per S, poiché I deve contenere ogni elemento di .S, I conterra anche la
loro unione Ig.
Dunque Idl(D) ¢ CPO.
Osserviamo ora che M = {1 € D : 1 & minimo in D} & ideale. Inoltre, poiché ogni I € Idl(D)

¢ chiuso verso il basso, avremo che M C I, ossia che M ¢ il minimo di Idi(D).

(b) Sia a € D, allora | a ¢ diretto e chiuso verso il basso, ossia Ja € Idi(D). Sia ora
S C Idl(D) diretto e a C US, avremo che a € Uregl. Dunque, per qualche I € S, a € I.
Poiché I & chiuso verso il basso |a C I, ossia J.a ¢ compatto.
Viceversa se I € compatto, dato che I = U ¢y |z, esiste x € I tale che I C |z C Uyzer L =1,

ossia I =] x.

¢) E sufficiente osservare che I = Ugzerdz = Upcrlz. Concludiamo per (b).
e C
O

Osservazione 1.2.1 Sia (D,C) un preordine. Indicata con = la relazione di equivalenza su D
indotta da C (a = b se aCb e bCa) allora (D/=,C /=), con C = definita da [a]E,=[b] se aCb, &

un ordine parziale e
(K(D)a E) = (D/Ea E/z)
Definizione 1.2.2 Sia (D,Cp) un preordine.

a. Denotiamo con Sp (SCp) l'insieme delle successioni (crescenti) a valori in D.



b. Definiamo la relazione C C (Sp x Sp) ponendo

(n)neNE(Yn)nen se e solo se Vn € N.dm € N. 2,CEpym

c. Definiamo la relazione = C (Sp x Sp) ponendo
(xn)nGN = (yn)nGN se e solo se (xn)nGNE(yn)nGN € (yn)nGNE(xn)TLGN

Osservazione 1.2.2 E banale verificare che = & relazione di equivalenza.
D’ora in avanti, scrivendo Sp (SCp) intenderemo Sp /= (SCp /=) ordinato parzialmente dalla

relazione [(2)neN]E[(Yn)nen] se e solo se (Tn)neNE(Yn)yen-

Teorema 1.2.1 Sia D un preordine numerabile. Allora (Idl(D),C) = (SCp,C).

Dim:

Diamo solo qualche idea per la dimostrazione, senza entrare nei dettagli, allo scopo di evi-
denziare alcune proprieta che risulteranno utili nel seguito.
Se D e numerabile ogni suo sottoinsieme ¢ al piu tale. Dunque dato un ideale I C D possiamo
ordinare i suoi elementi in una successione i1, 13, .. da cui € semplice ricavare la successione
crescente 41,141 V ia, (i1 Vig) Vis,. ...
(con a V b si indica un maggiorante in I di a e b, che esiste in quanto I & diretto).

Definiamo allora la funzione f : Idl(D) — SCp ponendo
JI) = [(i1,i1 Vig, (i Viz) Vis,...)]

Osserviamo che la definizione ¢ ben data nel senso che € indipendente dall’ordinamento definito
sugli elementi di I. Infatti, siano sy, s due distinti ordinamenti di I e scy, sco le relative
successioni crescenti. Per ogni n € N, (sc1), € in I, quindi vi & m € N tale che (s2)m = (5¢1)n;
si ha dunque chiaramente (sc1),C=(s¢2)m. Quindi s¢;Cscs. In modo analogo si prova che scoCscy
e quindi sc; = sco.

Si prova facilmente che f & una biezione la cui inversa f~' : SCp — Idl(D) & definita:

FHEM)nen) = Unen +2™

Nell’isomorfismo ad un ideale principale |z corrisponde una successione crescente finita, cioe
una successione che dopo un numero finito di passi si ‘stabilizza’ sul valore x ( (x("))ne N tale

che vi & ng per cui Vn > ng si ha (™ = ).
O

2Qualora I fosse costituito da un numero finito di elementi, diciamo n, poniamo iy, = i, per m > n.



Capitolo 2
Spazi Metrici

Gli spazi metrici costituiscono una delle strutture matematiche pitt importanti. In particolare
sono alla base della teoria generale dei limiti. Questa teoria ci consentira di definire un teorema
di punto fisso per particolari funzioni (le contrazioni) definite su particolari spazi metrici (gli
spazi metrici completi). Infine, vedremo come limitando 'interesse a opportuni spazi metrici si

possono ottenere risultati utili per la soluzione di equazioni di dominio ricorsive.

Definizione 2.0.3 Uno spazio metrico & una coppia (M,d), ove M & un insieme non vuoto e

d: M x M — R* ¢ una funzione (detta metrica o distanza) che soddisfa le proprieta
a. Yo,y € M. d(x,y) =0 ssex =1y
b. Va,y € M. d(z,y) = d(y, )
c. Vo,y,z € M. d(x,y) < d(z,2) + d(z,y)

Definizione 2.0.4 Sia (M, d) uno spazio metrico e sia (2, )neny una successione in M.
a. (Tn)nen si dice successione di Cauchy (o successione fondamentale) se

Ve > 0.3ng € NVn,m > ng. d(xp, Tm) < €

b. (zn)nen si dice successione convergente se esiste x € M tale che
Ve > 0.39ng € N.Vn > ng. d(x,,x) < e

In tal caso, diremo che (z,)nen converge a x, che x ¢ il limite di (z,)nen € scriveremo

lim,, o0 T, = .
c. (M,d) si dice completo se ogni successione di Cauchy in M & ivi convergente.
Definizione 2.0.5 Siano (M, d) uno spazio metrico, AC M, x € M er > 0.
a. Diremo che x & punto limite per A se

Ve >0.da € A. 0 <d(a,z) <e



b. Diremo che A & chiuso se contiene tutti i suoi punti limite.

c. Diremo che A & aperto se M \ A & chiuso.

d. Definiamo sfera aperta di centro x e raggio r U'insieme B(z,r) ={y € M : d(z,y) < r}.
e. Definiamo sfera chiusa di centro x e raggio r I'insieme B(x,7) = {y € M : d(x,y) < r}.

Proposizione 2.0.2 Sia (M,d) uno spazio metrico e sia A C M. Allora A é aperto se e solo

se per ogni a € A esiste £ > 0 tale che B(a,e) C A.

Definizione 2.0.6 Siano (My,d;), (Ma,ds) spazi metrici, f : My — Ms una funzione e sia
A>0.

a. Diremo che f & continua se, per ogni successione convergente (x,,)neny C M

fC lim x,)= lm f(z,)

n—-+o0o n—-+o0o

b. Definiamo l'insieme

My =4 My ={f: My — My : Yo,y € My.do(f(z), fy)) < A-di(z,9)}

c. Chiamiamo non-distance-increasing (NDI) le funzioni appartenenti a M; —! M,. Chia-

miamo contrazioni le funzioni appartenenti a M; —4 My, 0 < A < 1.

Proposizione 2.0.3 Siano (My,dy), (My,dy) spazi metrici, A > 0 e sia f : My =4 My una

funzione. Allora f & continua.

Definizione 2.0.7 Siano (Mj,d;) e (Ma,ds) spazi metrici.  Diremo che una funzione
f: My — M, & un isometric embedding se, per ogni x,y € My, da(f(x), f(y)) = di(x,y).
Una tale funzione ¢ chiaramente iniettiva. Se f ¢ anche suriettiva e quindi € una biezione si dice

1sometria e gli spazi My e My sono detti isometrici.

Teorema 2.0.2 (Teorema delle Contrazioni [Banach-Cacciopoli]) Sia (M,d) uno spazio
metrico completo e sia f : M — M una contrazione. Allora esiste un unico punto fisso fiz(f)
per fin M:
fix(f) = lirf fi(zo) con xy € M qualsiasi
n—+00
Definizione 2.0.8 Sia (M, d) uno spazio metrico e sia A C M.
a. Chiamiamo diametro di A la grandezza diam(A) = sup, ,c 4 d(z,y).

b. Diremo che A ¢ limitato se diam(A) < +oo.

c. Diremo che A e totalmente limitato se, per ogni € > 0, esistono x1,xs,...,x, € A tali che
AC U?ZlB(l‘i,E).

Definizione 2.0.9 Siano (M, d) uno spazio metrico, F una famiglia di sottoinsiemi di M e sia
ACM.



a. Diremo che F ricopre (o che ¢ un ricoprimento di) A, se I'unione degli elementi di F

contiene A.
b. Diremo che F & ricoprimento finito di A se F & finito e ricopre A.

c. Diremo che F ¢& ricoprimento aperto di A se F ricopre A e ogni elemento di F ¢ aperto in
M.

Definizione 2.0.10 Sia (M, d) uno spazio metrico e sia A C M. Diremo che A & compatto per
successioni (o, semplicemente, compatto) se ogni successione a valori in A ammette un punto

limite in A.
Proposizione 2.0.4 Sia (M,d) uno spazio metrico e sia A C M compatto. Allora A é chiuso.

Teorema 2.0.3 (Caratterizzazione dei Compatti) Sia (M,d) uno spazio metrico e sia

A C M. Allora sono equivalenti
a. A é compatto.
b. A e completo e totalmente limitato.
c. Da ogni ricoprimento aperto U di A si puo estrarre un ricoprimento finito UT di A.

Proposizione 2.0.5 Sia (M,d) uno spazio metrico compatto e sia A C M chiuso. Allora A ¢é

compatto.

Dim: Ogni successione di A, in quanto successione di M ammette un punto limite . poiché A

¢ chiuso, z € A.
’ O

Proposizione 2.0.6 Sia {K; : i € I} una famiglia di compatti inclusi non vuoti. Allora
Nier Ki # 0

Proposizione 2.0.7 Sia {K1,Ks,...,K,} una famiglia finita di compatti. Allora Ui<;<nK; €
compatto.
Dim:

Sia (sp)nen C Ur<i<n K successione. Poiché i compatti sono in numero finito ne esiste uno,
diciamo K;, in cui cadono infiniti punti di (s, )nen. Dunque K;, e percio Ui <;<, K;, contengono

un punto limite della successione considerata. -

D’ora in avanti considereremo spazi metrici in cui la distanza tra due qualsiasi elementi e

superiormente limitata da 1.

Osservazione 2.0.3 Notiamo che se (M, d) ¢ uno spazio compatto, non ¢ limitativa la suppo-
sizione che la metrica abbia valori in [0,1]. In caso contrario, infatti, dato che uno spazio M

compatto ¢ limitato, detto L il suo diametro la metrica d’ definita da

d'(z,y) = d(z,y)/L

¢ equivalente a d e soddisfa la proprieta richiesta.



2.1 Spazi Ultrametrici

Nella nostra trattazione riveste una notevole importanza il concetto di spazio ultrametrico. In
particolare ¢ fondamentale il fatto che in tali spazi due sfere con intersezione non vuota sono una
inclusa nell’altra. Questo, come vedremo, consente di ‘dimenticare’ il centro delle sfere; una sfera

in uno spazio ultrametrico puo, cioe, essere vista come una coppia (insieme di punti, raggio).

Definizione 2.1.1 Uno spazio metrico (M,d) si dice ultrametrico se d soddisfa la proprieta

(rafforzamento della disuguaglianza triangolare) :
c. Ve,y,z € M. d(z,y) < max{d(x, 2),d(z,y)}

Notazione 2.1.1 Qualora lo spazio sia ultrametrico € opportuno considerare, per motivi che
risulteranno chiari nel seguito, solo le sfere chiuse dello spazio. In tal caso, per semplicita di

scrittura, scriveremo B(a,r) in luogo di B(a,r).
Proposizione 2.1.1 Ogni sfera B(a,r) di uno spazio ultrametrico (M,d) é aperta e chiusa.

Dim:

Sia o’ € B(a,r) C M, allora d(a/,a) < r. Proviamo che B(a',r) C B(a,r). Qusto segue
immediatamente dal fatto che se o’ € B(a/,r) allora d(a”,a) < max{d(a”,a’),d(a’,a)} < r.
Dunque B(a,r) ¢ aperta.

Inoltre ogni sfera chiusa ¢ un chiuso, per cui si conclude.
O

Proposizione 2.1.2 Sia (M, d) uno spazio ultrametrico e siano B(a,r1), B(b,r2) sfere di M

con intersezione non vuota. Allora, se 11 < rq, B(a,r1) C B(b,r2).

Dim

Sia ¢ appartenente all’intersezione. E sufficiente osservare che se z € B (a,r1) allora
d(z,b) < max{d(z,a),d(a,c),d(c,b)} < max{ry,ri,re} =79

e quindi z € B(b,rq).
O

Corollario 2.1.1 Sia (M,d) uno spazio ultrametrico e siano B(a,r), B(b,r) sfere di M con
intersezione non vuota. Allora B(a,r) = B(b,r).
2.2 Spazi Ultrametrici Compatti

Le notevoli proprieta degli spazi ultrametrici sono ulteriormente rafforzate qualora lo spazio sia
anche compatto. Nel seguito per indicare tali spazi useremo la sigla CUM (Compact Ultrametric

Space)
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Proposizione 2.2.1 Sia (M,d) un CUM. Allora é possibile definire una metrica d' su M
d:MxM-—={0}u{2™":n€ N}
equivalente a d.

Dim:

La metrica d’ pud essere definita:

d(z,z) =0
d'(z,y) =2"" con n tale che 27" < d(z,y) <2t se x £y

d’ & ovviamente una ultrametrica e soddisfa
d'(z,y) < d(z,y) < 2d (z,y)

quindi ¢ equivalente a d.
O
D’ora in poi assumeremo dunque che per ogni CUM (M, d) considerato, la distanza d abbia
valori in {0} U{27™:n € N}

Definizione 2.2.1 Sia (M,d) un CUM. Si indica con By Uinsieme di tutte le sfere di M di
raggio non nullo, ovvero

By = {B(z,r):r >0}

Si osservi che in realta sono significativi solo i raggi del tipo 27" con n € N nel senso che
se 27" < 7y, 1y < 27D allora, per assunzione fatta sui valori di d si ha B(x,r) = B(x,r2).
Dunque

By ={B(z,27"):n € N}

Proposizione 2.2.2 Sia (M,d) un CUM. Allora ogni sfera (chiusa) B(x,r) é aperta e com-
patta.

Dim:
E sufficiente osservare che B (z,7) & aperta per l'ultrametricita dello spazio ed & compatta in
quanto chiusa in un compatto.
O
Definizione 2.2.2 Sia (M, d) uno spazio metrico, ) # A C M e sian € N. Si indica con A[n]

I’insieme di sfere:

An] ={B(z,27") : x € A}

Proposizione 2.2.3 Sia (M,d) uno spazio ultrametrico, ) # A C M wun insieme compatto e
sian € N. Allora Aln] ¢é finito.
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Dim:

Dato che le sfere chiuse in uno spazio ultrametrico sono aperti, A[n] € un ricoprimento aperto
di A. Dunque, essendo A compatto, esiste un sottoricoprimento finito, ovvero esiste Ap C A
tale che A C U{B(z,27") : x € Ap}. Ora Vo € A3z’ € Ap tale che z € B(z/,27™), dunque
B(z,27™) N B(x’,27") # @ per cui, dato che le due sfere hanno lo stesso raggio B(z,2™") =
B(2',27") e quindi A[n] = {B(2/,27™) : 2’ € Ar}. Questo consente di concludere.

O
Corollario 2.2.1 Sia (M,d) un CUM. Allora By; é numerabile
Dim:
Osserviamo che
B = Upen M(n]
Essendo lo spazio compatto, M[n] & finito per ogni n e quindi By; ¢ numerabile.
O

Corollario 2.2.2 Sia (M,d) un CUM. Allora esiste un sottoinsieme di M numerabile, denso
m M, ovvero
IM' C M. M'numerabile e M/ = M

Dim:
Per ogni n € N, essendo M un CUM, esiste un sottoinsieme M l(wn) di M tale che:

M =U{B(z,27") : z € M{"}

Definiamo
M’ = Unen My

Ora Vo € M.32(™ ¢ M;,") tale che = € B(x(™,27") e quindi d(z,z(™) < 27", Si ottiene cosi

una successione ((™),cn in M’ convergente a z. Si conclude quindi che M’ = M.
O

Proposizione 2.2.4 Sia (M, d) un CUM e sia (B; = B(x;,7;))ien una successione decrescente
di sfere in Byy (cioé per ogni i € N B(zi, 1) 2 B(xiy1,7i41)), con r; — 0. Allora (BW);cn
definisce un punto di M.

Dim:

Consideriamo B = N;enB;. Essendo (B(i))ieN una famiglia di compatti inclusi, B & non
vuoto. Inoltre Va,y € B,Vi € N, dato che z,y € B;, si ha che d(z,y) < max{d(z,z;),d(y,z;)} <
r; e quindi d(z,y) = 0, per cui x = y. Dunque B = N;en B; € costituito da un unico punto.

O

In conclusione, se (M, d) ¢ un CUM, l'insieme delle sfere di raggio non nullo By, da una
descrizione ‘completa’ dello spazio, nel senso che consente di risalire alla topologia (M, Q(M)).
Infatti:
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e per ogni aperto A € Q(M)

A =UgeaB(x,27"=) per opportuni n,

e per ogni elemento x € M, x & individuato dalla successione di sfere decrescenti (B(x,27™))pen

{:L’} = r-]nENB(‘CC’ 27”)
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Capitolo 3

Categorie

Uno dei principali motivi che hanno determinato la nascita della teoria delle categorie & stata
Pesigenza di poter vedere risultati simili, ottenuti in vari ambiti della matematica, come istanze
di un’unica, piu generale teoria. Proprio questa necessita di raccogliere un vasto insieme di
risultati differenti ha portato alla formulazione di una teoria piuttosto astratta. I matematici,
dunque, qualche volta, si riferiscono alla teoria delle categorie come ad una ‘assurdita astratta’,
ma allo stesso tempo, regolarmente traggono vantaggio dal potere derivante dalla sua generalita.
La teoria delle categorie ha un’influenza notevole sullo studio della semantica dei linguaggi di
programmazione e recentemente ha spesso guidato o ispirato la scoperta di concetti, definizioni,
strutture e teoremi. La sua validita va spesso oltre quella di una teoria matematica ben svilup-
pata e generale, nel senso che in molti casi risponde alle esigenze di base dell’informatica molto
meglio delle altre teorie fondazionali esistenti.

La teoria delle categorie ¢ un argomento vastissimo; nel seguito saranno introdotte solo le defini-
zioni fondamentali e i risultati che saranno poi utilizzati nella nostra trattazione. In particolare
vedremo i concetti di categoria cartesiana chiusa, categorie equivalenti ed un teorema di punto

fisso a livello categoriale.

3.1 Categorie, Isomorfismi, Funtori

La definizione di base nella teoria delle categorie & ovviamente quella di categoria. Gli assiomi
per le categorie sono piuttosto generali e rappresentano generalizzazioni di assiomi frequentissimi

nella matematica e nell’informatica.
Definizione 3.1.1 Una categoria C consiste in
a. Una collezione di oggetti Obj. ed una collezione di morfismi Morc
b. Due operazioni
dom : Morec — Obj,

cod : More — Obje
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Scriveremo a % b se dom(f) = a e cod(f) = b e chiameremo a e b rispettivamente dominio

e codominio di f. Scriveremo Home (a,b) per indicare la collezione dei morfismi a ENA

c. Un’operazione di composizione o, che assegna ad ogni coppia di morfismi f e g con cod(f) =
dom(g), un morfismo g o f, con dom(go f) = dom(f) e cod(g o f) = cod(g).
L’operazione di composizione ¢ associativa ovvero dati comunque i morfismi a EN b, b2 e,

h
¢ — d vale

(feg)oh=fol(goh)
d. Per ciascun oggetto a un morfismo identita id, tale che per ogni morfismo a ENY3

foide=f
idpo f=f

Esempio 3.1.1 Una delle categorie piu note e la categoria Set degli insiemi e delle funzioni
totali tra insiemi. Questa categoria ha come oggetti gli insiemi e come morfismi le funzioni
(totali) tra insiemi. La composizione di morfismi o & definita come 'usuale composizione tra
funzioni e il morfismo identita di un oggetto A & la funzione identita sull’insieme A.

Un’altra categoria ¢ Poset, avente come oggetti gli insiemi parzialmenti ordinati e come morfismi
le funzioni monotone. o & l'ordinaria composizione di funzioni e cosi i morfismi identita sono le

identita sugli insiemi associati ai poset.

Vogliamo ora introdurre la nozione di isomorfismo tra oggetti in una categoria; questa nozione
vuole rappresentare la generalizzazione della nozione di equivalenza tra strutture matematiche.

Vedremo che effettivamente considerando esempi di categorie si ottengono concetti gia noti.

Definizione 3.1.2 Sia C una categoria. Due oggetti a,b in Obj, si dicono isomorfi se vi sono

due morfismi a i> beb- qtali che

go f=id,
fog=id

In tal caso si scrive a = b e i morfismi f e g si dicono isomorfismi.

Esempio 3.1.2 Nella categoria Set gli isomorfismi sono le funzioni biettive. In Poset si ottiene

invece 'usuale nozione di isomorfismo tra strutture ordinate.

Definizione 3.1.3 Sia C una categoria. Un oggetto a in Obj, si dice oggetto terminale se per

ogni altro oggetto b se vi € un unico morfismo b 4.

Osservazione 3.1.1 In una categoria C 'oggetto terminale, se esiste, € unico, a meno di isomor-
fismi, ovvero se a e b sono due oggetti terminali di C allora a = b. Parleremo dunque di ‘oggetto
terminale della categoria’ e lo indicheremo con 1¢, intendendo in questo modo uno qualunque

degli oggetti terminali isomorfi.
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Definizione 3.1.4 Sia C una categoria. Un oggetto a in Obj, si dice oggetto iniziale se per ogni

altro oggetto b se vi &€ un unico morfismo a ENY

Osservazione 3.1.2 In una categoria C anche I'oggetto iniziale, se esiste, & unico, a meno di

isomorfismi.

Esempio 3.1.3 Nella categoria Set vi & un unico oggetto iniziale, e cio¢ Iinsieme vuoto §). Ogni
insieme singoletto, costituito da un unico elemento {z} ¢ invece oggetto terminale in Set. B
chiaro che tutti gli insiemi singoletto sono tra loro isomorfi (Iisomorfismo & l'unica funzione tra

i due insiemi).

La nozione di funtore vuole formalizzare il concetto di mappa tra categorie che preserva la
struttura delle stesse. I funtori rivestono dunque un ruolo fondamentale nella definizione di

categorie isomorfe ed equivalenti.

Definizione 3.1.5 Siano C e D due categorie. Un funtore F' : C — D & un’operatore che:

- ad ogni oggetto a in Obj, associa un oggetto F'(a) in Obje

- ad ogni morfismo f in Home (a,b) associa un morfismo F(f) in Home(F(a), F (b))
soddisfacente le seguenti proprieta:
a. F(id,) = idp(q) per ogni oggetto a
b. F(go f) = f(g) o F(f) per ogni coppia di morfismi f in Hom(a,b), g in Hom(b,c)

Definizione 3.1.6 Siano C, D, £ categorie siano F' : C — D,G : D — & funtori. Si definisce

composizione di F' e G il funtore G o F' definito da:

- (Go F)(a) = G(F(a)) per ogni oggetto a in Obj
-(Go F)(f) = G(F(f)) per ogni morfismo f in More

(si verifica facilmente che G o F' cosi definito € un funtore).

Esempio 3.1.4 Un funtore nella categoria Set e 1'operazione insieme potenza P che ad ogni

insieme A associa I'insieme delle parti di A e ad ogni funzione f, la funzione stessa estesa ad

insiemi (P(f)(S) = {f(s) : s € S}).

3.2 Isomorfismo ed Equivalenza di Categorie

Lo scopo di questa sezione ¢ quello di specificare quando due categorie possono essere considerate
‘essenzialmente uguali’. La prima e piu immediata nozione & quella di isomorfismo di categorie.
Tale nozione risulta pero chiaramente molto piu forte di quello che normalmente si vorrebbe,
essenzialmente perché non tiene conto della presenza di isomorfismi ‘interni’ alle categorie. Si
introduce dunque una nozione piu debole, che & quella che poi sara effettivamente utilizzata, cioe

la nozione di equivalenza di categorie.
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Definizione 3.2.1 Due categorie C e D si dicono isomorfe se esistono due funtori
F:C—D,G:D — C tali che

—GOF:idc
—FOG:idD

Come premesso la definizione di isomorfismo & indebolita in quella di equivalenza, essen-
zialmente richiedendo che 'isomorfismo tra le categorie valga ‘modulo isomorfismi interni’; per

formalizzare questa nozione e perd necessario premettere alcune considerazioni.

Osservazione 3.2.1 Sia C una categoria. Osserviamo in primo luogo che la relazione di iso-
morfismo = tra oggetti € una relazione di equivalenza su Oby,.

Inoltre la relazione =), sui morfismi definita nel modo seguente:
f = g se vi sono due isomorfismi 41,49 tali che f = i1 0g oo
¢ anch’essa una relazione di equivalenza.

Definizione 3.2.2 Sia C una categoria. Si definisce la categoria scheletro di C, indicata con

SK(C), la categoria definita nel modo seguente:

a. La collezione degli oggetti & Obj, /2o © quella dei morfismi & More /.,

b. domsk () ([f]) = [dome(f)]
codsg c)([f]) = [code(f)]

c. Loperazione di composizione definita da [g] o [f] = [g o f]

d. Per ciascun oggetto [a] il morfismo identita & definito id(,) = [id,]

Osservazione 3.2.2 Sia C una categoria. Si verifica facilmente che la struttura SK(C) € ben
definita ed € una categoria.
Inoltre siano C e D due categorie e sia F' : C — D un funtore. Allora ¢ possibile definire un

funtore:
SK(F): SK(C) — SK(D)
nel modo seguente

SK(F)([a]) = [F(a)] per ogni oggetto a in Obje
) =[F(f)] per ogni morfismo f in More

Infatti SK(F) & ben definito, cioe la definizione non dipende dal rappresentante nella classe
di equivalenza: se a =p b allora, dato che I'immagine tramite F' di un isomorfismo & ancora
un isomorfismo, F(a) 2o F(b) e quindi [F(a)] = [F(b)]. Allo stesso modo se f =), g allora
[F(f)] = [F(g)]-

Inoltre soddisfa la definizione di funtore:
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a. commutativita rispetto alla composizione

= id s (F)([a))

Possiamo quindi finalmente dare la definizione di categorie equivalenti:

Definizione 3.2.3 Due categorie C e D si dicono equivalenti se le corrispondenti categorie
scheletro SK(C) e SK (D) sono isomorfe.

3.3 Un Teorema di Punto Fisso per le Categorie

Nei capitoli precedenti sono stati analizzati risultati di punto fisso per gli spazi metrici e per
gli insiemi ordinati. Accade cioe che data una funzione f (tra spazi metrici o insiemi ordinati),
sotto certe condizioni, esista un elemento x del dominio tale che f(x) = x. Tale elemento viene
detto punto fisso di della funzione f.

Vogliamo ora provare un risultato simile a livello categoriale, ovvero si vuole mostrare che se C
& una categoria e F' : C — C & un funtore, quando sono verificate certe ipotesi esiste un ‘punto
fisso’ per F', cio¢ un oggetto a della categoria tale che F(a) &£ a.

L’utilita di un tale risultato e legata al fatto che, se gli oggetti della categoria sono usati come
domini semantici per un linguaggio di programmazione, allora un dominio ricorsivo (cioe¢ definito
in termini di sé stesso) puod essere pensato come punto fisso di un opportuno endofuntore F' nella

categoria.

Definizione 3.3.1 (Torre) Sia C una categoria. Si dice torre in C una successione (G, fn)nen

di oggetti e morfismi tale che per ogni n si ha a, I Gnt1

Definizione 3.3.2 (Cono) Sia C una categoria e sia (an, fn)nen una torre in C. Si dice cono

per la torre una coppia (@, (7 )nen), con a oggetto, 4, morfismo a, 23 a, tale che

Vn € N. 77L:7n+1ofn
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Tn+1
An+41 >

fn Tn

Qn

Definizione 3.3.3 (Cono Iniziale) Sia C una categoria. Un cono (a, (7n)nen) Per una torre
(a@n, fn)nen sl dice cono iniziale per la torre se per ogni altro cono (a’, (7, )nen) per tale torre

esiste un unico morfismo f : a — @’ tale che Vn € N. v," = f o ~,.

~

Tn f

Tn

Abbiamo ora tutti gli elementi necessari per provare il teorema di punto fisso:

Teorema 3.3.1 (Teorema di Punto Fisso Categoriale) Sia C wuna categoria e sia
F : C — C un funtore. Sia ag & Fag un morfismo in C. Definiamo la torre (an, fn)nen

nel modo sequente: Yn € N

ap41 = Fay,
fn+1 = an

Se tale torre ha un cono iniziale (a, (Yn)nen) € (Fa, (Fyn)nen) € un cono iniziale per la torre
(Fan, Ffu)nen allora

a=Fa
Dim:
Osserviamo che (Fanaan)neN = (an+1a fnJrl)neNa dunque (a, ('Yn)nGN) € (Fa, (F’Yn)neN)

sono entrambi coni iniziali per la torre (an41, fnt1)nen-

Pertanto, per la definizione di cono iniziale esistono unici i morfismi

a® Fa
Fa®a

tali che Vn € N

Yn+1 = g2 © F77L
Fyn =g10vm11
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Dunque
Ynt1 = G20 Fypn = G20 g1 © Y1 (1)
Frp = 91041 =g10g20 Fy, (2)

Ora, sempre per definizione di inizialita, applicata ad a solamente, esiste un unico morfismo
a % a tale che Vn. Yn+1 = g O Yn+1 € questa € necessariamente 'identita di a, id,. Dunque dalla

relazione (1) segue che:
92091 =1d,

Ragionando allo stesso modo si conclude che
g109g2 =idpq

e quindi come si voleva dimostrare a & Fla.

3.4 Categorie Cartesiane Chiuse

La nozione di categoria cartesiana chiusa rappresenta la principale connessione tra la teoria delle
categorie e le applicazioni informatiche di tale teoria, in quanto trasferisce a livello categoriale i

concetti di applicazione e astrazione.

Il primo passo consiste nell’introduzione del prodotto, che rappresenta una generalizzazione

categoriale dell’operatore x che si incontra in vari ambiti della matematica.

Definizione 3.4.1 Sia C una categoria. Il prodotto di una coppia di oggetti a e b in Obj, € un
oggetto a x b e una coppia di morfismi fst e snd, detti proiezioni, tali che, per ogni coppia di

morfismi ¢ %> a e ¢ % b esiste un’unico morfismo < f,g > che fa commutare il diagramma

\ /

Dati due morfismi a i> bed i> b definiamo un morfismo:

fxfl=<fofst,ffosnd>axa —bx¥
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Esempio 3.4.1 Nella categoria Set il prodotto di due oggetti (insiemi) A e B & il prodotto

cartesiano di A e B, con i morfismi fst e snd definiti:

fst((a,b)) = a
snd((a,b)) =b

Si prova facilmente che il prodotto in una categoria ¢ unico a meno di isomorfismi, ovvero

vale:

Proposizione 3.4.1 Sia C una categoria e siano a e b oggetti in Objs. Se a x b & un prodotto

con proiezioni fst, snd e a X' b & un prodotto con proiezioni fst’, snd’ allora a x b= a x'b.

Definizione 3.4.2 Si dice categoria con prodotti finiti una tripla (C, x, 1), dove C & una categoria
con oggetto terminale 1, tale che per ogni coppia di oggetti a e b in Obj, esiste nella categoria

un prodotto a x b.

In una categoria con prodotti finiti, 'oggetto terminale 1 & I’elemento unitario per il prodotto
nel senso che per ogni oggetto a vale 1 X a = a X 1 & a. Questo suggerisce una generalizzazione

del prodotto a n-ple di oggetti nel modo seguente:

Definizione 3.4.3 Sia (C, X, 1) una categoria con prodotti finiti. Il prodotto per n-ple di oggetti

¢ definito induttivamente nel modo segente:

x() =

x(a)=1xa

—_

X (a1,...0p41) = X(a1,...a4p) X apy1 VR €N

Vogliamo ora introdurre il corrispondente categoriale dello spazio delle funzioni. In alcune
categorie accade che la collezione dei morfismi tra due oggetti a e b, cioe Hom(a,b) possa essere
visto a sua volta come un oggetto della categoria. Ad esempio nella categoria Set, l'insieme
delle funzioni di un insieme A in un insieme B & sua volta un insieme B#. Un esempio pitl
interessante si ha nella categoria Poset nella quale la collezione delle funzioni monotone tra due
poset (A,C4) e (B,Cp) ¢ un insieme parzialmente ordinato con la relazione C definita da fCg
se Vo € A. f(z)Cpg(x).

Ora la caratterizzazione categoriale del prodotto si basa sulla definizione degli operatori di base
(x e proiezioni) e delle loro proprieta. Nel caso delle funzioni gli operatori fondamentali sono
Uapplicazione che data una funzione f : A — B ed un argomento a € A fornisce il valore di f
applicata ad a (f(a) € B), e Uoperazione di curry, che data una funzione f : A x B — C ed
un elemento a € A fornisce una funzione f, : B — C tale che Vb € B. f,(b) = f(a,b). Queste

considerazioni portano alle seguente:

Definizione 3.4.4 Sia C una categoria con prodotto X e siano b e ¢ due oggetti. Un esponenzia-
le di bin ¢ & un oggetto b = ¢ e un morfismo apply tale che per ogni oggetto a ed ogni morfismo

f, AN . . s
a X b= ¢ vi & un unico morfismo curry(f) che rende commutativo il diagramma:
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/ apply

axbh——(b=c)xb
curry(f) x idp

Esempio 3.4.2 Nella categoria Set ’esponenziale di due oggetti (insiemi) B e C & l'insieme

delle funzioni di B in C, cioe CB, con la funzione di applicazione definita da:
apply(f,x) = f(x)
e data una funzione f: A x B — C' il morfismo curry(f) definito:

curry(f)(z)(y) = f(z,y)

Si verifica facilmente che, come il prodotto, anche I’esponenziale & unico a meno di isomorfi-

smi.

Definizione 3.4.5 Si dice categoria cartesiana chiusa una quadrupla (C,=, x,1), dove (C, x,1)
€ una categoria con prodotti finiti tale che per ogni coppia di oggetti a e b esiste nella categoria

un esponenziale a = b.
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Parte 11

Risultati
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Capitolo 4

CUM e BT -alberi

4.1 CUM e Alberi di Sfere

Sia (M,d) un CUM. Counsideriamo 'insieme delle sfere di M, con raggio non nullo, ordinato

mediante 'inclusione inversa, cioé (Bys, 2). Il suo completamento ideale
(Idl(Bw, 2),C)

¢ un pointed-CPO algebrico, con elementi compatti K(Idl(Bar,2)) = {IB : B € By} Ora

essendo B); numerabile, per il teorema [[.2.]
Idl(BM7 2) = SC(BM’Q)

e nell’isomorfismo un elemento compatto del completamento ideale, | B con B € By, corrisponde
a una successione finita che si stabilizza sul valore B, cioe (B("))HGN tale che dng € N. Vn >
ng. B = B.

Proposizione 4.1.1 Sia (M,d) un CUM e siano x1,x2 € M, ri,79 > 0. Se B(z1,71)
B(xq,79) allora B(x1,r1) = B(xa,71)

V)

Dim:
Si osservi che xo € B(x1,71), dunque B(x1,71) N B(xe,71) # 0, pertanto, dato che le sfere

hanno lo stesso raggio, per le proprieta degli spazi ultrametrici coincidono. -

Continuiamo con una proposizione che mostra come le successioni di sfere in SCp,, possono

essere pensate centrate in uno stesso punto dello spazio.

Proposizione 4.1.2 Sia (M, d) un CUM e sia (B®) = B(x;,7;))ien una successione in SCp,, .
Allora 3z € M tale che (BW)ien = (B(z,7;))ien-

Dim:

E sufficiente osservare che Vi € N. B/ D BU+D dunque (B™);cny & una successione di
compatti non vuoti inclusi e quindi I'intersezione di tutte le sfere & non vuota. Sia z € N;enB®.
Ora Vi. x € B% e quindi B®) = B(x,r;). Si conclude percio che (B™);en = (B(z,7;))ien-
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O

La proposizione che segue mostra che due successioni di sfere in SCjp,,, in relazione, possono

essere pensate centrate in uno stesso punto dello spazio.

Proposizione 4.1.3 Sia (M, d) un CUM e siano (B(x,r;))ienCT(B(y,7;'))jen due successioni
in SCg,,. Allora (B(x,7;))ien = (B(Y,74))ieN

Dim:

Per definizione di ordine nell’insieme delle successioni si ha che:
Vi.3j. B(x,r:)) 2 B(y,r;’)

dunque NienB(z, ;) 2 NjenB(y,7;’) 2 {y}. Quindi y € B(z,r;) Vi e pertanto B(z,r;) =

B(y,r;), per cui si conclude.
O

Proposizione 4.1.4 Sia (M,d) un CUM. Allora gli elementi massimali di SCg,, sono:
Maz(SCg,,) = {(B(2,27%))ien : © € M}

Dim:

In primo luogo osserviamo che effettivamente le successioni (B(z,27%));en sono elementi
massimali. Se (B(x,27%));enC(B(z,7:))ien (per le osservazioni precedenti la forma della suc-
cessione di destra non ¢ particolare) allora Vi.3j tale che 277 < r; e quindi B(x,r;) 2 B(z,277).
Quindi (B(x,7;))ienT(B(2,27%));en e pertanto le due successioni sono equivalenti.

Inoltre ogni elemento massimale & della forma (B(x,27%));cn. Infatti sia (B(x,7;))ien mas-
simale. Si verifica facilmente che (B(z,7;))ienC=(B(z,27%));en € quindi le due successioni sono

equivalenti.
O

Corollario 4.1.1 Sia (M,d) un CUM. Allora esiste una biezione
f:M— Max(SCg,,)

Dim:

Una successione massimale in SCp,, ¢ del tipo (B(z,27%));ey per qualche z € M. Un
elemento massimale & cioe una successione di sfere incluse con raggio tendente a zero, che, per i
risultati precedenti individua univocamente il punto x € M.

La biezione f puo dunque essere definita:

f(@) = (B(x,27))ien
m

Osserviamo che (Bjs, 2) & un albero finitamente ramificato; la radice & la sfera di raggio 1 e
centro qualunque. Per ogni sfera B di raggio 27", gli eventuali figli sono le sfere in B[n+1]\ {B}.

Si osservi che puo accadere che B[n + 1] = {B}, cio¢ per far si che la sfera si suddivida in piu
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sfere distinte bisogna diminuire ulteriormente il raggio; non esiste quindi una corrispondenza tra
livelli dell’albero e raggio delle sfere. Ogni foglia di tale albero sara una sfera contenente un solo
elemento B = {z}.

Vi possono infine essere dei cammini infiniti; le sfere in un cammino di questo tipo rappresentano
una successione decrescente di sfere incluse (B(x,27%));en che individua univocamente un punto
x dello spazio. L’operazione di completamento ideale corrisponde essenzialmente ad aggiungere
le foglie ai cammini infiniti.

In conclusione, quindi, la struttura ordinata (Bjs, D) sembra contenere informazioni che
consentono di risalire allo spazio di partenza. In realta tale struttura da una descrizione completa
dello spazio dal punto di vista topologico, ma non dal punto di vista metrico. Il fatto che non
esista una corrispondenza tra livelli dell’albero e raggio delle sfere € un problema non trascurabile,
nel senso che puo comportare una perdita fatale di informazione sulle distanze tra i punti dello

spazio, come evidenziato dal seguente esempio.
Esempio 4.1.1 Si considerino i CUM:

e My ={a,b,c}
dy definita da d; (a,c¢) = di(b,¢) =1, dy(a,b) =1/2

o My ={a,b,c}
do definita da ds(a,c) = da(b,c) =1, da(a,b) = 1/4

Gli alberi di sfere corrispondenti sono uguali, ma, come ¢ facile verificare, i due spazi non sono

isometrici.

Per risolvere questo problema ed avere una corrispondenza tra raggio della sfera e livello in
cui essa si trova nell’albero & pero necessario considerare sfere formali, cioé mantenere distinte

sfere che pur contenendo gli stessi punti, hanno raggi diversi.

Sia (M,d) un CUM. Consideriamo l'insieme Sy definito nel modo seguente:
Su ={Bf(z,n): 2 € M,ne€ N}
Su Syr definiamo la relazione Cg,,
BY(z1,n1)Cs,, B (x2,m2)  se B(x1,27™) N B(x2,27 ™) # 0 e ny < na

Si verifica facilmente che (Sar,Cg,,) € un preordine. Indichiamo con = la relazione di equivalenza
su Sy, definta da:

B (21,n1) = B (z2,n2)  se BY (z1,n1)Cs,, B (z2,n2) e B (22,n2)Cs,, B (z1,m1)
A questo punto:

Definizione 4.1.1 Sia (M, d) un CUM. Si dice albero delle sfere formali (FBT) di M P’insieme
parzialmente ordinato:

Bi = (Sm/=,Csy)

dove Cg,, ¢ la relazione indotta dalla relazione del preordine.
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Gli elementi di Spr/= sono dunque classi di sfere formali; pili precisamente [BF (z,n)] =
{BF(y,n) : y € B(z,27")}. Per semplicitd di notazione, nel seguito scriveremo B (z,n) per

indicare la corrispondente classe di equivalenza.

Si provano per BL} risultati analoghi a quelli visti per Bys. Le dimostrazioni delle proposizioni
che seguono sono omesse in quanto del tutto uguali a quelle delle corrispondenti proposizioni su

Bas.

Proposizione 4.1.5 Sia (M,d) un CUM e siano x1,x2 € M,n € N. Se d(x1,z2) < 27" allora
BF (z1,n) = BF (z2,n)

Proposizione 4.1.6 Sia (M,d) un CUM e siano BY(x1,n1), B (z2,m2) € B, Se
BF (21,n1)EBF (29,n2) allora BY (x1,n,) = B (22,n1)

Proposizione 4.1.7 Sia (M,d) un CUM e sia (B = B (x;,n;))ien una successione cre-
scente in BY,. Allora 3z € M tale che (B™)ien = (BY (z,1;))ien-

Proposizione 4.1.8 Sia (M,d) un CUM e siano (BY (z,n;))ienC(BY (y,m;))jen due succes-

sioni crescenti in BY,. Allora (BY (z,m:))ien = (B (y,1:))ien

4.2 BT-alberi

In questa sezione si introduce la nozione di BT -albero, che consentira di precisare la corrispon-
denza tra CUM e alberi, messa in evidenza nella precedente sezione. La nozione di BT -albero
vuole formalizzare I'idea intuitiva di albero finitamente ramificato privo di foglie, nel quale, cioe

ogni cammino dalla radice puo continuare indefinitamente.

Definizione 4.2.1 Un insieme parzialmente ordinato (D, C) si dice un BT -albero se soddisfa le

seguenti condizioni:
a. ha minimo 1 p
b. Vdi,ds,d € D se diCd e dyCd allora diCdy oppure doCdy
c. Yd € D |d & finito

d. Vd € D Suce(d) & non vuoto e finito
Continuiamo evidenziando alcune proprietadei BT -alberi, che risulteranno utili nel seguito.

Definizione 4.2.2 Sia (D,C) un BT -albero. Si definisce allora:
e DO ={1p}

e DD — U{Suce(d) : d € DV}
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Osservazione 4.2.1 Sia (D,C) un BT -albero. Per la proprieta d della definizione, ogni D ¢

finito. Inoltre dalla proprieta c¢ segue immediatamente che
D =ux,DW
e quindi D & numerabile. Per ogni elemento d € D definiamo level(d) = i con i tale che d € D).

Proposizione 4.2.1 Sia (D,C) un BT-albero. Valgono allora le sequenti proprieta:
1. Ogni sottoinsieme S C D diretto é una catena
2. Sia I C D un ideale. Allora, essendo diretto, I é una catena e

(a) I ¢ finito sse 3d € D tale che I = |d

(b) I ¢ infinito sse I ¢ una catena massimale
Dim:

1. Vdi,ds € S, essendo S diretto Id € S tale che d1Cd e daCd e quindi per la proprieta b dei
BT -albert, d1Cds oppure diCds

2. Sia [ ideale,

(a) Se I ¢ finito allora, essendo un ideale ¢ una catena finita per cui ha massimo d e
quindi, essendo I chiuso verso il basso, I = |d.
Viceversa, se vi € un elemento d € D tale che I = | d allora I & un ideale (principale)

finito, per la proprieta ¢ dei BT -alberi.

(b) Se I ¢ infinito allora I ¢ una catena infinita ed ¢ massimale. Infatti se vi fosse
d € D — I tale che I U{d'} & una catena, allora Vd € I sicuramente dCd' (non pud
essere il contrario altrimenti, essendo I chiuso verso il basso, si avrebbe d' € I) e
quindi I C | d finito, assurdo.

Viceversa, sia I catena massimale. Allora I & certamente infinito. Se non lo fosse
avrebbe massimo d e quindi scelto d’ € Succ(d) si avrebbe I U{d’} catena contenente

propriamente I, contro la massimalita di I stesso.

I risultati precedenti ci consentono di dare una caratterizzazione interessante del completa-
mento ideale di un BT -albero. Sostanzialmente il completamento ideale si ottiene aggiungendo

a ciascun cammino infinito dell’albero una foglia che rappresenta il sup del cammino.

Definizione 4.2.3 Sia (D,C) un B7 -albero. Si dice chiusura di D linsieme parzialmente
ordinato (D¥,C¥), definito da
DY =DUCp

dove Cp ¢ l'insieme delle catene massimali in D e

Cv=CU{(d,C):de D,C eCp,deCU{(C,C):C €Cp}
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Proposizione 4.2.2 Sia (D,C) un BT-albero. Allora
(1dI(D),C) = (D*,C*)
Dim: Definiamo la funzione:

f:1dl(D) — D¥
d sel ¢ finito, [ =|d, d€ D
- |

I se I ¢ infinito

per la proposizione precedente f € ben definita ed & una biezione.
Proviamo che f & un isomorfismo. Siano I, I5 € Idl(D) due ideali e sia I; C Is. Se I; ¢ infinito,
allora ¢ una catena massimale, quindi /1 = Iy e dunque f(I1) = f(I2), pertanto f(I1)C¥ f(I2).

Se invece [; e finito, I; = | dy, distinguiamo due casi:

(] IQ ¢ finito
dunque I = | ds; si ha dy € | dy e quindi f(I;) = d1Cdy = f(I2)

e [, ¢ infinito
dunque dy € Iz per cui f(I;) =di € I = f(I2) e quindi f(1;)C% f(I3)

Viceversa, sia f(I1)C* f(I2). Se I ¢ infinito allora f(I;) = I;, dunque f(I2) = I; e dunque

I, = I, per cui I; C I5. Se invece I; ¢ finito, I; = | d;, distinguiamo due casi:

e [, & finito
dunque Iy = | dy; si ha f(I1) = d1Cds = f(I2) e quindi [; = |dy Clda =15

e [, ¢ infinito

dunque f(I3) = I , quindi d; € Iy, per cui I} = |dy C Iy

O

In base alla proposizione precedente se (D, C) & un BT -albero allora (D“, C%) & un pointed-cpo

algebrico con:
e minimo | p

e clementi compatti (D¥) = D

in quanto corrispondono nell’isomorfismo agli ideali principali

e clementi massimali (non compatti) Max(D*) =Cp
tali che VC € Cp [ (C) = CU{C}

Definizione 4.2.4 Siano (D1,C), (D2,C) BT -alberi. Una funzione f : D; — D si dice

BT -funzione se
e Vd € D level(f(d)) = level(d) (ossia f(D;V) C Dy, diremo che f & level-keeping)

e f & monotona
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Definizione 4.2.5 Siano (D1,C), (D2, C) BT -alberi e sia f : D1 — Dy una BT -funzione. Si

indica con f“ la funzione:
f¢:D1¥ — Dy*
definita da:

fe(d)=f(d)  Vde D
fw((d(i))ieN) = (f(d(i)))ieN v(d(i))ieN € Cp,

Proposizione 4.2.3 Siano (D1,C), (D2, C) BT-alberi e sia f : D; — Do una BT-funzione.

Allora la funzione f* : D1“ — D5* ¢ continua.

Dim:

E sufficiente osservare che in D¥
FdD)ien) = U{f(di) : i € N}
dunque ricorando che K(D*) = D si ha che f“ & definita come estensione per continuita di una

funzione monotona sugli elementi compatti di D“ e quindi si conclude.
O

4.3 Relazione tra CUM e BT -alberi

Continuiamo con alcuni risultati che giustificano 'introduzione dei BT -alberi evidenziando la
loro relazione con i CUM. I risultati di questa sezione saranno poi fondamentali per provare la

sostanziale equivalenza delle due strutture matematiche.

Notazione 4.3.1 Sia (D,C) un BT -albero. Assumeremo che un una catena Cy € Cp abbia

come elementi (dj,");en

Osservazione 4.3.1 Sia (D,C) un BT -albero e siano C1,Cy € Cp. Se dﬁ") # dén) allora
dgi) # dgi) Vi > n Infatti se esistesse ¢ > n tale che dgi) = dgi) = d, allora, trattandosi di catene,
dg”);d, dg”)gd, quindi per la proprieta b dei BT -alberi dﬁ")gdg’” 0 viceversa, ma questo non

puo accadere poiché i due elementi stanno nello stesso livello e sono distinti.
Proposizione 4.3.1 Sia (D,C) un BT-albero. Allora
(CD7 5*)

con &* definita da
VCy,Cy € Cp. §*(C1,Cy) = inf{27" : d\™ = d{™}

e un CUM.

Dim:

Iniziamo provando che 6* & una ultrametrica, verificando le tre proprieta
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a. 0*(C1,C3) =0 sse Vn. §*(Cy,Cs) < 27™ sse Vn. d§”> = dgn) sse C1 = Oy

b. 5*(017 CQ) = 5*(027 Cl)

ovvio

c. 0* (Cl, CQ) S max{é*(C’l, 03), 5*(02, Cg)}

distinguiamo due casi

e se 1 = (s allora §*(C1,C2) = 0 e quindi la relazione vale.

e se C) # Cy, allora §*(Cy, Cy) = 270~ con ng = min{n : dg") # dé")}. Osserviamo
che sicuramente
d(”O) ?é d(”O) o d(”O) d(”O)
1 3 ppure dy 7 dy

e questo consente di concludere.

Proviamo ora che lo spazio & compatto. Sia (C))nen una successione in Cp. Definiamo
(Ch,.)ken nel modo seguente:
e nyg=0
e npy1 = min{n :n > ng, d;k,fl) = dg,kH)} lesistenza di tale npy1 € assicurata dal fatto che
A € DD che ¢ finito
Definita quindi C' = (d(k))keN con d¥) = dgi), si dimostra immediatamente che limy_, oo Cp, = C
e quindi (C,, )ken € la sottosuccessione convergente cercata. 5

Abbiamo dunque visto come da un BT -albero & possibile ottenere un CUM. Si vuole ora
provare che, viceversa, da un CUM & possibile ottenere un BT -albero considerando 1’albero delle

sfere formali dello spazio.
Proposizione 4.3.2 Per ogni CUM (M, d), Ualbero delle sfere formali B, ¢ un BT-albero

Dim:

Si devono provare le quattro proprieta della definizione di BT -albero:
a. esiste il minimo Lzr = B (x,0)
b. VB (z1,n1), BY (z2,n2), B (z,7n) con
BF (21,n1)EBY (z,n) e BY (29, n2)CEBY (2,n)
si ha, per le proposizioni precedenti
B (z1,n1) = BY (z,n1) e BY (22,n2) = B (1,n2)

e quindi

-se ng <ny B (x9,n2) = B (z,n2)CEBY (z,n1) = B (z1,n1)

-seny <ng BF(x1,n1) = BY(z,n1)CEBY (z,n2) = B (22,n2)



c. VBF (z,n) | BF(x,n) = {B¥(z,i):i < n} & finito
d. VB (z,n)

- BF(z,n +1) € Succ(BY (x,n)) # 0

- Suce(BY (x,n)) = {BF (y,n+1) :y € B(x,27")}

ora, B = B(z,27") & compatto, dunque {B(y,2-"*tV) : y € B(z,27")} =
B[n + 1] & finito. Sia B[n + 1] = {B(y;,2~™Y) :i=1...k}.

Si ha che Vy € B. Ji. y € B(y;,2~"*V), quindi B (y,n +1) = BF (y;,n + 1),
per cui Suce(BY (z,n)) = {B¥ (y;,n+1):i=1...k} e quindi & finito.

O

I risultati che seguono mostrano che la nozione di BT -funzione sui BT -alberi corrisponde a
quella di funzione N DI sui CUM.

Proposizione 4.3.3 Siano (D1,C), (D2,C) BT-alberi e sia f : D; — Ds una BT-funzione.
Allora la funzione [, : (Cp,,6") = (Cp,,6") ¢ NDI.

Dim:
Iniziamo osservando che la restrizione considerata € sensata in quanto 'immagine tramite f¢
di una catena & una catena.

Inoltre

5 (F(Cy), f(C)) =
=inf{27": f(d") = f(dy")} <
<inf{2™":dY =dyV} =
=6*(C1, Cy).
O

Proposizione 4.3.4 Siano (Mi,d,), (Ms,ds) due CUM e sia f : My — My una funzione
NDI. Allora la funzione f. : 811(}1 — Bﬂz definita da:

f(BF (x,n)) = B" (f(x),n)
¢ una BT -funzione.

Dim:

Osserviamo in primo luogo che f, & ben definita, cioe il valore di f. non dipende dal parti-
colare elemento B (z,n) considerato nella classe di equivalenza. Infatti se B (x,n) = B (y,n)
allora y € B(x,2™") e quindi essendo f NDI si ha che da(f(z), f(y)) < di(z,y) < 27" e quindi
B (f(x),n) = B (f(y),n).

Proviamo quindi che f; & una BT -funzione:

o f. ¢ level-keeping
level(f-(BY (2,n))) = level(BY (f(x),n)) = n = level (B (x,n))
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e f. & monotona
se BY (x,n)CEBY (z,m) alloran < m e quindi f, (B (z,n)) = BF (f(z),n)CBY (f(z),m) =
f-(BF (2,m)) (si osservi che considerare due sfere con lo stesso centro non & limitativo, per

i precedenti risultati, dato che le due sfere sono in relazione)

4.4 Le Categorie Equivalenti CUM e BT

In questa sezione si approfondisce lo studio della relazione esistente tra CUM e BT -alberi. Piu
precisamente si introducono una categoria di spazi ultrametrici compatti ed una categoria di

BT -alberi e se ne prova ’equivalenza.

Definizione 4.4.1 Si indica con CUM la categoria avente come oggetti spazi ultrametrici com-
patti (CUM) e come morfismi le funzioni N DI tra tali spazi. Dominio, codominio, composizione

di morfismi e morfismo identita sono definiti nel modo ovvio.

Definizione 4.4.2 Siindica con BT la categoria avente come oggetti BT -alberi e come morfismi
le BT -funzioni. Dominio, codominio, composizione di morfismi e morfismo identita sono definiti

nel modo ovvio.
Al fine di provare I’equivalenza delle due categorie, introduciamo due funtori Fy;r e Gryy.
Definizione 4.4.3 Definiamo il funtore Fy;7 : CUM — BT nel modo seguente:

[ ] V(M, d) n ObjCUM
Fyr(M,d) = (Byy, Epr,)

o Vfr i (My,dy) — (Ma,ds) in Morcym
Furr(far) = By, — Biy,
Fuyr(fu)(BE (z,n)) = BY(f(x),n)

Proposizione 4.4.1 Il funtore Fy;r ¢ ben definito.

Dim:
Dai risultati precedenti segue che se (M,d) ¢ un CUM, Fyr(M,d) & un BT -albero e se fu
¢ una funzione NDI allora Fyr(far) € una BT -funzione.

Inoltre valgono le proprieta:

a. Fyr(go f) = Fur(g) o Fur(f)
siano f: My — My, g: Ms — Mjs funzioni N DI; allora:

Fuyr(go f)(BY (z,n)) =
=B (go f(x),n) =
= B (g(f(x)),n) =
= Fur(9)(BY (f(z),n)) =
= Fur(9)(Fur(f)(BY (2,n))) =
= Fur(g) o Fur(f)(BF
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b. Fyr(ida) = idFMT(M)
infatti
Fyr(idar)(BY (z,n)) =
= BF(I'7n) -
= ianfT(M)(BF($7n))

Definizione 4.4.4 Definiamo il funtore G : BT — CUM nel modo seguente:

e ¥(D,C) in Objsr
Gru((D,E)) = (Cp,d")

o Vf:(Dy,E) = (D2,C) in Morgr
Gru(f) :Cp, — Cp,
Grum(f) :fw\ch

Proposizione 4.4.2 Il funtore Grp € ben definito.

Dim:
Dai risultati precedenti segue che se (D,C) ¢ un BT -albero, Grp((D,C)) ¢ un CUM e se f
¢ una BT -funzione allora Grp(f) € una funzione NDI.

Inoltre

a. Grym(go f) = Grum(g) o Gru(f)
siano f : Dy — Do, g : Dy — D3 BT -funzioni; allora:

Grum(go f)(dD)ien) =
= (90 f)%\cp, (dD)ien) =
= (9(f(dD)))ien =
= Grar(9)((f(dD))ien) =
= Grar(9)(Grm (£)(dD)ien)) =
= Gra(g) o Gra (f)((dD)ien)

b. Grum(idp) = ZdGTM(D)
infatti

Grm(idp) =
pr— idDw‘CD fr—
= idCD =

Od

Osservazione 4.4.1 Notiamo che nelle categorie CUM e BT gli isomorfismi, nel senso ‘ca-
tegoriale’ sono rispettivamente le isometrie tra spazi metrici e gli isomorfismi tra strutture

ordinate.
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Siamo dunque in grado di dimostrare il teorema di equivalenza:
Teorema 4.4.1 (Teorema di Equivalenza) Le categorie CUM e BT sono equivalenti

Dim:

Si deve provare che valgono le seguenti relazioni:

a.l  Grpyo Fyr(M,d) = (M,d) V(M,d) in Objey

a.2 GryoFur(fu) = fu Vv (My,dy) = (Ms,ds) in Moreyam
b.1  FyroGryu((D,B)) = (D,C) VY(D,C) in Objgr

b2  FyroGru(f)=f Vf:(D1,C) = (D2,C) in Morgy

Iniziamo dalla prima proprieta:

(a.1) Per come sono definiti i due funtori:
Grum o Fyr(M,d) = Gra (Fyur (M, d)) = Gru (BY) = (Cpr,0%)
ora Cpr = {(B(z,n))nen : * € M}, dunque definita una funzione

f: (M, d) — 681}\?4
f(z) = (B(z,n))nen

si ha che f & un’isometria. Infatti:

5 (f(2), f(y)) =
=inf{27": B¥(z,n) = Bf (y,n)} =
=inf{27" : d(z,y) < 27"} =
] 0 sexr=y
B { 27m0  ge d(x,y) =270

Dunque in ogni caso 6*(f(x), f(y)) = d(x,y), per cui f & un’isometric embedding.
Pertanto f & iniettiva (infatti se f(x) = f(y) allora d(z,y) = §*(f(x), f(y)) = 0 e quindi x = y).
Inoltre f & ovviamente suriettiva dato che gli elementi di Cgr sono tutti del tipo (B(z,n))nen

e quindi si conclude.

(a.2) Data fp; : M1 — Ms, posto Fasr(far) = f, quindi

f: B]I\;[l — B]I\:/[z

si ha:
Gty o Fyr(fv) = Grm(f) = fw|cBF

Ora per ogni x € M 'immagine di = tramite I'isometria (vedi punto precedente) & isomy(x) =

(B(z,n))nen, dunque
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Grum o Fyr(far)(isomy () =
= Grum o Fyr(fu)(B(z,n))nen) =
= f“((B(z,n))nen) =
= (B(fm(z),n))nen =
= isoma(fpr(2)) con 1somy altra isometria

Pertanto Gras o Fyr(far) = isomg o fay o isom; Y, che & quanto si voleva dimostrare.

(b.1) Per come sono definiti i due funtori:
Fyr o Gru((D, E)) = Fur(Cp, 6%) = BE,
Ora Cp = {(dD);en : d¥) € DO} e quindi
BgD = {BF((d(Z))ZEN7n) ne N7 (d(l))ZEN € CD}
Osserviamo che
B((d)ien,27") =
= {(d@D)ien : 6°((dD)ien, (@ )ien) <27} =
_ {(dl(l))iEN C () — d(n)}
Definiamo dunque la funzione:
I ng — D
F(BF((dD)ien,n)) = d™

f & ben definita per I'osservazione precedente ed € un isomorfismo, infatti

- f € iniettiva

se f(BF((dD)ien,n)) = f(BF((d’(i))iE]\;7 n)) = d™ allora per definizione di f le due successioni
(dD)ien e (d’(i))ieN hanno elemento n-esimo coincidente uguale a d(™ , pertanto, per definizione
di 6* si ha che 6*((dD)ien, (" P)ien) < 27 e quindi BF ((d)ien,n) = BF (d'D)ien,n).

- f & suriettiva

per ogni d™ € D), considerata una catena infinita (d));cx con n-esimo elemento d™) (esiste
poiché [ d™ & una catena finita e Vd Succ(d) # 0) si ha che f(BF ((d?);en,n)) = d™.

- f & monotona

se BE((dD);en,n)CBE ((d'™);en,m) allora, & noto che si pud supporre che le due sfere abbiano
lo stesso centro (d(i))ieN e n < m. Pertanto essendo (d(i))ieN una catena d™Cd(™), ma queste
sono le immagini tramite f delle due sfere e quindi si conclude la monotonia di f.

- f~1 & monotona

come si & visto nella dimostrazione della suriettivita se level(d) = n allora f~*(d) = B ((d)ien,n)
con d™ = d. Pertanto se d"™Cd(™) (n < m) possiamo scegliere come centro delle sfere formali

F7Hd™), £71(d™) 1a stessa successione (d);cn, per cui
FHd™) = BF((dD)ien, n)EBT((dD)ien,m) = f~1(d"™)

(b.2) Sia f : Dy — Dy una BT -funzione. ¥d € D™ I'immagine di d in Bng tramite
Iisomorfismo (vedi punto precedente) & isomy (d) = B ((d);en,n) con d = d™).
Ora:
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Fyr o Gry(f)(isomy(d)) =
= Fyr o Gru(f)(BY ((dD)ien,n)) =
= Fur(f91e,) (B ((dD)ien,n)) =
(BF((f(dD))ien,n))

isomz(f(d)) con isoms altro isomorfismo

Pertanto Fayr o Gra(f) = isomgo f o isom; ~t, che & quanto si voleva dimostrare.

4.5 Funzioni Restringenti e Punti Fissi

Nell’ambito metrico riveste una notevole importanza la nozione di funzione contrattiva. In questa
sezione verra presentata la nozione corrispondente per i BT -alberi e verra provato un risultato che

puo essere visto come una reinterpretazione del teorema di Banach-Cacciopoli per i BT -alberi.

Osservazione 4.5.1 Siano My, My due CUM e sia fa; : M7 — M una funzione %—contmttiva.

Consideriamo:

Fryr(far) @ Far(My) = Far(Ma)
Fyr(far)(BF (2,n)) = BY (far(x),n)

SihacheVre M, ne N
Suce(BF (z,n)) = {BF(y,n + 1) : y € B(z,27")}

Ora VBY (41,1 + 1), B (g2, +1) € Suce(B"(z,m)). d(f(n), f(2) < bdlyn,a) < b2 =
2= (+1) pertanto

Fyr(far)(BY (y1,n +1)) = BE (faur(y1),n + 1) = BY (fur(y2), n + 1) = Farr(far)(BY (y2,n + 1))
ovvero i tutti successori (immediati) di una sfera hanno ugual immagine.
L’osservazione precedente suggerisce la validita della seguente:

Proposizione 4.5.1 Siano Dy, Dy BT-alberi e sia f: D1 — Dy una BT -funzione. Allora

Gru(f) :Cp, — Cp, ¢ i-contrattiva sse Vd € D f(Succ(d)) = {d'}

Omettiamo la dimostrazione, in quanto ci apprestiamo a provare un risultato piu generale.
A tale scopo dobbiamo introdurre la funzione discendente ennesimo Succ”(d) e la nozione di

funzione restringente.

Definizione 4.5.1 Sia (D,C) un BT -albero e sia d € D. Per n € N si definisce Succ™(d) nel

modo seguente:

Succ®(d) = {d}
Succ™ (d) = U{Suce(d') : d’ € Succ™(d)}
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Definizione 4.5.2 Siano (D1,C), (D3, C) BT -alberi. Un BT -funzione f : D1 — Dy si dice
n-restringente se ¥d € Dy f(Succ™(d)) = {d'}.

Vale quindi la seguente:

Proposizione 4.5.2 Siano Dy, Dy BT -alberie sia f : D1 — Do una BT -funzione. Allora

Gram(f) : Cp, = Cp, € 27 "-contrattiva sse f ¢é n-restringente

Dim:

(=) Sia Grap(f) 27 ™-contrattiva; proviamo che f & n-restringente.
Sia d € D, level(d) = m, allora Vd§m+n),dgm+n) € Succ™(d) e consideriamo due successioni
(dl(i))ieN, (dQ(i))Z‘GN € Cp, dove dgm+n),d(2m+n) sono proprio gli elementi in questione. Si ha

m-+n)

dunque che fino all’indice m + n le due successioni (dj(i)),»e ~ coincidono con id;- ; in parti-

colare per entrambe dg-m) = d. poiché le due successioni hanno elemento m-esimo coincidente,
per definizione di 6* si ha 6*((d1)ien, (d2?)ien) < 2™ e quindi:

F((F(dr))ien, (F(d2D))ien) =
= 5*(GTM(f)((d1(i))ieN), GTM(f)((dg(i))ieN)) < essendo G (f) 27™ — contrattiva
< 276*((d1)ien, (da)ien) <
< 27ngTm = g=(m+n)

Pertanto f(d{™ ™) = £(d{"™™). Data la genericita degli elementi in Succ™(d) si conclude che
f(Succ™(d)) contiene un solo elemento e quindi f & n-restringente.
( < ) Sia f n-restringente; allora V(dl(i))iez\r, (d2(i))i€N € Cp, distinguiamo due casi:
- se (5*((d1(i))ieN, (dg(l))ZGN) = ( ossia (dl(i))ieN = (dg(i))ieN, allora
0 (Graa())((diD)ien), Grar () (2D )ien)) = 0 < 2776*((d1D)ien, (d2)ien)

- se 5*((d1(i))i€]\],(dg(i))ie]\[) = 2™ allora dgm) = dgm), quindi essendo f n-restringente e
dgm+n),d§m+n) € Succ"(dgm)) si ha che f(dY”*”)) = f(déern)) e quindi

5 (G (f)(di)ien), Grar(£)((d2)ien) =

= 8 ((f(diD))ien, (f(d2))ien) <
< 9-(min) _

= 2_n5*((d1 (i))ieN7 (d2(i))i€N)

cioe Grp(f) € 27 "-contrattiva.

Vale anche la proposizione ‘inversa’, cioe:

Proposizione 4.5.3 Siano My, My due CUM e sia for : My — Mo una funzione NDI. Allora

Fuvr(fu) : By, — Bhy, ¢ n-restringente sse fys ¢ 27 "-contrattiva
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Dim:
(=) Sia Fyr(far) n-restringente; Vay, xo € My distinguiamo due casi:

- se d(x1,m2) = 0, cioe z1 = w9, allora fir(x1) = fu(z2) e quindi d(fp (1), fu(z2)) =0 =
27"d(x1, x2).
- se d(z1,12) = 2™ allora BF (z1,m) = BY (22, m), dunque B (z1,m +n), BF (v3,m +n) €
Succ™(BY (z1,m)) per cui, essendo Fysr(far) n-restringente:

B (fu(z1),m+n) = Faur(fu)(B (z1,m+n)) = Fur(fu)(BY (z2,m +n)) =

BF (far(x2), m +n)

e quindi d(far(x1), far(x2)) < 270740 = 27nq(z ).

Dunque fy; & 27 ™-contrattiva.

( <) Sia fy n-contrattiva; iniziamo osservando che:
Suee™ (B (z,m)) = {B" (y,m +n) : y € B(z,2"™)}
Dunque VB¥ (y1,m + n), BY (ya,m + n) € Succ™(BY (z,m)) si ha che d(y;,z) < 2~™, per cui:

d(far(y1), fau(y2)) < per Pultrametricita
< max{d(far(y1), far (), d(far(y2), far(x)) < f € 27 ™-contrattiva
< max{27"d(y1,x),27"d(y2, )} <
< 2—(m+n)

Pertanto

Fyr(far)(BY (y1,m +n)) = BY (f(y1),m +n) = BY (f(y2),m +n) = Fur(far)(B" (y2,m +n))

e quindi per I'arbitrarietd dei due elementi in Succ™ (B (z,m)) si conclude.
O

Ora dato un CUM M, ogni funzione contrattiva f : M — M, per il teorema di Banach-
Cacciopoli, ha un unico punto fisso fix(f), che si ottiene iterando f un numero infinito di passi

su di un qualsiasi punto dello spazio:

fix(f) = lim f"(xz¢) con x¢ € M qualsiasi

n—oo

Vogliamo ora presentare il risultato corrispondente per i BT -alberi.

Proposizione 4.5.4 Sia D un BT-albero e sia f : D — D una BT-funzione restringente.
Allora 3/(d™);en € Cp tale che

(dD)ien = (f(dD))ien

Dim:

La successione (dV);cy pud essere definita nel modo seguente:

—d® =1 p
—d" ) =" f(Suce(d™))
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dove con ’f(Succ(d™))’ si indica I’elemento, unico per il fatto che f & restringente, nell’insieme.
Osserviamo che effettivamente (d(?);cy € una catena in Cp e f(d™) = d™ ¥n € N.

A tale scopo, proviamo per induzione su n, che:
Vn e N. d™Wcd™t) e f(d™) = 4™

(n =0)d® = 1 pCd® ed essendo f una BT -funzione f(1Lp) = Lp (dato che il
livello 0 deve andare nel livello 0 questa & 'unica possibilita).

(n — n + 1) per ipotesi induttiva, d™Cd™ D) e f(d™) = d™.

Ora

d+) f(Succ(d™)) = per def. della successione

f(d+1) f n-restringente e d™tY) € Succ(d™) per ip.ind.

Inoltre, sempre per definizione della successione, d™*2) = f(Succ(d™+1)) per cui,
per monotonia di f, d™ Y = f(Succ(d™))Cf(Succ(d" 1)) = dn+2),

Vediamo ora l'unicita. Sia (d’ (i))ie ~ un’altra successione ‘punto fisso’. Proviamo per induzione
su ¢ che
Vie N.d® =dq"

(i=0)dO =1p=a?

(i — i+1) per ipotesi induttiva, d® = '@, dunque d(+Y = f(Succ(d?)), &'+ =
f(Suce(d (i)) sono immagini tramite f restringente dei successori di uno stesso ele-
mento e quindi coincidono.

O

Si noti che il risultato discende in modo ovvio dalle considerazioni precedenti. Infatti se
f: D — D & restringente allora Gp(f) € contrattiva in Cp, che & uno spazio compatto (quindi
completo), per cui per il teorema di Banach-Cacciopoli, ha un unico punto fisso (d(i))ie N tale
che G (f)((d)ien) = (dD)ien ossia (f(d))ien = (dD)ien-
E pero interessante notare che nel caso dei CUM, il teorema di punto fisso viene dimostrato in
modo molto pitt semplice e naturale in B7.

Infine, se My, My sono CUM e far : M1 — My & una contrazione, allora Fyr(far) : Bng — BgMQ
¢ restringente. Dunque, in base alla proposizione precedente Fur(far) ha un unico ‘punto fisso’,
(B(z,n))nen tale che Fprr(far)((B(z,n))nen) = (B(z,n))nen ossia:

(B(far(x);n))nen = (B(x,n))nen

tale successione ¢ ovviamente (B(fix(f),n))nen-

4.6 Costruttori in CUM e in BT

In questa sezione saranno introdotti dei costruttori di dominio nell’ambiente degli spazi metrici;

vedremo che tali costruttori si adattano al caso degli spazi metrici (ultrametrici) completi, cosi
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come al caso degli spazi metrici (ultrametrici) compatti. In particolare noi siamo interessati
al loro utilizzo nei CUM. Successivamente saranno introdotti corrispondenti costruttori anche
nell’ambiente dei BT -alberi, e sara dimostrata la loro sostanziale equivalenza con i costruttori
nei CUM.

4.6.1 Costruttori per gli Spazi Metrici
Definizione 4.6.1 Siano (M,d), (Mi,d1), (Ma, ds2) spazi metrici (con d, dy, ds a valori in [0, 1]);
a. Si indica con d%la metrica su M definita nel modo seguente: Vr,y € M
dy(z,y) = 3d(z,y)

b. Siindica con M7 x Ms il prodotto di My e Ms, ovvero

1
2

M1 X M2 = {(1‘17$2) X € Ml,xz € Mg}

Su tale insieme definiamo una metrica dyx nel modo seguente: Vo = (21, 22),y = (y1,92) €
M1 X M2

dx (z,y) = max{di(z1,y1), d2(z2,y2)}
c. Si indica con My{UMs; 'unione disgiunta di My e My, ovvero
MOMy ={(1,z1) : 21 € M1} U{(2,22) : 2o € My}
Su tale insieme definiamo una metrica dg nel modo seguente: Va,y € M;UMs

do(z.y) dj(z',y') sex=(j,2'),y=(j,y') con j € {1,2}
S(z,y) =
oy 1 altrimenti

d. Si indica con M;—'My 'insieme delle funzioni NDI di My in M,, ovvero
My— My ={f: My — My : f & NDI}
Su tale insieme definiamo una metrica dr nel modo seguente: Vf, g € M;—' M,
dp(f,9) = sup{da(f(z),g(x)) : © € M1}
e. Siindica con P (M) Uinsieme delle parti non vuote chiuse di M, ovvero
Prat(M)={X CM: X # (), X chiuso}

Su tale insieme definiamo una metrica dy (metrica di Hausdorff) nel modo seguente:
VXY € Ppa(M)

du(X,Y) = max{sup,c x d(z,Y), Sup, cy d(y, X)}
con d(z,Z) = inf{d(z,z): z € Z}

Proposizione 4.6.1 Siano (M,d), (Mi,d1), (Ms,ds) spazi metrici completi (compatti) (ultra-

metrici) (con d,dy,ds a valori in [0,1]); allora
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a. (M,d%)
b. (My x Ma,dy)
c. (M1UMy,dg)
d. (Mi—'My,dF)
e. (Pna(M),dn)
sono spazi metrici completi (compatti) (ultrametrici).

Osservazione 4.6.1 Strettamente parlando, per la completezza (ultrametricita) di (M;—! M, dF)
non serve che Mj sia completo (ultrametrico), ma ¢ sufficiente che lo sia M.

Si noti inoltre che nel caso di spazi compatti, ogni insieme X € P, (M), essendo chiuso in un
compatto, ¢ compatto. Pertanto in questo caso Ppe(M) = Preo(M). Ecco perché nel caso dei

CUM considereremo appunto Ppco(M).

Osservazione 4.6.2 Osserviamo che (CUM, —!, x, 1) & una categoria catesiana chiusa.

e X & un prodotto; se My e My sono due CUM allora M; x My €& un prodotto dei due

oggetti, con i morfismi fst e snd definiti:

fst((z1,22)) = 21
snd((x1,12)) = 9

e —! & un esponenziale; se M; e My sono due CUM allora M;—'Ms ¢ un esponenziale dei

due oggetti, con la funzione di applicazione definita da:

apply(f,x) = f(z)

e data una funzione f : M7 x My — Ms il morfismo curry(f) definito:

curry(f)(z)(y) = f(z,y)

e 'oggetto terminale 1 & un qualunque spazio metrico con un unico elemento ({z},d) (con

d definita nell’unico modo possibile d(z,x) = 0)

4.6.2 Costruttori per i BT -alberi

Vogliamo ora introdurre dei costruttori di dominio per i BT -alberi, corrispondenti a quelli visti
per i CUM: dimezzamento della distanza, unione disgiunta, prodotto, spazio delle funzioni N DI
e parti non vuote compatte.

Per ciascun costruttore introdotto si verifica la buona definizione e ’equivalenza con il corri-

spondente costruttore sui CUM.
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Lift

Definizione 4.6.2 Sia (D,C) un BT -albero. Si indica con D linsieme
D, ={1l}UD con L&D

Su tale insieme si definisce la relazione T nel modo seguente:
C,={(L,d):deD}uL

Proposizione 4.6.2 Se (D,C) é un BT-albero allora (D ,C ) é un BT-albero.

Dim:

Immediato.
O

Prima di vedere l’equivalenza del costruttore introdotto con il corrispondente costrutto-
re metrico € opportuno fare una considerazione sulle sfere nello spazio metrico con metrica

‘dimezzata’.
Osservazione 4.6.3 Sia M un CUM esiax € M. In M% le sfere di centro x sono:

—By, (2,1) =M

Ba, (.20 =
= {2y €M :dy(z,y) < 2~ (D1 = poiché dy(z,y) = sd(z,y)
={yeM:dzy) <2"} =
= By (z,27")

Dunque dati z,y € M 1 vale
Bf(xz,n) = By (y,n) sse By, (z,n+1) =Bl (y,n+1)
2 2

infatti la prima uguaglianza ¢ equivalente a Bys(z,2™") = By(y,2™"); per la prima parte

dell’osservazione, questo equivale a By, (2,2~ TD) = By, (y,27*D), che a sua volta equivale
2

[N

alla seconda uguaglianza.
Proposizione 4.6.3 Sia (M,d) un CUM. Allora
Fyr(M), = Fyr(My)
Dim:
Definiamo una funzione f :

f : FJVIT(M)l — FMT(M
F(L) = Bf;, (@.0)
f(Bﬂ(x’n)) = BI\IjIl (z,n+1)

)

1
2

Dall’osservazione precedente segue immediatamente che f & ben definita e biettiva.
Inoltre
- f € monotona

infatti Vb1, ba € Fayr(Ma) b1 by distinguiamo due casi
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-se by = L allora f(by) = BJICM (7,0) = Lp,,(m,)Ef(b2) qualunque sia by.
2 2
-se by = BY (z,n),2 € M allora per la definizione dell’ordine in Fyr(M;), e per

le proprieta delle sfere formali, possiamo supporre che by = B} (z,m), con n < m e
quindi f(b1) = va}l (z,n+ 1)EB1@1 (x,m+1) = f(ba)
2 2

Si osservi che f ¢ ‘conserva’ i livelli ed € monotona. Quindi ¢ una BT -funzione, ossia un morfismo
in BT.

- f~1 & monotona

infatti Vb1, by € Farr(My) |, f(b1)E f(b2) distinguiamo due casi

-se f(by) = BAI“;II (z,0) allora by = L e quindi b;Cbs qualunque sia bs.
2
- se f(b1) = Bl (z,n+1) allora by = B}, (z,n) e si pud supporre che f(by) =
2

le\;ll (x,m + 1), con n < m e quindi by = BL,(z,m) per cui byCby
2

Pertanto f ¢ un isomorfismo; quindi si conclude.

O
Vale inoltre anche la proposizione duale:
Proposizione 4.6.4 Sia D un BT-albero. Allora
GTM(D)% ~Gru(Dl)
Dim:
Vedi proposizione [L.6.7 5

Prodotto

Definizione 4.6.3 Siano (D1,C,), (D2, Z5) due BT -alberi. Si indica con D; ® Dy 'insieme

definito per livelli nel modo seguente
(D1 ® Do) = D, x Dy = {(dy,dp) : dy € D, dy € DD}

Su tale insieme si definisce la relazione Cg nel modo seguente: Vd = (dyi,dz2),e = (e1,e2) €
Dy ® Dy

dCg e sediCie; e daloes
Proposizione 4.6.5 Se (D1,C1), (D2, Cs) sono BT -alberi allora (D1 ® D3, Cg) é un BT -albero.
Dim:
Immediato.

O

Prima di vedere ’equivalenza del costruttore introdotto con il corrispondente costruttore

metrico € opportuno fare una considerazione sulle sfere nello spazio metrico prodotto.

Osservazione 4.6.4 Siano My, My due CUM, sia x = (x1,22) € My x My e sia r € [0,1]. La

sfera di centro z e raggio r e:
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{(@h, 25) s du (2, 73), (71, 72)) <71} =
= {(1./17‘%/2) max{dM1(x/17x1) dM2($/27x2)} < T} =
1:25) s da (27, 21) <1y dag, (25, 2) <1} =

= B, (z1,7) X B, (22,7)

Dunque, ragionando come nell’osservazione L6.3] si conclude che dati z = (x1,22),y = (y1,42) €
M1 X M2 vale

Bf (z,n) = BL (y,n) sse By, (xi,n) = By (yi,n), i =1,2
Proposizione 4.6.6 Siano (My,d;), (Ms,ds) due CUM. Allora
Fyr(My) @ Fayr(Ma) = Fayp(My x Ma)

Dim:
Definiamo una funzione f :
[ Fyr(My) @ Fyr(Ma) — Farr (Mg x Ma)
F((Biy, (z1,n), By, (x2,n))) = BL (21, 22), 1)
Dall’osservazione precedente segue immediatamente che f ¢ ben definita e biettiva.

Inoltre Vp1 = (BF (x1,n), BF (x2,n)), pa = (BF (y1,m), B¥ (y2,m)) € Far(My) ® Fyp(Ma),

conn <m si ha

f(p1)ES (p2)=
& B ((z1,22),n)CBY ((y1,y2), m)& ordine sulle sfere formali
& B(($1,$2) 2- L) N B((yl,yg) 2” m) # 0=
< B(z;,27")N By, 27™) #0i=1,2& ordine sulle sfere formali
& B (2;,n)CB (y;,m) i =1,2¢ per definizione di Cg,

& p1 = (BY (#1,n), BF (x2,1))Cpa = (B (y1,m), BY (y2,m))
Dunque f € un isomorfismo e si conclude. Si osservi che in particolare f ‘conserva’ i livelli ed e
iniettiva, dunque & una BT -funzione.
O
Vale inoltre anche la proposizione duale:
Proposizione 4.6.7 Siano D, e Dy due BT-alberi. Allora
Grm(D1) x Gra(D2) = Gra (D1 ® Dy)

Dim:

Poiché le categorie CUM e BT sono equivalenti, esistono due CUM My, My tali che Fyp (M) =
Dl e FMT(MQ) = DQ.
Quindi
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Grym(Dy ® Do) &

> Gry (Fur (M) @ Fyr(Ms)) & per la proposizione precedente
> Gry (Fur(My x Ms)) = per il teor. di equivalenza
My x My = per il teor. di equivalenza

1

Gra (Fyr(My)) X Gra (Faur (Ma))
= Grp(Dr) x Gru(Dy)

Somma Coalescente

Definizione 4.6.4 Siano (D1,C,), (D2, Cy) due BT -alberi. Si indica con Dj & Dy Uinsieme

definito per livelli nel modo seguente

- (D1 @ Dz)@ ={l}
- (D1 ®Dy)" =Dy D 4 D, = {(1,dy) : dy € Dy} U{(2,do) : dy € Dy} peri>0

Su tale insieme si definisce la relazione Cg nel modo seguente: Vd,e € Dy & D,

-1Csd
-dCq e sed=(i,d),e=(i,e') e dC;e
Proposizione 4.6.8 Se (D1,C4), (D2, Cy) sono BT-alberi allora (D1 @ D2, Cg) é un BT-albero.
Dim:
Immediato.

O

Prima di vedere ’equivalenza del costruttore introdotto con il corrispondente costruttore

metrico € opportuno fare una considerazione sulle sfere nello spazio metrico unione disgiunta.

Osservazione 4.6.5 Siano M, My due CUM, sia x € M;UMs, e sia r € [0,1]. La sfera di

centro z e raggio r e:

—ser=1 allora Bg(z,1) = M;UM;
ser<lo=(ia)) allora Bo(w,r) = {(i,y/) ¥’ € By (@', 1)} = {i} x By, (&/,7)

Dunque, ragionando come nell’osservazione .63, si conclude che dati z = (4,2'),y = (i,vy') €
M{UMs5, n > 0 vale

Bg(x, n) = Bg(y, n) sse Bf(:[i (',n) = Bf/[i (y',n)
Proposizione 4.6.9 Siano (Mi,d;), (Ma,dsz) due CUM. Allora
Frrr(My) @ Fyr (Ms) = Fapr (M1OMs)

Dim:

Definiamo una funzione f :
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[ Fyr(My) ® Fyr(Ma) — Farr(MOM;)
f(L) =B (2,0) con x qualsiasi in M;UMo
f(i, By, (z,n)) = BE((i,2),n) pern >0

Dall’osservazione precedente segue immediatamente che f & ben definita e biettiva.
Inoltre
- f € monotona

infatti se by, be € Farr(My) ® Fayrr(Ms), b1 be allora distinguiamo due casi

-se by = L allora f(b;) = B (2,0) = L pyr (M OMy) ES (b2) qualunque sia b.

-seb; = (i, BY (z,n)),z € M;,n > 0 allora per la definizione dell’ordine in Fysr (M) ® Farr(Ma)
e per le proprieta delle sfere formali, possiamo supporre che by = (i, B¥ (x,m)), con

n <m e quindi f(br) = B ((5,2), =B ((5,),m) = f(ba)

Si osservi che f & ovviamente ‘conserva’ i livelli ed € monotona. Quindi & una BT -funzione, ossia
un morfismo in BT .

- f~! & monotona

infatti se by,bs € Farr (M) @ Fayr(Ma), f(b1)E f(bg) si distinguono due casi:

- se f(by) = BF(2,0) = Lp,,(my0nmy) allora by = LCby qualunque sia by.

-se f(bh) = BY((i,2),n),z € M;,n > 0 allora, per le proprietd delle sfere for-
mali, possiamo supporre che f(by) = BY((x,i),m)), con n < m e quindi by =
(i, BY (x,n))C(i, BF (x,m)) = by

Pertanto f & un isomorfismo; quindi si conclude.

O
Proposizione 4.6.10 Siano D1 e Dy due BT-alberi. Allora
Grm(D1)UGTM(D2) = Gru (D1 @ D2)
Dim:
Vedi proposizione .67 5

Spazio delle Funzioni

Definizione 4.6.5 Siano (D1,C,), (D2, Zs) due BT -alberi. Si indica con Dy— pr D2 U'insieme

definito per livelli nel modo seguente

(D1—prD2)" = DiD — Do = {fi | fi : D1 — D,V
Su tale insieme si definisce la relazione C  nel modo seguente: V), f) € Dy— pp Dy (level(f) =
i, level(fU)) = )

fOCE fU) sei<jevd® e D19 d0) e D) g, ql) = FOENT,fO) (dW))

Osservazione 4.6.6 Si noti che una catena (f);eny € (Di—prD2)” rappresenta una
BT -funzione di Dy in Do, nel senso che definita f : D1 — Do
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f(d®) = f(i)(d(i)) Vi e N, d e DO

si ha che f e una BT -funzione.

Proposizione 4.6.11 Se (Di,C,),(D2,C5) sono BT-alberi allora (D1—prD2,Cfr) & un
BT-albero.

Proviamo che per (D1— 1Dy, Cr) valgono le proprieta della definizione di BT -albero.
a. il minimo LD1—>BTD2 ¢ 'unica funzione del livello 0:

FO D, — p,©)

f(o)(J-D1) =lp,

. slano f1, fo, f € Di—prDs, con fLCf, foCf. Per fissare le idee, poniamo level(f;) =

n, level(fs) = m, level(f) =k conn <m < k.

Allora, Vd™ € D™ d™) ¢ D;(™ con d™Td™ vied® e D;® tale che (d™C) d™Cd®),

e quindi

Fd™)EFER)
f2(d)EF(d™M)

pertanto, essendo Dy un BT -albero fi(d"™)C fo(d™).
Si conclude dunque che fi1C fs.

. Vf") € D —prD, (di livello n), si ha che
L™ C s (D= pr D)

Ora, essendo i livelli di D; e D5 finiti, anche i livelli di D;— D5 lo sono, e quindi | f()

e finito.
. Vf") € D —prD, (di livello n), si ha che
Suce(f™) C (Dy—prDo) "

e quindi ¢ finito.

Inoltre definita una funzione "+ : D; 1) 5 D,("*1) nel modo seguente: se d"+1) €
Succ(d™) allora f 1 (d+1) € Suce(f™ (d™)), si ha che chiaramente "+ € Succ(f™),
che pertanto € non vuoto.

O

Notazione 4.6.1 Per semplicita di notazione nel seguito a volte confonderemo una sfera formale

BF(z,n) con l'insieme di punti (sfera B(x,27")) ad essa associato. In particolare si scrivera

x € BY(z,n) per indicare z € B(x,27").

Notazione 4.6.2 Siano M, M, due CUM. Ad ogni funzione f() (FMT(Ml)%BTFMT(Mg))(")

puo essere associata una funzione, che indicheremo con f(®)
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—

f(n) : Ml — M2

definita nel modo seguente: per ogni sfera B (z,n) € Fyr (M), per ogni ' € B (x,n) si fissa

y qualsiasi in f") (B (z,n)) e si pone

o) =y
Osserviamo che f(™) non & in genere NDI, dunque quando nel seguito, nello spazio M;—! M,
considereremo la sfera Bﬂl YV (£ n), intenderemo, in realtd con abuso di notazione:

By g, (F0),m) 0 My—1 M,

Si verifica facilmente che, nonostante 'arbitrarietd con cui ¢ definita f(") dette fi; e fo due

—

differenti definizioni di f(™), si ha dp(f1, f2) < 27" e quindi By, ., (f(,n) non dipende

—

dalla scelta di f(m).
Proposizione 4.6.12 Siano (My,dy), (Mz,ds) due CUM. Allora
Farr(My) = prFyur (Ma) & Fayp(My—' My)

Dim:

Ricordiamo che le sfere in M;—'Ms sono:
B(f.27") ={(f": Mi='My) : d(f'(2), f(z)) < 27" Vo € M1}
Definiamo dunque una funzione h :

h: (FMT(Ml)‘/)B;TFMT(MQ)) — Fyr(My—'Ms)
R(f™) = BF(f(™ n) con n = level(f™)

Dalle considerazioni precedenti segue immediatamente che h & ben definita.

Inoltre

- h & iniettiva

infatti Vf1, fo € Fyr(M1)— srFaur(Ms), se h(f1) = h(f2), allora necessariamente level(f1) =

level(f2) = n, per cui:
W(fr) = BY (fi,n) = B (f2,m) = h(f>)

e quindi d(fl, ]?2) <277,
Pertanto VB(z,n) € Fyr (M), per definizione di f; e fa,

BF(2',n) con 2’ € My

BE (2" n) conz" € My

fi(@) € fu(B" (w,n))
fa(w) € f2(BE ()

dunque utilizzando queste relazioni e I'ultrametricita dello spazio:

d(fi(z),2") < max{d(fi(z), f2(x)),d(fa(x),2")} < 27"

Quindi fl(a:) € BF (2" n), pertanto B (2/,n) N BY (2", n) # 0, per cui BF (2/,n) = BF (2", n),

ossia
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F(BY (z,n)) = fo(BF (w,n))

e dunque f; = f5 che & quanto si voleva dimostrare.
- h e suriettiva
Siano f € M;—'M, e n € N. Si vuole mostrare che B¥(f,n) sta nell'immagine di h.

Definiamo una funzione:

£ € (Farr(My) = prFarr (M) = (Farr(M1)™ = (Farp (Ma))™
FUUBF (z,n)) = BF (f(x),n)
La funzione f(™ & ben definita, infatti, se B¥ (z,n) = BF (y,n), allora d(zx,y) < 27", quindi,
BF(

essendo f NDI, d(f(x), f(y)) < 27", per cui BY(f(z),n) = B" (f(y),n).
Ora, per concludere ¢ sufficiente notare che Vax € M. (f )(z), f(x)) < 27" dato che f )(z) €

f(BF (z,n)) = BF (f(z),n) e quindi:
h(F™) = BF (0, n) = BF(f,n)

che & quanto si voleva.

- h & monotona

Si vole provare che se f(WC f(™) (n < m) allora h(f™)Ch(f™).
Sia dunque f(WC £ ossia

Va,y € My.BF (z,n)CB" (y,m) = f0)(BF (z,n))Cf (B (y,m))

al solito quando due sfere sono in relazione possiamo supporre che abbiano lo stesso centro, per

cui la relazione precedente puo essere riscritta:
Vo € My. f) (B (z,n))Cf) (B (2,m)) (%)
Per definizione di h:
R(f™) = BF(f0),n)
h(f0™) = BF (f(™),m)
e Vo € M si ha f(;)(;z:) € fM™(BF(z,n)) e f/(E)(:z:) € f™)(B¥(z,m)), dunque per la relazione
(*) si puo scrivere che:
(@), f (@) € £ (BF (,m))

per cui d(f (x), f [ () < 27,
Dunque d(f(”) f m)) < 27" ossia f(m) € BF(f(”) n). Si conclude percio che:
R(F™) = BE(F0), m)EBE (F0,m) = h(F0™)
Si osservi che h € ovviamente ‘conserva’ i livelli ed € monotona. Quindi & una BT -funzione, ossia
un morfismo in B7.
- h~1 & monotona

si verifica facilmente che la funzione inversa di h é:
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h_l : FMT<M1%1M2) — (FMT(MI)%BTFMT(M2)>
h=H(B"(f,n)) = N(B" (z,n)).B" (f(x),n)

Sia dunque B (f,n)CBY(f,m) (m < n) (al solito si pud supporre che i centri coincidano). Si

deve provare che:
h=H(BY(f,n)ER~ (B (f,m))

La relazione suddetta equivale a: Vo € My. BY (z,n)CBY (z,m) (ancora,  centro coincidente

delle due sfere) vale:
h=H(BE(f,n)) (BT (x,n))ER~H (B (f,m))(B" (x,m))
B (f(x),n)EB" (f(x),m)

che effettivamente vale. Pertanto f & un isomorfismo; quindi si conclude.

0O
Vale inoltre anche la proposizione duale:
Proposizione 4.6.13 Siano D1 e Dy due BT-alberi. Allora
Gru(D1)—='Gra(D2) = Gy (D1 — prDs)
Dim:
Vedi proposizione .6.7] o

Powerdomain

Definizione 4.6.6 Sia (D,C) un BT -albero. Si indica con P*(D) linsieme definito per livelli

nel modo seguente
P*(D) = Ppin(DD) ={S: 0 # S C D, S finito}

Su tale insieme si definisce la relazione Cps, che ¢ 'ordinamento di Egli-Milner, nel modo
seguente: V.S1,S5 € P*(D)

Slgp* S2 se Vd; € Sl.adz S SQ. d1Cds
Vdy € S5.3d1 € S1. d1Cdy

Proposizione 4.6.14 Se (D,C) ¢é un BT-albero allora (P*(D),Cp«) é un BT -albero.

Dim:
Proviamo che per (P*(D),Cp«) valgono le proprieta della definizione di BT -albero.

a. il minimo Lp-(p) € I'unico elemento del livello 0, P*(D)(O) ={{Llp}}, cioe { Lp }.
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b. Siano S1,852,5 € P*(D), con S1CS, S2CS. Per fissare le idee, poniamo level(S;) =
n, level(Se) = m, level(S) =k conn <m < k.

Allora, per definizione dell’ordine in P*(D), per i = 1,2 vale:

Vd € S.3d; € S;. d;Cd

dunque Vd; € S§1.3d € S. diCd, ma in corrispondenza a d vi € do € Ss tale che doCd, e
quindi per le proprieta dei BT -alberi diC dy. Dunque Vd; € S1.3dy € Ss. d1Cds.

Allo stesso modo si verifica che Vdy € S5.3d; € S1. di1Cds.

Si conclude dunque che S1CS5.

c. ¥S™ ¢ P*(D) (di livello n), si ha che
15 ¢ U?:_fP*(D)(i)
Ora, essendo i livelli di D finiti, anche i livelli di P*(D) lo sono, e quindi |.S™ ¢ finito.
d. ¥S™ € P*(D) (di livello n), si ha che
Suce(S™) € P*(D)" T

e quindi ¢ finito.
Inoltre definito un insieme S+ = U, Suce(d), si ha che chiaramente S+ €

Succ(S™), che pertanto & non vuoto.
O

Alla dimostrazione dell’equivalenza del costruttore metrico con quello sugli alberi & opportuno

premettere un risultato sulla distanza di Hausdorff:

Definizione 4.6.7 Sia (M, d) uno spazio metrico e sia ) # X C M. Definiamo, per r > 0,

P’insieme:

X(r) = UsexB(z,7)
Proposizione 4.6.15 Sia (M, d) uno spazio metrico compatto e siano X,Y € Ppeo(M). Allora:
dg(X,Y)=inf{r: X(r)2Y eY(r) 2 X}
Dim:
Sia

dy = max{sup,cx d(z,Y), SUp, ey d(y, X)}
dy=inf{r: X(r)2Y eY(r) 2 X}

e proviamo che d; = dy, mostrando che vale la disuguaglianza nei due sensi.

(d1 < d2) supponiamo dy = sup,cx d(z,Y") (laltro caso ¢ identico).
Vre{r:X(r)2Y eY(r) 2 X}, poiché Y(r) D X si ha che Vz € X.3y € Y. d(z,y) < r dunque
d(z,Y) <r, e quindi d; = sup,¢x d(z,Y) < r. Si conclude percio che d; < ds.

(d2 < di) dimostriamo che, posto r = sup,¢ x d(z,Y), vale:

92



Y(Tl) :_) X

Sia ¢ € X. Dunque d(z,Y) = infyeyd(z,y) = d(z,y:) (< supzexd(z,Y) = r1) (infatti
esistera una successione (yp)neny € Y tale che d(z,y,) — d(z,Y), essendo Y compatto vi &
una sottosuccessione convergente y,, — Y, € dunque d(z,Y) = limg_yo0 d(,yn, ) = d(z,yz))-
Quindi z € B(y,,m1) C Y(r1).

Allo stesso modo posto 1y = sup,cy d(y, X) vale X(rz) 2 Y.

Ora dy = max{ry,r2}, quindi Y(d1) 2 X e X(dy1) 2 Y, per cui d2 < d;.

Corollario 4.6.1 Sia (M,d) un CUM. Allora:
VX,Y € Ppeo(M) dpg(X,Y) =inf{r: X[r] =Y][r|}

Dim:

E sufficiente osservare che:
X(r2YeYr)2X e X(r)=Y(r)

(= )VyeY,poiché X(r) DY, viex € X tale che y € B(z,r). Dunque per ultrametricita
B(z,r) = B(y,r). Questo consente di concludere che X(r) 2 Y (r).
Allo stesso modo Y (r) 2 X (r) e quindi si ha la tesi.

( <) Ovvio.
O

Osservazione 4.6.7 Sia (M, d) uno dei ‘nostri’ CUM (con metrica a valori in {0}U{27" :n €
N1}). I risultati precedenti consentono di concludere che VA, A1, Ay € Ppeo(M)

a. d(A1, Ay) = inf{27" :n € N, Ai[n] = As[n]}
b. B(A,27™) = {A": A'[n] = A[n]}
c. se Vn € N. Aln] = A’[n] allora A= A" (in quanto dy (A, A’) =0)
Proposizione 4.6.16 Sia (M,d) un CUM. Allora
P (Fyur(M)) = Farr (Pneo(M))

Dim:
Definiamo una funzione h :

h: FMT(Pnco(M)) — P*(FMT(M))
h(BF(A,n)) = {B (z,n) : x € A}

Iniziamo osservando che la funzione h & ben definita. Infatti VA € Ppeo(M), h(BY (A, n)) & un
insieme finito, per la compattezza di A. Inoltre VA;, Ay € Ppeo(M) se BF (A1, n) = BF (A3, n)

allora dg (A, As) < 27™ e quindi, per 'osservazione precedente
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{B(z,27") 1z € A1} = Ay[n] = As[n] = {B(x,27™) : x € Ay}

e dunque h(BT(A;,n)) = h(B¥(Az,n)). Inoltre

- h & iniettiva

infatti VA1, Ay € Ppeo(M) se h(BY (A1,n)) = h(BY(Az,n)) allora A;[n] = As[n] e quindi, per
l'osservazione precedente dgr(Ay, A2) < 27", per cui BF (A;,n) = BF(As,n)

- h e suriettiva

Sia S = {B (z;,n) :i=1...k} € P*(FyrM) un elemento di livello n. Si vuole mostrare che
S sta nell’immagine di h.

Posto A = U¥_, B(z;,27™), si ha che A & un compatto (in quanto unione finita di compatti), non

vuoto. Dunque B (A,n) € Farr(Preo(M)) e chiaramente:
W(BF(A,n)) = S

- h ¢ monotona
Siano B (A, n)CBF (A, m) € Fyrr(Pneo(M)) (n < m). Si vuole provare che

h(B (A, n))ER(B" (A, m))
{BF (z,n) : 2 € A}JC{B¥ (z,m) : z € A}

ma questo & ovviamente vero in quanto Vo € A. B (z,n)CBY (z,m).

Si osservi che h & ovviamente ‘conserva’ i livelli ed € monotona. Quindi & una BT -funzione, ossia
un morfismo in B7.

- h=1 & monotona

Per ogni elemento S = {B¥ (z;,n) :i=1...k} € P*(Fpr(M)) di livello n, indichiamo con:

us = Ui-“:lB(xi, 27™)
Si verifica facilmente che la funzione inversa di h é:

h= PH(Eyr(M)) = Fyr(Preo(M))
h(S) = B*(US,n)

Siano dunque Sy = {BF (xz;,n) :i =1...k1},S = {BF (y;,m) :i =1...ko} € P*(Fyr M) tali
che S1CS3 (n < m).

Dunque
Vi.3j. BF(xi,n)EBF(yj,m) = Bf(zy,n)= BF(yj,n)
Vj.3i. BF(xi,n)EBF(yj,m) = Bf(xy,n)= BF(yj,n)

dalle due segue che S1 = {BF (y;,n) :i=1...ka}.

Dunque

us; = U§2:1B(yja2_n)
LSy = Uk, B(y;,27™)
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dunque US1[n] = {B(y;,27") : j = 1...ko} = US2[n], e quindi, in base all’osservazione prece-
dente dH(USl, USQ) <27m,

Si conclude percio, che, essendo n < m:

hil(Sl) = BF(I_I,S'l,n)EBF(uSQ,m) = hil(SQ)

Pertanto f &€ un isomorfismo; che & quello che si voleva.

O
Vale inoltre anche la proposizione duale:
Proposizione 4.6.17 Sia D un BT-albero. Allora
Preo(Gram (D)) = Gy (P*(D))
Dim:
Vedi proposizione [.6.7] a

Concludiamo con un’osservazione sulle proprieta della categoria BT :

Osservazione 4.6.8 Osserviamo che (BT, —pr,®,1) € una categoria catesiana chiusa.

e ® ¢ un prodotto; se Dy e Dy sono due BT -alberi allora D1 ® Dy ¢ un prodotto dei due

oggetti, con i morfismi fst e snd definiti:

fSt((dl,dg)) = dl
S?’Ld((dl,dg)) = d2

o —BT & un esponenziale; se D; e Dy sono due BT -alberi allora D1 — g D5 & un esponenziale

dei due oggetti, con la funzione di applicazione definita da:
apply(f9,d™) = (D)

e data una BT -funzione f : D1 ® Dy — D3 il morfismo curry(f) definito:
curry(F)(dy”) = f(@d” ),

e l'oggetto terminale 1 & un qualunque BT -albero privo di ramificazioni, cioe {d; : i € N},
con Vordine C = {(di,diy1) : i € N}*

1* indica la chiusura transitiva della relazione
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Capitolo 5

Un Teorema di Punto Fisso in
una Categoria di Spazi Metrici

Completi

L’ambiente degli spazi metrici completi € molto utile per assegnare una semantica denotazionale
ai linguaggi di programmazione, in special modo ai linguaggi concorrenti. Ad esempio nell’ap-
proccio di De Bakker e Zucker [2] un processo & rappresentato mediante un elemento di un
opportuno spazio metrico, nel quale la distanza tra tra due processi & definita in modo che piu
piccola ¢ la distanza piu tempo sara richiesto affinché i due processi mostrino un comportamento
diverso.

Per ottenere uno spazio metrico i cui elementi rappresentino i processi nel modo desiderato si
deve risolvere un’equazione di dominio ricorsiva. Ad esempio, un semplice linguaggio nel quale

un processo & una sequenza di azioni atomiche (non interpretate) porta all’equazione:
P ={po}U(A x P)

dove A & I'insieme delle azioni atomiche e py un elemento fissato (processo nullo). In [2] queste
equazioni sono risolte essenzialmente partendo da uno spazio metrico di base ({pg}), arricchen-
dolo iterativamente sulla base dell’equazione e considerando infine il completamento metrico
dell’unione degli spazi cosi ottenuti.

Tale tecnica, pero, in alcuni casi non funziona, ad esempio quando la variabile dominio P

compare a sinistra dell’operatore di costruzione dello spazio di funzioni, ad esempio:
P={po}U(P — P)

La tecnica presentata ¢ una generalizzazione della tecnica di De Bakker e Zucker, basata
sull'introduzione di una categoria di spazi metrici completi. In tale ambiente ’equazione di

dominio viene interpretata come un’equazione:

P~ F(P)
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dove F' & un endofuntore sulla categoria. Vedremo le condizioni che il funtore F' deve soddi-
sfare affinché I'’equazione ammetta soluzione e ulteriori ipotesi che garantiscono 'unicita di tale

soluzione.

5.1 Una Categoria di Spazi Metrici Completi

In questa sezione & definita una categoria di spazi metrici completi Cp;. Quindi & introdotta
la nozione di torre convergente in Cps e viene descritta la costruzione del limite diretto per tali
torri.

E interessante notare la corrispondenza esistente con le nozioni metriche. Una torre convergente,
puo essere vista come la generalizzazione a livello categoriale di una successione di Cauchy e la

costruzione del limite diretto come la controparte dell’operazione di passaggio al limite.

Definizione 5.1.1 Si indica con Cj; la categoria avente come oggetti spazi metrici completi. 1
morfismi in Cp; sono definiti nel modo seguente. Siano M; e M5 spazi metrici completi. Allora
un morfismo M; - M, & una coppia di funzioni ¢t = (i,5), 4 : My — My e j : My — M, che

soddisfano le proprieta:
a. 1 € un isometric embedding
b. je NDI
c. joi=1idy,

Dominio, codominio e composizione dei morfismi e morfismo identita sono definiti nel modo
ovvio.

Un morfismo sara anche detto ep-pair (embedding - projection pair).

Se vi ¢ un morfismo M7 — M> possiamo considerare M7 una approssimazione di Ms nel senso
che, dato che M; puo essere ‘incorporato’, tramite un isometric embedding, in Ms, M7 contiene
meno informazioni di M. Per un elemento x5 € M, la sua migliore approssimazione in M; e

data da j(x2). La condizione ¢ impone che j rappresenti un isometria tra i(My) e Mj.
Definizione 5.1.2 Sia M; -5 M, un morfismo in Cym, t = (i, 7). Definiamo:
6(t) = daty—na, (i 0 Jyidag,) (= supy,enr, {das, (i(5(22)), 22)}).

Osserviamo che §(t) puo essere interpretato come una misura della ‘precisione’ con cui My ap-

prossima Ms. Pitt 6(¢) & piccolo, pitt densamente M; si incorpora in Ma.

La nozione categoriale di torre puo essere pensata come una generalizzazione della nozione di

successione crescente. Vogliamo ora definire un concetto che ricorda quello metrico di successione
di Cauchy:

Definizione 5.1.3 Una torre (M,,,t,)nen in Cps si dice una torre convergente se
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Ve > 0.3ng € N.Vm >n > ng. §(tnm) <€
con tyy =tm—10...01%,.

Continuiamo quindi introducendo la costruzione del limite diretto per una torre convergente in
Cps- Tale costruzione generalizza la tecnica di costruzione del completamento metrico dell’unione
di una sequenza di spazi metrici ‘inclusi’ usata in [2] (per un analisi approfondita della relazione
esistente tra le due tecniche si rimanda a [I]). Il lemma di inizialita fornisce un criterio per
stabilire I'inizialita di un cono per una torre convergente che ci consentira di concludere che il

limite diretto di una torre convergente € un cono iniziale per la torre.

Lemma 5.1.1 Sia (M,,,t,)nen una torre convergente in Cpy e sia (M, (Vn)nen), con vy, =

(aun, Bn), un cono per la torre. Allora:

M ¢é un cono iniziale sse  lim apo B, =idy (0 equiv. lim §(y,) = 0)
n—oo n—oo

Definizione 5.1.4 (Costruzione del Limite Diretto) Sia (M,,t,)nen una torre convergen-
te in Cpr, con t, = (in,jn). Si dice limite diretto di (My,t,)nen un cono (M, (Vn)nen), con

Yn = {ap, Br) definito nel modo seguente:
a. lo spazio metrico M ha come elementi:
M ={(zp)nen : VR € N. 2, € My, € Ty = jn(Tpnt1)}
ed ¢ dotato di una metrica d:

d((-rn)nENa (yn)nEN) = SUPpeN da, (-Tnayn) v<xn)n€Na (yn)nEN eM
b. i morfismi +,, sono definiti:

o ap M, - M
an(z) = (Tk)KeN
con
Jen(z)  sek<n
Tp=4 sek=n
ink(x)  sek>n
o Bn: M — M,

Bn((Tk)ren) = 2n

Si dimostra che M cosi definito & effettivamente uno spazio metrico completo e (M, (v )nen)
¢ un cono per la torre (M, tn)nen-
A questo punto utilizzando il Lemma di Inizialita si conclude immediatamente 'inizialita del

limite diretto, cioe:

Proposizione 5.1.1 [l limite diretto di una torre convergente € un cono iniziale per tale torre.
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5.2 Un Teorema di Punto Fisso

In questa sezione vedremo quali condizioni su di un funtore F' : Cj; — Cjs garantiscono 'esistenza
e 'unicita del punto fisso. In primo luogo si mostrera che ogni funtore contraente ha un punto
fisso e successivamente si verifichera che, se alla richiesta di contraenza si aggiunge anche quella
che il funtore sia Hom-contraente, si conclude anche I'unicita (a meno di isomorfismi) del punto
fisso.

Iniziamo introducendo la nozione di funtore contraente, che, in un certo senso, corrisponde
alla nozione metrica di contrazione. Intuitivamente un funtore € contraente se mappa ogni
embedding in un embedding piu denso, ovvero se dato un morfismo M; BN My (dunque M,
approssimazione di Ms) allora FM; approssima FM; meglio di quanto M; approssimi M.

Formalmente:

Definizione 5.2.1 Un funtore F' : Cp; — Cys si dice contraente se de, 0 < € < 1, tale che per

ogni morfismo M, N My vale
S(Ft) <ed(t)

Ora e noto che una contrazione su di uno spazio metrico € continua, dunque preserva le
successioni di Cauchy e i loro limiti. Analogamente un funtore contraente preserva le torri
convergenti e i loro coni iniziali, cioe vale il seguente risultato, conseguenza immediata del Lemma

di Inizialita:

Proposizione 5.2.1 Sia F : Cpy — Cpr un funtore contraente, sia (M, tn)nen una torre con-
vergente e sia (M, (Yn)nen) un suo cono iniziale. Allora (FM,, Ft,)nen € ancora una torre

convergente e (FM, (Fyn)nen) € un suo cono iniziale.

A questo punto, utilizzando il teorema di punto fisso categoriale ([B:3.0]), si conclude I'esistenza

del punto fisso per funtori contraenti, cioe:

Teorema 5.2.1 (Esistenza del Punto Fisso) Sia F : Cyy — Cy un funtore contraente.

Allora F ha punto fisso, ovvero vi € uno spazio metrico completo M in Cps tale che
M>~=FM

Dim:

Sia My lo spazio costituito da un solo punto, cioé My = {z}. Osserviamo che vi & sempre un
morfismo My o F My, infatti ¢y pud essere definito to = (ig, jo), con ig(xg) = 1, con 21 € F M,
qualsiasi, e jo(x) = xo per ogni z € F M.

Inoltre se definiamo la torre (F™My, F"™tg)nen, per la contrattivita di F' questa ¢ una torre
convergente, ha come cono iniziale il limite diretto (M, (v, )nen) € sia la torre che il cono iniziale
sono preservati da F'.

Utilizzando il teorema di punto fisso categoriale (3.3.1]), quindi, si conclude.
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Ora, sappiamo che una contrazione su di uno spazio metrico ha un wunico punto fisso.
Vorremmo provare un risultato analogo per i funtori contraenti su Cy,.

Sia F' : Cp; — Cpy un funtore contraente. Per il teorema 5211 F' ha un punto fisso, ovvero
esiste uno spazio metrico completo M, limite diretto della torre (F"™ My, F™to)nen, tale che
M = FM. Sia dunque k isomorfismo:

M5 FM

Sia M’ un altro punto fisso e sia A un ismorfismo tra M’ e FM':
/ A /
M = FM

Se M’ fosse anch’esso un cono per la torre (F™ My, F™ty)nen, allora per Uinizialita di M esiste-
rebbe un morfismo M -5 M’ e quindi un isometric embedding di M in M’. Se a questo punto
provassimo che ¢ & un’isometria potemmo concludere che M = M’ e quindi che il funtore F' ha
un unico punto fisso. La dimostrazione che ¢ & un’isometria puo basarsi sulla validita di una

relazione del tipo:
5(t) = 6(Ft) < ed(t)

che prova che 6(t) = 0 e quindi che, oltre che joi = idys (def. di morfismo) anche i o j = idpp,
e quindi che t & un’isometria.

Per dimostrare che effettivamente M’ & un cono per la torre (F™My, F™to)nen, dappri-
ma ci si restringe alla categoria degli spazi metrici completi puntati, Cy;. In tale categoria si
dimostra il suddetto risultato di unicita. Per estendere tale risultato alla categoria Cps si ri-
chiede che il funtore F' sia anche Hom-contraente, ovvero che sia contrattivo come funzione
F : Hom(My, M3) — Hom(F M, FM>)

Definizione 5.2.2 Si indica con Cj; la categoria degli spazi metrici completi puntati, avente
come oggetti delle triple < M,d,z > con (M,d) spazio metrico completo e € M un punto
fissato (detto punto base). I morfismi in C}; sono definiti come in Cps con 'ulteriore vincolo che
se < My,dy,x1 > L < Ms, ds, 29 > & un morfismo, con t = (i, j), allora ¢ e j mappano punti

base in punti base, ossia i(x1) = x2 € j(x2) = x1.

Tutti le nozioni ed i risultati visti per la categoria Cp; si estendono in modo ovvio alla nuova
categoria Cj;.

Si dimostra quindi in Cj; il seguente:

Teorema 5.2.2 (Unicita del Punto Fisso in C;;) Sia F : C;; — Ci; un funtore contraente.
Allora F' ha un unico punto fisso, a meno di isometrie, ovvero vi € uno spazio metrico completo

puntato M in C}; tale che:
a. M=FM

b. VM’ €C,. FM' = M' = M = M’
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Dim:

11 fatto fondamentale & che la categoria Cj; ha un oggetto iniziale:
My =< {xo},d{zo},xo >

Il punto fisso di F' puo dunque essere definito come limite diretto (M, (yn)nen) della torre
convergente (F"™ My, F™to)nen, con to unico (per linizialita di My) morfismo tra My e FMj.
Indichiamo con k : M — F'M l’isometria tra M e F'M.

A questo punto, detto M’ un altro punto fisso e A I'isometria tra M’ e FM', definita la successione

di morfismi (3, )nen
o € 'unico morfismo tra l'oggetto iniziale e M
ﬁ/n-‘rl =X"'to Fﬁ/n

si prova per induzione, sfruttando l'inizialita di My, che (M’, (9, )nen) € un cono per la torre
convergente (F"™ Moy, F™ty)nen. Dunque, essendo M cono iniziale per tale torre vi & un unico
morfismo M - M’

A questo punto si osserva, sfruttando la commutativitd dei diagrammi, che t = A"' o Ftok e

quindi, essendo A e k isometrie:
I(Ft) =0(t)
che & quanto si voleva. Dunque ¢ € un isometria, per cui:
M=M
O

Torniamo ora alla categoria Cp; degli spazi metrici completi. Come premesso in questo caso
per avere 'unicita del punto fisso si deve aggiungere una condizione sul funtore F. Nel caso della
dimostrazione in Cj; era fondamentale avere un unico morfismo 7y : My — M’'; questo infatti

garantiva la validita della relazione:
)\710F’700t0:’3/0 (*)

In Cp; tale morfismo non & wunico, tuttavia se richiediamo che F, come funzione
F : Hom(My, M') — Hom(F My, FM'), sia contrattivo, allora

G : Hom(My, M') — Hom (Mo, M)
definito da
GH) =A"to Fyoty

€ una contrazione in uno spazio metrico completo e quindi si puo definire 4y come 1'unico punto
fisso di G, riottenendo la validita della relazione (x).

Queste considerazioni portano alla definizione di Hom-contrattivita:

Definizione 5.2.3 Un funtore F' : Cp; — Cps si dice Hom-contraente se YMy, My in Cpy
Je, 0 < e < 1 tale che
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F‘\Hom(Ml,Mg) (S flO?’n(]\417 MQ) %E Hom(FMl, FMQ)
Vale quindi il risultato:

Teorema 5.2.3 (Unicita del Punto Fisso in Cy;) Sia F : Cyy — Cyr un funtore contraente
e Hom-contraente. Allora F' ha un unico punto fisso, a meno di isometrie, ovvero vi € uno spazio

metrico completo M in Cps tale che:
a. M= FM

b. VM' € Cpy. FM' = M' = M = M’

5.3 Una Classe di Equazioni con un’Unica Soluzione in C);

In questa sezione presentiamo una classe di equazioni di dominio nella categoria Cps, con un unica
soluzione. A tale scopo, in primo luogo definiremo la classe Funct di funtori su Cy; e formuleremo
una condizione per i suoi elementi che implica la contrattivita e ’'Hom-contrattivita. Quindi,
seguira che ogni equazione di dominio su Cj;, indotta da un funtore che soddisfa tale condizione,

ha soluzione unica.
Definizione 5.3.1 La classe F & definita come un linguaggio sull’alfabeto:
{Fry, 5, %,0, =", Pra, o}
dove (Mp,dp) & un generico spazio metrico completo. La definizione ¢ la seguente: F' € Funct:
F = Fy, | Fy | FxF | FOF | F='F | Ppa(F) | FoF
Ogni elemento F' € Funct e interpretato come un funtore:
F:Cy—Cyp

Si procede in modo induttivo. Siano (M, das) e (N,dn) spazi metrici completi e sia M L4 N un

morfismo, con ¢t = (i, j). Per la definizione di ciascun F € Funct si specifica:
i. 'immagine di (M, dys) tramite F, cioe F(M,dyr)
ii. 'immagine di ¢ tramite F, cioé F't

Per semplificare la notazione, nel caso di funtori definiti sulla base di altri funtori F} e Fb,
supporremo che F;M = M;, F;N = N; e Fit =t; = (i;, ;). per i = 1,2.

La definizione ¢ la seguente:
a. F'= FMO
(a) Fago (M, dar) = (Mo, do)

(b) Faget = (id sy, idas,)
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b F=F

(a) Fii(M,dn) = (M, dar,)
(b) Flét =t

1
2

C. F:F1><F2

(a) Fl X FQ(M,dM) = (Ml,d]\/jl) X (MQ,CZM2)
(b) (F1 x Fo)t = (M1, 22). (i1(21),42(22)), A(y1, y2)- (J1(y1)s J2(y2)))

d. F=F

Ci
3

(a) FLOFy(M, dyr) = (My, dag, )O(Ms, dys,)

(b) (FiOF2)t = (A(i, @). (i,4i(2)), Ai, ). (i, 5i(y)))
e. F=F—'F

(a) Fi—=1Fy(M,d) = (My,dy, ) —(Ma, dar,)

(b) (Fi—='Fy)t = (Afigo foji,\g.jaogoir)
f. F = Ppa(F)

(@) Puet(F1)(M,dar) = Pra (M1, dar,))
(b) Pra(F1)t = (AX {i1(z) 2 € X}, AY {ji(y) :y €Y}

g. Iy o F, & 'usuale composizione di funtori.

Si dimostra, per induzione sulla struttura di Funct che la precedente ¢ una buona definizione,

ovvero che per ogni F' € Funct, F': Cpy — Cps € un funtore ben definito.

A questo punto si associa a ciascun funtore F' € Funct un coefficiente ¢(F) che rappresenta
una misura della contrattivita di F
Questo consentira di stabilire in modo semplice che un funtore F' € Funct & contraente ed

Hom-contraente e quindi ha un unico punto fisso in Cyy.

Definizione 5.3.2 Ad ogni funtore F' € F si associa un coefficiente di contrattivita c(F),

definito induttivamente come segue:
a. ¢(Fu) =0
b. ¢(F1) =1 ¢(F)
c. ¢(Fy x Fy) = max{c(Fy),c(F2)}
d. ¢(F1UF;) = max{c(F1),c(F>)}
e. c(F1—=1F) =c(F) +c(Fy) (max{c(F1),c(F>)} se gli spazi sono ultrametrici)

f. ¢(Pna(F)) = c(F)
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g. ¢(Fy o Fy) = ¢(F) c(F3)
Proposizione 5.3.1 Sia F' un funtore in Funct. Allora:
a. VM 5 N. §(Ft) < ¢(F) h(t)
b. VM, N. Fiomm,n) € Hom(M,N) —F) Hom(FM,FN)

A questo punto, si ha un immediato corollario, che consente di individuare una classe di

equazioni di dominio in Cps, aventi un unica soluzione in tale categoria (a meno di isomorfismi):
Corollario 5.3.1 Ogni equazione di dominio riflessiva in Cps della forma:

M=FM
con F € F, tale che ¢(F) < 1, ha un unica soluzione, a meno di isomorfismi.

Dim:
E sufficiente osservare che se ¢(F) < 1, allora per la proposizione precedente F' & contraente

ed Hom-contraente e quindi si conclude per il teorema di punto fisso B.2.1]in Cyy.
O

5.4 Estensione ai CUM

Indichiamo con CUUMep la categoria avente come oggetti gli spazi ultrametrici compatti, e come
morfismi ancora le ep-pair. I risultati presentati in questo capitolo valgono chiaramente anche
per tale categoria. Infatti ogni spazio compatto & completo, dunque i risultati provati per Cys si
provano anche per CUUMep.

Ci si potrebbe chiedere se effettivamente la costruzione del limite diretto, applicata ad una torre
convergente di CUM, fornisca un CUM. La risposta ¢ affermativa: sia (M, t,)necn una torre
convergente di CUM e sia (M, (n)nen) il limite diretto di tale successione definito come in
BEI4 Allora per i risultati precedenti M & completo ed inoltre si verifica immediatamente che
(M, d) & uno spazio ultrametrico. Per quanto riguarda la compattezza di M, si osserva che M
¢ completo, per cui e sufficiente dimostrare che ¢ totalmente limitato. Sia quindi r» > 0 fissato.

Per la convergenza della torre, vi € ng € N tale che
Vm >mn >ng. 0(tam) < 5 (1)

Essendo M,,, compatto, e quindi totalmente limitato vi € un insieme finito di punti F,, C M,,,

tale che

My, = Uy, eF,, B(Tn,, 5) (2)
Proviamo che

M = Uy, cF,, B(an, (zn,),T)

Sia (yn)nen € M, consideriamo x,, € Fy, tale che

64



dMnO (ynoamno) < %

che esiste per (2) e sia (Tn)neN = Qng(Tng)-
Osserviamo che la successione (dps, (T, Yn))nen € crescente, dato che le funzioni j, sono NDI

e

dum, (T, Yn) = dum, (Gn(Tnt1), Jn(Ynt1)) < datyyy (Tnts Yngr)
Dunque si ha che

d((yn)n€N7 (xn)nEN) =
= supnendu, (Yn, Tn) = dato che la succ. & crescente
= SupnznodMn (ynazn) =
== Suannngn (yn, inon(xno)) S

S Suannngn (y'rh Z'non o jngn(yn)) + dMn (Znon o ]non(yn)v znon(‘rno)) S per (1)

< SUPp>ng 5 + Ay, (ingn © Jrnon (Yn)s tnon (Tng)) = poiche i,, & un’isometria
= SUPn>n,5 + dMnO (Jnon(Yn)s Tn,) =

= SUPn>ng 5 + A, (Yngs Tny) = per la scelta di x,,

<s5+ts=

=r

quindi (Yn)nen € Blan, (Zn,),7), che & quanto si voleva.
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Capitolo 6

Un Teorema di Punto Fisso in

una Categoria di B7 -alberi

Nel capitolo precedente abbiamo presentato un risultato di punto fisso per funtori nella categoria
Cys degli spazi metrici completi ed abbiamo visto come questo risultato puo essere particolariz-
zato anche alla categoria CUUM ep degli spazi ultrametrici compatti. La sostanziale equivalenza
tra gli spazi ultrametrici compatti ed i BT -alberi, provata nel capitolo @l suggerisce dunque la
possibilita di estendere i risultati metrici ai BT -alberi.

In primo luogo definiremo per i BT -alberi le nozioni di embedding e projection e quindi la
categoria BTep avente come oggetti i BT -alberi e come morfismi le ep-pair. In tale categoria
(equivalente a CUUMep) introdurremo le nozioni di torre convergente, funtore contraente e la
costruzione del limite diretto, e proveremo ’equivalenza tra queste nozioni e le corrispondenti
nozioni metriche. Infine dimostreremo ’esistenza e l'unicita del punto fisso per funtori con-
traenti. La restrizione ai BT -alberi, che in ambito metrico corrisponde alla restrizione ai CUM,
permette di provare I'unicita del punto fisso per funtori contraenti senza 'introduzione dell’ipo-

tesi di Hom-contraenza.

6.1 La Categoria BTep

In questa sezione viene introdotta la categoria B7ep, avente come oggetti i BT -alberi e come
morfismi le ep-pair. Nel caso metrico un’ep-pair tra due spazi M e M5 rappresenta un isometria
tra M7 ed un sottopazio di Ms, in modo che M; possa essere visto come un’approssimazione
di M. Allo stesso modo, per i BT -alberi, un’ep-pair di Dy in D5 & definita in modo da rap-
presentare un isomorfismo (di strutture ordinate) tra D; ed un sottoalbero di Ds. Dato che
una BT -funzione & per definizione monotona, affinché rappresenti un embedding, ¢ sufficiente

richiederne I'iniettivita.
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Definizione 6.1.1 Siano D; e Dy due BT -alberi. Sidice embedding di D, in Dy una BT -funzione

7 D1 — D2 iniettiva.

Proviamo quindi che la nozione di embedding sui BT -alberi corrisponde alla nozione metrica

di isometric embedding;:

Proposizione 6.1.1 Siano M; e My due CUM e sia iy : My — Ms un isometric embedding.
Allora Fyr(iag) : Fayr(My) — Fyr(Ms) € un embedding.

Dim:
Iniziamo osservando che un isometric embedding ¢ una funzione N DI, dunque Fur(ips) €
una BT -funzione.

Inoltre Fyyp(ip) ¢ iniettiva. Infatti siano BY (z,n), BF (y,m) € Far(My) tali che
Fyr (ing)(BY (w,n)) = Furr (iag) (BT (y, m))

dunque, per definizione di Fyr, si ha B (ip(x),n) = BF (iar(y),m), pertanto n = m e
d(ipr(x),inm(y)) < 27" Essendo ips isometrica, ne segue che d(ip(x),in(y)) = d(z,y) <277,

per cui
B (z,n) = B" (y,m)

che & quanto si voleva.
O

Proposizione 6.1.2 Siano D1 e Dy due BT-alberi e sia ¢ : D; — Do un embedding. Allora

Gram (i) : Gra(D1) = Grar(Ds2) € un isometric embedding

Dim:

Iniziamo osservando che un embedding &, in particolare, una BT -funzione, dunque Gy (7)
¢ un funzione NDI.
Inoltre Gy (i) & isometrica. Infatti date (d);en, (d'(i))ieN € Grp(D1) si ha che:

5 (Grar()((dD)ien ), Grar () (@' D)ien)) =
= 6" ((i(dD))ien, (i(d'V))ien) =
= inf{27" :i(d™) = i(d'™)} = iniettivita di 4
= inf{27" : d") = ¢} =

= 6*((dD)ien, (@' )ien)
O

A questo punto si introduce in modo naturale la nozione di ep-pair e quindi la categoria

BTep:

Definizione 6.1.2 Siano D; e Dy due BT -alberi. Un ep-pair (embedding-projection pair) ¢ di
Dy in D5 & una coppia di BT -funzioni (i,j),i: D1 — Dy e j : Dy — Dy, tali che

a. ¢ ¢ un embedding
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b. joi=idp,

Definizione 6.1.3 Si indica con BT7ep la categoria avente come oggetti BT -alberi e come

morfismi le coppie ep-pair tra questi.

. t R . . . .

Ora, se esiste un morfismo Dy — Do, D; puo essere visto come un’approssimazione di Ds.
Come nel caso metrico, si associa a t un valore h(t) che rappresenta la ‘qualitad’ con cui ’albero
D, approssima Ds. Pill precisamente h(t) ¢ la massima altezza h per cui i sottoalberi finiti di

Dy e Dy di altezza h sono isomorfi.

Definizione 6.1.4 Sia D; -+ Dy un morfismo in BTep, t = (i,7). Definiamo h(t) a valori in
N U {+o0}:
h(t) = sup{n:(ioj)p,m =idp,m}
= sup{n:Vd™ e Dy i(j(d™)) = d™}
Continuiamo dunque con alcune osservazioni e risultati che evidenziano il significato del

parametro h(t) associato ad un morfismo t.

Definizione 6.1.5 Sia D un BT -albero e sia k € N. Indichiamo con T (D) il sottoalbero finito
di altezza k di D. Formalmente:
Ti(D) = Uiy DW

con l'ordine indotto dall’ordine di D.

Proposizione 6.1.3 Siano D1 e Do due BT-alberi e siano f,g : D1 — Dy due BT -funzioni.
Se fip, ) = g;p,w allora:

fip,o =9gp,» Vi<k

Dim:

Proviamo che se lel(k+1) = g|p, 4D allora f‘Dl(k) = 9|p,®> dopodiché si conclude con
ragionamento induttivo.

Sia quindif)p, e+ = gp, k+1) € sia d®) € D®). Consideriamo d**1) € Succ(d®)); si ha che

per monotonia:
FAFEf(ak L))
g(d(k))gg(d(kJrl))
dunque, essendo per ipotesi f(d*+1)) = g(d**+1D), per le proprieta dei BT -alberi si conclu-

de che f(d*))Cg(d®) o viceversa, ma dato che i due elementi sono dello stesso livello deve

necessariamente essere:

F(d®) = g(d™)
0O

Proposizione 6.1.4 Siano Dy e Do due BT-alberi e sia D, 2 Dy un morfismo in BTep.
Allora:
Ti(D1) = Ti(D2) VE < h(t)
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Dim:
Sia t = (i,7) e sia k < h(t). Ricordando la definizione di A(t) si ha che:
(i07)py0 = idp,wm
quindi, per la proposizione precedente:
(i0f)p,» = idp,» Vi<k
per cui
(€0 J)17i(py) = id7(D2)
Inoltre per definizione di ep-pair j oi = idp, e quindi
(7 09 7i(py) = id7i(Dy)

Le funzioni ¢ e j sono monotone, dunque tali sono anche le loro composizioni e la restrizione di

queste a Ti(D1) e Tp(D2). Questo, unitamente alle considerazioni iniziali, consente di concludere.
O

Continuiamo quindi con alcuni risultati di equivalenza tra la nozione di ep-pair metrica e
quella ordinata. In primo luogo mostriamo che 'immagine di un ep-pair sugli alberi tramite il

funtore Gpjs € un ep-pair metrica.

Proposizione 6.1.5 Siano D1 e Do due BT-alberi e siano f,g : D1 — Dy due BT -funzioni.
Allora:

§*(Grm(f), Grar(9)) = mf (27" 2 fip, 0 = gp, 0}
Dim:
Se lel(k) = ngl(k) allora V(d(i))Z‘eN € GTM(DI) vale
5 (Grum (/) (d)ien), Grar(9)(d)ien)) =
= 8*((f(dD))ien, (9(dD))ien) =

=inf{27" : f(d™)) = g(d™)} <
<27k

e quindi * (Grar(f), Grar(g)) < 27F.
Viceversa, sia 6*(Grar(f), Grar(g)) < 27F. Sia d® e D;™™ e consideriamo una successione

(dien € Grar(D1) con k-mo elemento uguale a d®). Si ha dunque:
§*(Grm (F)(([dD)ien), Grar(g)((dD)ien)) < 27F

e pertanto, essendo Grar(f)((d™)ien) = (f(d™))ien e Grar(9)(dD)ien) = (9(d”))ien, per
definizione di 6*, ne deriva che f(d®)) = g(d®).

Data la genericita dell’elemento scelto al livello k si conclude:

f|D1<k> =Yp,
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Proposizione 6.1.6 Siano D, e Dy due BT-alberi e sia D, N Dy un morfismo in BTep, t =
(i,7). Allora Grap(t) = (Gram (i), Gra(§)) € un morfismo in CUMep tra Grp(D1) € Grar(D2)
e 6(Grar(t)) =271,

Dim:
Iniziamo provando che Grps(t) ¢ un morfismo in CUMep, provando la validita delle tre

condizioni della definizione:
a. Grp(i) € un isometric embedding, per la proposizione
b. Gra(j) € una funzione NDI, dato che j & una BT -funzione

c. Gru(j) o Grm(i) = Grm(joi) = Gru(idp,) = ida,,, (D))

Inoltre:
6(Grum(t)) =
= 0"(Grm(i) o Grar(5), 1y (D)) =
=0"(Grpm(iod),Grym(idp,)) = per la prop. prec.

=inf{27%: (i0j)p,;» = idp,m} =
*SUP{kﬁ(ioj)lD(k):idD(k)}
2 2 =

— 9—h(?)
O

Mostriamo ora che vale anche il viceversa, cioé che I'immagine tramite Fy;7 di un’ep-pair

metrica € un ep-pair sugli alberi.

Proposizione 6.1.7 Siano My e Ms due CUM e siano f,g : My — Ms due funzioni NDI.
Allora:

d(f,g) <27 sse Frr () pyr vy ® = Frr(9) 7y 1)@

Dim:
Sia d(f,g) < 27%; allora VB (z,k) € FMT(Ml)(k), essendo d(f(z),g(x)) < d(f,g) < 27F,

per definizione di Fy;r si ha:
Fyr(f)(BY (2, k) = BT (f(2), k) = B" (g(x), k) = Farr(9)(B" (2, k))

e quindi effettivamente FMT(f)\FMT(Ml)(") = FMT(g)\FMT(Ml)(")

Viceversa, sia FMT(f)lFMT(Ml)<k) = FMT(g)|FMT(M1)(k) e consideriamo x € M. Si ha che:
BY(f(x), k) = Farr (f) (B (2, k)) = Fur(9)(BF (x, k) = B (9(2), k)

e quindi d(f(x),g(z)) < 27%. Poiché questo vale Vo € M si conclude che d(f,g) < 27F
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Corollario 6.1.1 Siano My e My due CUM e siano f,g: My — Ms due funzioni NDI. Allora:

d(f,g) = 275 con ko = sup{k : FMT(f)\FMT(M1)<k) - FMT(g)\FMT(Ml)(k)}

(si conviene che 27> =0)

Proposizione 6.1.8 Siano My ¢ My due CUM e sia My ~ My un morfismo in CUMep, t =
(i,5). Allora Farr(t) = (Fyr (i), Fur(j)) € un morfismo in BTep tra Farr(My) e Fyr(Ms) e
h(Far(t)) = ko se §(t) = 27 %o,

Dim:
Iniziamo provando che Fy;r(t) & un morfismo in BTep, provando la validita delle due condi-
zioni della definizione:

a. Fyr(i) € un embedding, per la proposizione

b. Far(j) o Fyr (i) = Fur(j o4) = Fur(ida, ) = id ey )
Inoltre:
h(Fyr(t)) =

= sup{k N FMT(Z) [0} FMT(j)\FMT(]Wz)(k) = idFMT(MZ)(k)} =

= sup{k : Fyr(i Oj)\FMT(AIZ)("') = FMT(idM2>|FMT(M2)(’“)}

per la proposizione precedente dunque si conclude che h(Fpr(t)) = ko, con ko tale che 6(t) =

d(ioj,idyg) = 27k
O

Osservazione 6.1.1 Le considerazioni fin qui fatte consentono di concludere che & possibile

estendere i funtori Fi;7 e Gy alle categorie CUM ep e BTep nel modo seguente

FMT : CZ/I./\/lep — BT@p
Fyr (i, 7)) = (Fur (i), Fur(d))

e analogamente

Gry : BTep — CUMep
Gru((4,7)) = (Gram(3), Gra(5))

I funtori cosi estesi stabiliscono un’equivalenza tra le due categorie.

6.2 Torri Convergenti e Costruzione del Limite Diretto

Nel caso metrico una torre convergente e, intuitivamente, una successione di spazi tali che la
qualita con cui uno spazio approssima i successivi € via via crescente. Analogamente nel caso
dei BT -alberi una torre covergente € una successione di alberi tale che, fissata comunque una
altezza k, esiste un indice oltre il quale tutti gli alberi sono isomorfi almeno fino all’altezza k.

Formalmente la definizione ¢ la seguente.
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Definizione 6.2.1 Una torre (D, t,)nen in BTep si dice una torre convergente se
Vk > 0.3ng € N. Vm > n > ng. h(tnm) >k
con tyy =tym—10...01%,.

Anche in questo caso si dimostra un lemma di inizialita che fornisce un criterio per stabilire
I'inizialita di un cono per una torre convergente, e viene utilizzato per concludere che il limite

diretto di una torre convergente € un cono iniziale per la torre.

Lemma 6.2.1 Sia (Dy,tn)nen una torre convergente in BTep e sia (D, (Vn)nen), CON Yy =

(tn, Br), un cono per la torre. Allora:

(D, (Yn)nen) € un cono iniziale sse  lim h(y,) = +00
n—oo

Dim:
(<) Sia

lim,, o0 h('Yn) = +00 (1)

dunque Vk > 0.3ng € N. Vn > ng. h(v,) > k, e quindi i sottoalberi finiti di altezza k, Ti(D) e
Ti(Dy), di D e D,,, sono isomorfi.
Sia ora (D', (7, )nen) un cono per (Dy, tn)nen; dobbiamo definire un morfismo D % D’ tale

che Vn. v',, =t o, e mostrarne l'unicita.

e Definizione di ¢

Procediamo per livelli; per ogni k € N esiste n € N (ny > ni_1) tale che

— per l'ipotesi (1)
h(n) = k

ossia
Qp,, O /Bnk‘D(k) = idpk)
— per la convergenza della torre, Vm > n > ny
h(tnm) > k

ossia
Z.nrn © jnm‘Dm(k) = Z.dDm(k)

intuitivamente le due proprieta dicono che fino al livello k, per m > n > ny D,, e D,,, sono
isomorfi tra loro e a D.
Definiamo dunque il morfismo ¢ per livelli (i(*) e j*) rappresentano le restrizioni delle

componenti di ¢ al livello k):

i&) . ptk) _y pr) j(k) . p'%) _ pk)

(k) — 7 (k) /
Z( )*O‘nkoﬂnk\D(’“) ]( )7a”k06nk\D’(k)
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Verifichiamo che ¢t = (i, j) & ben definita ed & un’ep-pair.

In primo luogo osserviamo che:

(k
Z( ) :o/noﬂn‘D(k)

Vk. n > nyg )
J(k) =0Qpo 5/n|D/(k>

(2)

infatti, per definizione di cono v, = yn 0tp,n € 'y’nk =, 0tnun; dunque B, = Jnun © On

ey, =a'y, 0in, . Pertanto Vd®) € D) vale:

i®) (d*)) = per def. di ;%)
=a'p, 0 B, (d(k)) = per le uguagl. di cui sopra
=y Olnyn © Jrgn © Bn(d®)) = poché, per costr. iy, © jn,n = id sul liv. k

= O/n o /Bn(d(k))

Allo stesso modo si prova anche la seconda relazione.

A questo punto notiamo che:

- i & una BT -funzione

Infatti ovviamente, per come ¢ definita ‘conserva’ i livelli. Inoltre ¢ monotona: siano
d®) d*2) € D con level(dF1)) = ky, level(d*2)) = ky, e sia d*Cd*2) | dunque ky < ko.
Quindi:

i(dF)) = per def. di i
=ik (gk)) = per def. di (1)
= ny, 0 By, (d* 1)) = per (2), essendo ng, < ny,

= &/n,, © By, (AF))E  per monotonia di o/p, € fBn,,
'y, © By, (d*2)) = per def. di i(#2)

— k) (qlha)) — per def. di i

= i(d(k2))

- j € una BT -funzione

Si dimostra come per i.

- i € iniettiva

Infatti siano dq,ds € D. Se i(dy) = i(dz) allora necessariamente level(d;) = level(ds) = k

e per definizione di 4:
i®)(dy) = i) (dy)
ossia

O/nk o /Bnk (dl) = a/nk ° ﬂnk (d2)
Per liniettivita di o/, (embedding) ne segue che 8,, (d1) = By, (d2) e quindi

Qlp, © ﬁnk (dl) = Qp,;, © 57119 (d2)
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ma per costruzione, ay, o ﬁnle(m = id pr) per cui si conclude che dy = do
- ] o1 = ’idD

Infatti per ogni elemento d*) € D®*) si ha

joi(d®) = per def. diiej
=, 0By, 0, 0B, (AW = B, od, =id per def. di ep-pair
= ap, © fn, (dP) = poiché an, © By pay = idpw
= d®

Dunque effettivamente ¢ & un’ep-pair.

VYneN.v,=toy,

-o,=tioaqy,

Sia k un livello fissato e sia d*) € D®)_ Sj ha:
100, (d®) =i o, (d*) =o', 0B, 0an(dH)
Dunque, se ng < n, per (2), si ottiene:

dato che, per definizione di morfismo, 3, o «;, € I'identita.

Se invece ny > n, allora o, = ap, 0 inn, € quindi si ottiene:
A, © By © Q. © iy (d(k)) =

essendo f3,, o ay, ’dentita:
=y 0 i, (AF)) = o/, (d*))

- 6/n = 571 oj

Analogo al caso precedente.

Unicita di ¢

Sia D % D’ un altro morfismo, ¢’ = (i, j'), tale che Vn. v/, =t o~y,,. Mostriamo che allora
t=1t.

Si ha che per ogni elemento di livello k in D, d*) ¢ D)

i(d®)) = per def. di i
= iR (d®) = per def. di (%)
=y, 0B, (dF) = poiché v/, =1t oy,
=" 0 ap,, 0 Bn, (d*)) = poiché ay, o B pi = idpw
= i’(d(’“))

Dunque ¢ = 7'

Allo stesso modo, per ogni elemento di livello & in D/, d*) ¢ D'
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G(d®)) = per def. di j

= j® (@) = per def. di 5

= Qn,; © B/nk (d(k)) = poiché ’y’nk =to Yng

= a’l’lk e} 5nk O]/(d(k‘)) = pOlChé Oznk (e] /Bnle(k) = ZdD(k)
= j/(d(k))

Dunque 7 = j’ e si conclude.

(=) Sia (D, (yn)nen) un cono iniziale per la torre convergente (Dy,, t, )nen. Sideve provare

che lim,, o, h(7,) = +00, ovvero che
Vk > 0.3ng € N. Vn > ng. h(yn) >k,

Definiamo un nuovo cono (D', (7', )nen) per la torre; si procede per livelli sfruttando la con-
vergenza della torre.
Per ogni k& > 0, per la convergenza della torre, vi & un indice ny (ngx > ni_1) tale che

Ym >n > ny:

h(tnm) > k

ossia intuitivamente per ogni n > ny tutti gli alberi D,, sono isomorfi almeno fino al livello k.

Definiamo dunque il livello k£ di D’ come:
k) — Ony, © Buy (D(k))

con l'ordinamento:

d/(kl) = Qp,, O 5nk1 (d(kl))

d"Ed™) se by <k e
d/(kZ) = Qn,, © /Bnkz (d(kQ))

con dF1)Cdkz)

Ora, D' C D; se proviamo che D’ ¢ un cono per la torre in esame, per l'inizialitd di D si
ha Desistenza di un morfismo D % D’. Ricordando il significato dei morfismi, questo consente
di concludere che D' = D e quindi che per ogni k, oy, o 3, limitata al livello k coincide con
I’identita, che e quelllo che si vuole.

Iniziamo osservando che D’ cosi definito & effettivamente un BT -albero, verificando che

valgono le proprieta della definizione:
a. Il minimo L pr = ay 0 By (Lp)

b. Siano d'y,d's,d’ € D’ con level(dy) = k1, level(ds) = ko, level(d) = k e sia d'1Cd’ e d'sCd'.
Supponiamo per fissare le idee che k1 < ko < k.

Si ha allora, per definizione dell’ordine su D’:

d’l = ankl o ﬁnkl (dl)
d/2 = ank2 o 5nk2 (d2>
d' = oy, © By, (d)
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con di1Cd e dy=d.
Dunque, per definizione di BT -albero diCds. Inoltre dato che ny > ny, si ha che:

[ —
d 1= ankl o Bnkl (dl) -
= Qny, O ng, ny, © Jng, nk © By (d1) = poiché per costr. ing,ng © Jng,nyy = 8d sul liv. ky

= any, © Py (d1)

ed allo stesso modo

d's = ap, 0 Bn, (d2)
Dunque si conclude che, per monotonia di ay, o 3,,, vale:
d'y = ap, © B, (d1)Cap, 0 Bn, (d2) = d'2
c. Siad™ € D’ con level(d’(k)) = k. Allora ¢ sufficiente osservare che:
L' c Ui DY = Ui an, 0 B, (DD)
per concludere che | d’ *) & finito.
d. Sia d'™ = a,, 0B, (d®)) € D' con level(d'*)) = k. Allora:
Suce(d ™) € D'V =, 0 By, (DR

e quindi Succ(d’(k)) é finito.
Inoltre consideriamo d**1) € Succ(d®). Posto a'* D = gy © By (AFFD) si ha che

ovviamente d’*T) ¢ Succ(d’(k)), che pertanto € non vuoto.

Consideriamo il cono (D', (v',,)nen) per la torre (Dy, tn)nen, con v, = (a/n, 8',,), definito

nel modo seguente:

O/n = Qp
B/n = /BnlD/
Osserviamo che effettivamente per ogni elemento d® e Dn(k) a’n(d(’“)) _ an(d(k)) . D/(k)'
Infatti se n < ny
an(d®)) =
= Qp, © ’L'nnk (d(k)) = pOlChé ﬁnk 0Oy, = id
= O[nk o /Gnk o Olnk o ’innk (d(k)) —
= Qn,, O ﬂnk o Oén(d(k))
Se invece n > ny
an(d®) =
=y, 00,0 an(d(k)) _
= iy, O bngn © Jnpn © Bny, © an(d(’f)) = per la scelta di ng

= Qp,, © ﬁnk © an(d(k))
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Dunque in entrambi i casi, dato che a,(d*)) € D™ si conclude.
Ora, per Uinizialita di (D, (v, )nen) esiste un unico morfismo D 2 D' tale che Vn. v = toyn.

In particolare, se t = (i, j), i : D — D’ & iniettiva, quindi essendo D’ C D, si ha che D' = D.
Si ha quindi:

D™ =p®  vkeN
pertanto, ricordando la definizione di D’(k), per ogni indice k:

D'™ =, 0B, (D®) = D®
Si conclude che Vk € N.Vn > ny

Qp, © ﬁn|D(k) =

= Qny © lngn © Jngn © ﬁnleW = per la scelta di n

= Qp,;, © Bnk\D(k) =

=idpm
e quindi:
h(yn) = k

che & quanto si voleva.

Costruzione del Limite Diretto

Sia (D, t,)nen una torre convergente; fissata comunque un’altezza k, per definizione di con-
vergenza, oltre un certo indice tutti gli alberi della torre sono isomorfi almeno fino al livello k.
La costruzione del limite diretto rappresenta la naturale formalizzazione dell’idea intuitiva di
albero limite della successione. Gli elementi del limite diretto sono successioni di elementi dei
singoli alberi, che, in base alla considerazione precedente, dopo un certo indice si ‘stabilizzano’

sul valore limite.

Definizione 6.2.2 (Costruzione del Limite Diretto) Sia (D,,t,)nen una torre convergen-
te in BTep, con t, = (in,jn). Sidice limite diretto di (Dy,tn)nen un cono (D, (Yn)nen), con

Yn = {an, Br) definito nel modo seguente:
a. il BT -albero D ¢ definito per livelli; per ogni altezza k:
D® = {(dP)pen :¥n e N. d € D,® e dF = j,(@%) )}
con l'ordine definito da:
(d¥D) eNC(d* Yoy se ki <k e Yne N. df )
b. i morfismi ~,, sono definiti:

e a,:D,—D
an(d®) = (d);en

con
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Gin(d®)  sei<n
dEk) =4 d® set=mn
ini(d®)  sei>n
e 5,:D— D,
Ba((d)ien = diP?

Dimostriamo quindi che il limite diretto ¢ ben definito, ovvero che D & un BT -albero e che

(D, (Yn)nen) € un cono per la torre (D, tn)nen-

Proposizione 6.2.1 Sia (D,,t,)nen una torre convergente in BTep, con t, = (in,jn), € sia
(D, (Yn)nen) il limite diretto della torre (Dy,tp)nen (definito come in[6.2.2). Allora (D,C) ¢
un BT-albero.

Dim:
Iniziamo osservando che Yk € N il livello k di D, cioe D®) | & finito. Infatti sia k fissato; per
la convergenza della torre Ing € N. Vm > n > ng. h(tn,) > k. In particolare h(t,) > k, per

cui, ricordando la definizione di h(t), si ha che:

i Ojn‘Dn+1(k) = ian+1(k) Vn > ny (%)

quindi per n > ny. Vd'¥) € DK, Hldg?l € D1 ™ tale che d¥) = jn(dgﬂl). Un tale ele-

mento esiste per la suriettivita di j, ed & unico in quanto se jn(dglk_gl) = jn(d g:)_l) allora
in © jn(dgﬂl) = ip o0 jn(d’gﬁl) e quindi per () si conclude che dg:)_l = d’gﬁl. Dunque D)

ha cardinalita non superiore a quella di D, (k), e quindi ¢ finito.

Proviamo quindi che D & un BT -albero verificando che valgono le proprieta della definizione:
a. Il minimo Lp = (Lp, Jnen

b. Siano (dslkl))neN, (d%kz))neN, (dslk))neN € D elementi di livello k1, ko e k rispettivamente,
con (d;kl))neNQ(d%k))neN e (d%kQ))neNE(d;k))neN. Supponiamo per fissare le idee che
ky <k < k.

Si ha allora, per definizione dell’ordine su D che Vn € N:

dicdy) f
d(k2)Ed(k) quindi d%kl)gd%kz)

pertanto (dg,kl))neNE(dssz))neN.
c. Sia (d%k))neN € D con level((dfmk))neN) = k. Allora & sufficiente osservare che:
L ynen € UL DO
e per l'osservazione iniziale si conclude che i(d%k))ne N € finito.

d. Sia (dY)nen € D con level(dS)nen) = k. Allora:
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Succ((d%k))neN) C D+

e quindi Succ((d%k))neN) ¢ finito.
Inoltre Vn € N, per definizione di BT -albero, vi & d%kﬂ) € Succ(d%k)); chiaramente

(dgﬁl))neN € Succ((dgc))neN), che pertanto € non vuoto.

O

Proposizione 6.2.2 Sia (D, ty)nen una torre convergente in BTep, con t, = (in,jn). Allora

il limite diretto (D, (vn)nen) della torre (definito come in[62223) é un cono per la torre stessa.

Dim:

Iniziamo verificando che Vn € N. v,, = {(ay,, 8,,) & un’ep-pair, ovvero che ay, ¢ una BT -funzione
iniettiva, £, € una BT -funzione e B, o o, = idp,,:
- ay, € una BT -funzione iniettiva
Chiaramente o, ‘conserva’ i livelli. Inoltre & monotona; infatti, siano d*), d*2) € D, con
d*)Cd®2) (quindi k; < ko).Per definizione:

an(d*) = (dF))ien
o (dF2)) = (dz('kQ))iGN

e quindi per ogni indice i:

(Fk2)

)

- se i < n allora, per la monotonia di j;, si ha dgkl) = Jin(d*F)) i (d*2)) = d
- se ¢ = n allora, dgkl) = dF) k) = dgkz)

- se i > n allora, per la monotonia di i,; si ha dgkl) = i (AP T (dF2)) = dgkz)

per cui (dgkl))ieNE(dl(-kQ))ieN.

Dunque a,, & una BT -funzione. Inoltre ¢ iniettiva, dato che v, (d*)) = (dgk))ieN con dgc) =d®).
- Bpn € una BT -funzione

Chiaramente f3,, ‘conserva’ i livelli. Inoltre ¢ monotona: siano (dz(-kl))ieN, (dl(h))ieN € D con
(dgkl))ieNE(dEkg))ieN. Allora per definizione dell’ordine in D vale in particolare d%kl);dﬁfﬁ,
ossia B ((d""))ien) 8 (] ien):

- Bpoay, =1dp,

Ovvio
Per concludere che (D, (7, )nen) & un cono per la torre, occorre dimostrare che:

Vn € N. v = Ynt1 0ty

ovvero che Yn € N. o, = i1 94 € By = Jin © Bpy1:
- Qp = 0Qpyt1 0 in
Si ha che Vd*) € D,,

W1 0 in(dP)) = 1 (in(d®)) = (@ )ien

con
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(i (dF)) = §in(d®)) sei<n+1

dz(k) - in (™)) sei=n+1 =

Z.(nJrl)i(in(d(k))) = im‘(d(k)) set>n+1
Jin(d®)) sei<n

= d*) sei=mn

in(d®)  sei>n

e quindi a1 0 i, (d®) = a,, ().
- Bn = ]n o ﬁn—i—l
Si ha che V(dgk))ieN € D vale

Jn © 5n+1((d£—k))iezv) =
= ju (B ((d)ien)) =

. k
= ]n(d;ll) =

— 4 =
= Bn((dz('k))iEN)
Od

A questo punto utilizzando il Lemma di Inizialita si conclude immediatamente l'inizialita del

limite diretto, cioe:
Proposizione 6.2.3 Il limite diretto di una torre convergente € un cono iniziale per tale torre.

Dim:
Sia (Dp,tn)nen una torre convergente e sia (D, (5 )nen) il limite diretto di tale torre. B
noto che (D, (7, )nen) € un cono per la torre; per dimostrare che ¢ iniziale, utilizziamo il Lemma

di Inizialita e proviamo che:

ossia che Vk. Ing.Vn > nyg.h(yn) = supfi : ay 0 Bppeo) = idpo } > k.
Ora, per la convergenza della torre, per ogni k vi & ny tale che Ym > n > ng. h(tnm) > k.

Dunque per n > ng:

an 0 Bn(dF)ien) = an(dF) = (€M)ien

con
Jin (d%k)) sei<n
egk) =< 4P sei=mn

im;(d%k)) sei>n

(k)

Nei primi due casi (i < n), ovviamente, e; ' = dg ). Se invece i > n allora ¢ sufficiente ricordare

che, essendo i > n > ny vale i,; o jnian(k) = ianm e quindi si ottiene:

egk) = ln (dglk)) = ini (]nz(dgk))) = dgk)
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Quindi a, o ﬁn((dz(k))ieN) = (dgk))ieN, dunque oy, © By pa = idpm, per cui, come si voleva,
h(vn) > k.
( n) O
Concludiamo questa sezione con un risultato che mostra che effettivamente il limite diretto
rappresenta la formalizzazione dell’idea intuitiva di albero limite della torre. Data una torre
convergente, per ogni livello k fissato, vi & un indice oltre il quale tutti gli alberi sono isomorfi
fino al livello k. Vedremo che oltre questo indice gli alberi sono isomorfi fino al livello k anche

con il limite diretto della successione.

Proposizione 6.2.4 Sia (D,,,t,)nen una torre convergente e sia (D, (yn)nen) il limite diretto
di tale torre. Allora:
Vk € N. Ing € N. Vn > ng. Te(Dy) = Te(D)

Dim:

Abbiamo gia osservato, nella dimostrazione della proposizione precedente, che , per il limite
diretto di una torre convergente, vale lim,, o, h(7v,) = +oo.
Dunque, Vk. Ing. Yn > ng. h(vy,) > k, con:

D, D
quindi per la proposizione [6.1.4] vale

Te(Dn) = Te(D)

6.3 Un Teorema di Punto Fisso

Nel caso metrico un funtore contraente F' : Cp; — Cps ha un punto fisso, ovvero esiste uno spazio
metrico completo M tale che M = FM. Per garantire l'unicita di tale punto fisso (a meno di
isomorfismi) all’ipotesi di contraenza si aggiunge anche quella Hom-contraenza.

In questa sezione proveremo un risultato simile anche nella categoria B7ep. E interessante no-
tare che la restrizione ai BT -alberi, che in ambito metrico corriponde alla restrizione ai CUM,

consente di avere I'unicita del punto fisso con la sola ipotesi che il funtore sia contraente.

Iniziamo introducendo la nozione di funtore contraente in B7ep. Come nel caso metrico, un
funtore H & contraente se mappa ogni embedding in un embedding ‘migliore’, ovvero se dato un
morfismo D, BN D5 (dunque D; isomorfo a Do fino al livello h(t)) si ha che HD; approssima
H Dy meglio di quanto D approssimava Dy, cioe HD; e HDs sono isomorfi fino ad un livello

maggiore di h(t). Formalmente:

Definizione 6.3.1 Un funtore H : BTep — BTep si dice k-contraente se Ik > 0 tale che per

. t
ogni morfismo D — D, vale

h(Ht) > h(t) + k
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Continuiamo con un risultato che mostra ’equivalenza tra la nozione di funtore contraente

sugli alberi e la corrispondente nozione metrica.

Proposizione 6.3.1 Sia H, : BT7ep — BTep wun funtore k-contraente. Allora
Hy: CUUMep — CUMep definito da Hayr = Grar o Hy o Farr € un funtore 27 %-contraente.

Dim:
Siano My e My due CUM e sia tp = (ipr, jar) un morfismo My 2L M. Allora:
S(Hum(tm)) =

= 0(Grym o Hy o Fyr(ta)) =
=0(Grym(H-(Fyr(ta)))) =  per la prop. 610

— 9= h(H-(Fur(tm)) < per la contraenza di H.,
< 9= (k+h(Fur(tam)) —
_ 9—kg—h(Fur(ta)) — per la prop.

e quindi Hps & 2~ *-contraente.

Vale anche il risultato duale:

Proposizione 6.3.2 Sia Hy; : CUMep — CUMep un funtore 2~ %-contraente. Allora H,
BTep — BTep definito da H, = Fyyr o Hyp o Gray € un funtore k-contraente.

Dim:

Siano D; e Dy due BT -alberi e sia t, = (i;, jr) un morfismo Dy Iy D5. Allora:

h(H-(t-)) =
= h(Fypro Hy o Gru(tr)) =
h(Far (Ha (Gra(tar))))
)
)=

per la prop. [6.1.8]

per la contraenza di H s

IA

)

= —logy(6(Hn (Grar(tsr)

—log,(27%6(Gra(tr))

=k —logy(8(Grm(tr))) =
— k+ h(t,)

per la prop. [6.1.6l

e quindi H, ¢ k-contraente.
O
Come nel caso metrico, per dimostrare il teorema di punto fisso utilizzeremo il teorema di
punto fisso categoriale ([B31]). I risultati che seguono sono finalizzati a provare la validita delle
ipotesi di tale teorema in BTep.
In primo luogo, utilizzando il Lemma di Inizialita, osserviamo che un funtore contraente conserva

le torri convergenti ed i loro limiti.

Proposizione 6.3.3 Sia H : BTep — BTep un funtore contraente, sia (Dy,tn)nen una torre
convergente e sia (D, (Yn)nen) un suo cono iniziale. Allora (HD,,, Ht,)nen € ancora una torre

convergente e (HD, (Hy,)nen) € un suo cono iniziale.
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Dim:

Sia Vn € N. t,, = {in,jn) € Yn = {Qn, Bn). Iniziamo osservando che (HD,,, Ht,),en € una

torre convergente. Infatti & chiaramente una torre dato che Vn € N. HD,, Ig" HD, 1 ed e

convergente dato che, per la convergenza di (D, t,)nen, fissato comunque k vi & ny tale che

Ym >n > ny
h(tnm) >k

e quindi, essendo H contraente:
h(Htpm) > h(tnm) > k

Inoltre (HD, (H~,)nen) € un cono per la torre (HD,,, Ht,)nen, infatti Vn. v, = yn41 0ty

e quindi
Hryy = H(Yn41 0 tn) = Hypqr 0 Hitp

Inoltre per l'inizialita di (D, (5 )nen), utilizzando il Lemma di Inizialita si ha che
limy, 00 h(n) = +00

e per ogni n, per la contraenza di H, h(H~,) > h(y,), per cui
limy, o0 h(H7p) = 400

e quindi, sempre per il Lemma di Inizialita si conclude.
O

Continuiamo quindi osservando che dato comunque un endofuntore in B7ep esiste sempre
un’immersione iniziale e vediamo come, partendo da tale immersione ¢ possile associare al funtore

una torre convergente. Proprio il limite diretto di tale torre sara il punto fisso cercato.

Osservazione 6.3.1 Sia (Dz,Cp,) un BT -albero privo di ramificazioni, cioé ’albero costituito
da un’unica catena infinita : Dz = {déi) i€ N}tconCp, = {(déi), dé”l)) tie N .

Dato comunque un BT -albero D, esiste sempre un morfismo:
t o
Dz %D to = (i0, jo)
che puo esere definito:

- io(d(()i)) =dW con d¥ € DY qualsiasi

- jo(d®D) = a? per ogni elemento d¥ € D
Si noti che jp & 'unica funzione di D in Dz (infatti Dz & 'oggetto terminale di B7) mentre per
ip la scelta non ¢ in generale unica.

Osserviamo ancora che, in particolare, per ogni funtore H : BTep — BTep, esiste sempre un

morfismo:

Dr 8 HD;z  to = lio, jo)

1* indica la chiusura transitiva della relazione
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Proposizione 6.3.4 Sia H : BTep — BTep un funtore contraente e sia Dy un BT -albero tale
che esiste un’immersione iniziale, ovvero un morfismo (ep-pair) Dg Yy HDy. Allora
(H™ Dy, H"tg)nen, con H™ definito induttivamente:

H = idpr,
H"'=HoH" VYneN

e una torre convergente.

Dim:
¥n € N indichiamo con D,, = H"Dg e t,, = H"ty. Iniziamo osservando che (H" Do, H"tp)nen
¢ chiaramente una torre dato che Vn € N. H" Dy " [ fo H™LD.

Tale torre & convergente; infatti
Vm > n. h(tpm) >n
dimostriamolo per induzione su n:

(n = 0) Ovvio.

(n = n—+1) Sia h(tpm) = n. Si ha allora:

h(trtym) =

=h(tm—10...0th41) =

— W(Hbp 50...0 Ht,) =
=h(H(ty—20...0ty)) =
= h(Htp(m/—1) ) > poiché H & contraente
h(tp(m/—1)) per ip. ind.
n

vV Vv

quindi si conclude che h(t(;41)m/) > n+ 1.

Dunque la torre (Dy,, tp)nen = (H™ Do, (H™to)nen) € convergente. 5

Prima di dare il teorema di punto fisso € necessario introdurre un ultimo risultato che mostra

che due BT -alberi isomorfi ad ogni livello finito k& sono isomorfi.

Proposizione 6.3.5 Siano D; e Dy due BT-alberi. Se Vk € N. Ti(D1) = Ti(D2) allora
Dy = D,.

Dim:

Sia Vk € N. Tp(D1) & Ti(D2), e sia i : Tp(D1) = Ti(D2) un isomorfismo. Osserviamo che
chiaramente per ogni h € N, ik+h|n(D1) ¢ un isomorfismo tra T(D1) e Tx(D2), quindi non &
limitativo supporre che Vk € N. i C g1 (cloe ik+h|7—k(D1) = i, per ogni k, h). Dunque, posto:

i = U ik

si ha che i : D; — Dy & un isomorfismo. Infatti ovviamente ‘conserva’ i livelli. Inoltre e
monotona: se d*)Cd*2) € Dy con level(d¥1)) = k; e level(dF2)) = ks, allora:
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i(d(kl)) —
=g, (d*)) = poiché iy, C ix,
=g, (d<k1>)g per monotonia di i,
Cigy (de?)) =
= i(d*2))

1

Infine i & invertibile e la sua inversa & i~! = Ui, . La funzione i~ ‘conserva’ i livelli ed &

monotona in quanto tali sono le i,;l. -

Siamo quindi in grado di provare il teorema di esistenza ed unicita del punto fisso per funtori

contraenti.

Teorema 6.3.1 (Esistenza ed Unicita del Punto Fisso) Sia H : BTep — BTep un funtore
contraente. Allora H ha un unico punto fisso, a meno di isomorfismi, ovvero esiste un BT -albero
D tale che:

a. D= HD

b. VD' € BTep. HD' =2 D' = D= D'
Dim:

a. Esistenza

Utilizzando il teorema di punto fisso categoriale ([3.31]), si conclude l'esistenza del punto
fisso, che, come nel caso metrico, ¢ il limite diretto della torre convergente che si ottiene

applicando il funtore ad un’immersione iniziale.

Formalmente, sia Dz un BT -albero privo di ramificazioni. Allora, per 1'osservazione
vi & un morfismo Dz g Dz. Quindi, essendo H contraente, per la proposizone si
ha che (H" Dz, H"tg)nen € una torre convergente. Detto (D, (vn)nen) il limite diretto di
tale torre, per la proposizione questo € un cono iniziale per la torre.

Ora per la proposizione[6.3.3] H conserva la torre ed il suo cono, cioe (HH" Dz, HH™ty)nen =
(H""1 Dz, H" tg)en € una torre convergente e (HD, (H~y,)nen) € un cono iniziale per
essa.

Utilizzando il teorema di punto fisso categoriale (B3.1)), quindi, si conclude che D & punto
fisso di H, ovvero che HD = D.

b. Unicita

Per provare I'unicita si osserva che ’albero iniziale Dz della torre di cui il punto fisso D &
limite si immerge in qualsiasi altro albero. Dunque, dato un secondo punto fisso D', si ha
che Dz si immerge in D’. Ora, visto che ogni elemento della torre si ottiene applicando
il funtore contraente H all’elemento precedente e D’ & invariante per ’applicazione del
funtore, si ha che gli elementi della torre ‘approssimano’ sempre meglio D’. Si conclude

N

percio che D’ & anch’esso limite della torre e quindi ¢ isomorfo a D.

Formalmente, sia D il punto fisso di H definito come in a e sia D’ un altro punto fisso di

H, cioe:
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D'2HD

Sia HD' 2 D’ un isomorfismo (categoriale, quindi una coppia di isomorfismi) e sia Dz % D’

un morfismo (che esiste per l'osservazione [6.3.7]).

Definiamo per ogni n € N un morfismo u,, : H* Dz — D’ ponendo:
Upt1 = Ao Huy,

Osserviamo allora che Vn € N vale:
h(un) >n

procediamo per induzione su n:

(n = 0) Ovvio.
(n = n+1) Sia h(u,) > n. Si ha allora:
h(un+1) =
=h(Ao Hu,) = se A= (ix,jr) € Hup = (in, jn)

=sup{k : i) 0%p0jy 0y = id(Hn+1DI)(k)} poiché iy o jy = id

=sup{k:i,0j, = id(HnDI)m} =

= h(Hu,) > poiché H & contraente
> h(u,) > per ip. ind.
>n

quindi si conclude che h(up41) > n+ 1.

Pertanto, per Pesistenza del morfismo H* Dz 5 D’ usando la proposizione .14l si ha che
Yn>keN

Te(H"D1) = Ti(D')

Inoltre per la proposizione [6.2.4] essendo D il limite diretto della torre convergente

(H™Dz, H™tg)nen, fissato comunque k, vi € ny, tale che Vn > n
Te(H"Dz) = Ti(D)

e quindi Vk
Te(D) = Ti(D')

Dato che per ogni livello finito i BT -alberi D ¢ D’ sono isomorfi, per la proposizione [6.3.5]

si conclude che D’ = D, che & quanto si voleva.
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6.4 Una Classe di Equazioni con un’Unica Soluzione in

BTep

In questa sezione vogliamo provare che molte equazioni di dominio che coinvolgono i costruttori
di dominio usuali (lift, prodotto, somma, spazio delle funzioni e powerdomain) hanno un’unica
soluzione in BT7ep. In primo luogo introdurremo una classe di funtori in B7ep, per i quali si pud
dare una semplice condizione che ne implica la contraenza. E chiaro, quindi, che ogni equazione
di dominio in BTep indotta da un funtore del tipo suddetto, che soddisfi la condizione, avra

un’unica soluzione.

6.4.1 Estensione dei Costruttori ai Morfismi

Il primo passo consiste nell’estensione dei costruttori gia introdotti sui BT -alberi ai morfismi
della categoria BTep, ovvero alle ep-pair.

Lift

Definizione 6.4.1 Siano D e E due BT -alberi e sia f : D — F una BT -funzione. Definiamo

la funzione f, : D; — F, nel modo seguente

fu(l)=1
fi(d) = f(d) VvdeD

Proposizione 6.4.1 Siano D e E due BT-alberi e sia f: D — E una BT-funzione. Allora la
funzione f| : D, — E| ¢ una BT-funzione.

Inoltre se f ¢ iniettiva allora anche f| é iniettiva.

Dim:

Ovvio.

Possiamo quindi definire il lift anche sulle ep-pair:

Definizione 6.4.2 Siano D e E due BT -alberi e sia D % E un morfismo, con t = (i, j).
Deﬁniamotl = <7:J_,jJ_>:DJ_ —F,.

Proposizione 6.4.2 Siano D e E due BT-alberi e sia D L E un morfismo, con t = (i,7).

Allorat, : D, — E, é un morfismo.

Dim:
Sia t; = (i, j'); allora, per la proposizione precedente i = i ¢ una BT -funzione iniettiva
(in quanto i & una BT -funzione iniettiva), j & una BT -funzione (in quanto j ¢ una BT -funzione).

Resta da provare che j oi; = idp, , ma questo discende immediatamente dal fatto che joi = idp

O
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Prodotto

Definizione 6.4.3 Siano Di, Dy, E1, Es BT -alberi e siano f; : D1 — Eq e fo : Dy — E5 due
BT -funzioni. Definiamo la funzione f; ® fo : D1 ® Dy — E1 ® Es nel modo seguente

(f1 ® f2)(d1,d2) = (fi1(d1), f2(d2)) V(d1,d2) € D1 ® Do

Proposizione 6.4.3 Siano D, Do, Eq, E5 BT -alberi e siano f1 : D1 — Eq e fo: Dy — Es due
BT-funzioni. Allora la funzione fi ® fo : D1 ® Dy — E1 ® Ey é una BT -funzione.

Inoltre se f1 e fa sono iniettive allora anche fi ® fo é iniettiva.

Dim:

Iniziamo osservando che f; ® fo & una BT -funzione. Infatti chiaramente ‘conserva’ i livelli
ed & monotona: siano x = (dy,ds),2’ = (d},d,) € D1 ® Dy con xCz’; allora per definizione di
Ce, si ha d;Cd] e daCd), quindi per monotonia delle f; vale f1(d1)C fi(d}) e fa(d2)C fa(dh), per
cul (f1 ® f2)(d1, d2)E(f1 ® f2)(dy, d).

Inoltre siano fi e fo iniettive. Se (f1 ® f2)(z) = (f1 ® f2)(a’) con & = (dy,ds), 2’ = (d,d}),
allora f1(dy) = f1(d}) e f2(d2) = f2(d}), quindi per Viniettivita di f; e fa si conclude che d; = dj
e dy = dfy, ossia x = 2'.

O

Possiamo quindi definire il prodotto anche sulle ep-pair:

Definizione 6.4.4 Siano D1, Do, E1, E5 BT -alberi e siano Dy by Eq, Dy B E5 due morfismi,
con tl = <i17j1> (§] tz = <i2,j2>. Definiamo tl ®t2 = <Zl X ig,jl ®]2> : D1 X D2 — E1 X EQ.

Proposizione 6.4.4 Siano D1, Ds, E1, Es BT -alberi e siano D R2N FEy, Do 13 FE5 due morfismi,
con t1 = (i1,J1) e ta = (i, Jo). Allora ty @ty : D1 ® Dy — E1 @ Ey & un morfismo.

Dim:
Sia t1 ® to = (i’, j'); per la proposizione precedente i’ & una BT -funzione iniettiva e j' & una
BT -funzione. Resta da provare che j' o4’ = idp,gp,. Sia © = (dy1,d2) € D1 ® D3, si ha allora:
jod(z) =
= (1 ® j2) o (i1 ®i2)(z) =
= j1 ® ja(i1(d1), ia(dz)) =
= (j1(i1(d1)), j2(i2(d2))) =
= (d17d2) =

=X

che & quanto si voleva.

Somma Coalescente

Definizione 6.4.5 Siano D1, Dy, E1, Es BT -alberi e siano f1 : D1 — Eq e fo : Dy — Es due
BT -funzioni. Definiamo la funzione f; ® fs : D1 & Dy — E1 @ Es nel modo seguente
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(fidfo)(L)=1
(f1 ® f2)(i,d) = (4, fi(d)) V(i,d) € D1® Dz, i=1,2

Proposizione 6.4.5 Siano D1, Do, Eq, E5 BT-alberi e siano f1 : D1 — Eq e fo: Dy — FEs due
BT-funzioni. Allora la funzione fi ® fo : D1 ® Dy — E1 @ Fs ¢ una BT -funzione.

Inoltre se f1 e fa sono iniettive allora anche fi @ fo é iniettiva.

Dim:
Iniziamo osservando che f; @ fo € una BT -funzione. Infatti chiaramente ‘conserva’ i livelli

ed ¢ monotona: siano x, " € D1 ® Dy con zCz’; distinguiamo due casi:

-sex = 1 allora (f1 & f2)(z) = LC(f1 & f2)(2') qualunque sia z’.

- se © = (i,d) allora, per definizione di Cg, necessariamente =’ = (i,d’) con dCd'.
Quindi, per la monotonia delle funzioni f;, si conclude (f1 @ f2)(z) = (4, fi(d))E(4, fi(d")) =
(f1 & f2)(a').

Inoltre, siano fi e fo iniettive. Se (f1 ® f2)(x) = (f1 ® f2)(2') = z allora distinguiamo due

casi:

-sez=_lalloraz=y= 1.
- se z = (i,e) allora necessariamente x = (i,d), =’ = (i,d’) con f;(d) = fi(d') =e.

Dunque, essendo f; iniettiva si conclude che d = d’ e quindi z = 2.

Possiamo quindi definire la somma anche sulle ep-pair:

Definizione 6.4.6 Siano D1, D5, By, E5 BT -alberi e siano Dy by FEy, Dy B FE5 due morfismi,
con tl = <i1,j1> (§] tg = <i2,j2>. Definiamo tl @tQ = <’Ll D ig,jl @j2> : D1 D D2 — El D E2.

Proposizione 6.4.6 Siano D1, Ds, E1, Es BT -alberi e siano D 4 FEy, Dy 13, FE5 due morfismi,
con t1 = (i1,J1) e ta = (i, Jo). Allora ty Dty : D1 ® Dy — E1 ® Ey é un morfismo.

Dim:
Sia t1 @ ta = (i’,j'); per la proposizione precedente i’ & una BT -funzione iniettiva e j' & una
BT -funzione. Resta da provare che j’' oi = idp,gp,. Sia © €€ Dy @& Dy. Se x = L allora

chiaramente j’ 04’'(z) = L = z; altrimenti = (i,d) ({ =1 0 2) e quindi

joi(z) =
= (J1 ® j2) o (i1 ®iz2)(x) =
=j1 @ j2(4,4:(d)) =
= (4,7:(ii(d))) =
= (7;7d) =

T

che €& quanto si voleva.
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Spazio delle Funzioni

Definizione 6.4.7 Siano D1, Dy, E1, Es BT -alberi e siano f : E1 — Dy e fo : Dy — E5 due
BT -funzioni. Definiamo la funzione f1—pgrfo: (D1—prDs2) = (E1—prE2) nel modo seguente

(fimrBrf2)(f®) = f21py00 0 fF o frigw V¥ € Di—prDy, level(f®) =k

Proposizione 6.4.7 Siano D1, Do, Ey, Es BT-alberi e siano fi : By — Dy e fo: Do — Fo due
BT-funzioni. Allora la funzione fi—prfa: (D1—prDs) = (E1—prE2) é una BT-funzione.

Inoltre se f1 & suriettiva e fo & iniettiva allora fr— prfo € iniettiva.
Dim:
Iniziamo osservando che fi— g fo € una BT -funzione. Infatti chiaramente ‘conserva’ i livelli

ed & monotona: siano f*1), f*k2) € Dy Dy, con fEIC f*2): allora per ogni e*1) elk2) ¢ B,
di livello k; e ko rispettivamente, con e*1)Ce(k2) si ha che, per la monotonia di fi:

f1(e(k1))Ef1(e(k2))
dunque, essendo f*UC f(k2) si ha:

FE 0 fy(e®0)EFE) o f(e2)

e quindi, per monotonia di fo

fao fE) o fi(e®T fy 0 fh2) o f;(ek2))

Ossia  (fi=prfo)(fF)) (e*PNE(fi—prf2)(fF2))(ek2)); si  conclude percio  che
(fi—=prf) (fF)E(fi—prf2)(f*2) e quindi la monotonia di f1— pr fo.

Inoltre siano f; suriettiva e f iniettiva. Se (fi—prf2)(f) = (fi—=srf2)(f') =g, con f, f’
di livello k, allora per ogni d € D;®, per la suriettivita di f; vi ¢ e € E; tale che fi (e) = d.
Ora:

fao f(d) = fao fo fi(e) =gle) = fao [ o fi(e) = f20 f'(d)
quindi fo o f(d) = fa 0 f'(d). Per liniettivita di fo ne segue che f(d) = f’'(d) e quindi per la

genericita dell’elemento d € D1 ™ si conclude che f=1r. -

Possiamo quindi definire il morfismo legato allo spazio delle funzioni:

Definizione 6.4.8 Siano D1, Do, E1, E> BT -alberi e siano D, 2N Ey, Dy 2 E5 due morfismi,
con tl = <i1,j1> e tz = <’i2,j2>. Definiamo t1—>BTt2 = <j1_>BTi27i1_>BTj2> : (D1—>BTD2) —
(Er—pBrE>).

Proposizione 6.4.8 Siano D1, Ds, F1, Es BT-alberi e siano D 4 FEy, Do 13, FE5 due morfismi,
con t1 = (i1, 1) e ta = (ia,Jo). Allora tiy—prte : (D1—prDs) = (E1—prE2) é un morfismo.
Dim:

Sia t1—prta = (', 4’); per la proposizione precedente ¢’ & una BT -funzione iniettiva e j' &

una BT -funzione. Resta da provare che j' 04’ = idp, ,.p,. Sia f € D1—prDs un elemento
di livello k. Si ha allora:
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jred'(f) =
= (i1—=prj2) © (J1—BTi2)(f) =
=id1—prje(izo foj1)(=
=J20i20 fojioi; =

=

che € quanto si voleva.

Powerdomain

Definizione 6.4.9 Siano D e E due BT -alberi e sia f : D — F una BT -funzione. Definiamo
la funzione P*(f) : P*(D) — P*(FE) nel modo seguente

Pf)(S)={f(d):de S} VSeP*D)

Proposizione 6.4.9 Siano D e E due BT-alberi e sia f: D — E una BT -funzione. Allora la
funzione P*(f) : P*(D) — P*(E) é una BT-funzione.

Inoltre se f ¢ iniettiva allora anche P*(f) é iniettiva.

Dim:
Iniziamo osservando che P*(f) & una BT -funzione. Infatti chiaramente ‘conserva’ i livelli ed

& monotona: siano S, S’ € P*(D), con SCS’, quindi

Vde S.3d € 5. dCd’
vd' e §'.3d € S. dCd’

quindi, essendo f monotona:

vde S.3d € 8. f(d)f(d)
Vd € 8. 3d e S. f(A)EF(d)
per cui P*(f)(S)EP*(f)(S")
Inoltre sia f iniettiva. Se P*(f)(S) = P*(f)(9') allora {f(d) : d € S} ={f(d') : d € §'} e
quindi per I'iniettivita di f si conclude che S = S’.
O

Possiamo quindi definire il morfismo associato al costruttore powerset:

Definizione 6.4.10 Siano D e E due BT -alberi e sia D % E una BT -funzione, con t = (i, 7).
Definiamo P*(t) = (P*(i), P*(j)) : P*(D) — P*(E).

Proposizione 6.4.10 Siano D e E due BT-alberi e sia D L E un morfismo, con t = (i,7).
Allora P*(t) : P*(D) — P*(E) & un morfismo.

Dim:
Sia P*(t) = (i’,j'); per la proposizione precedente i’ & una BT -funzione iniettiva e j' & una

BT -funzione. Resta da provare che j’ 04’ = idp+(py. Sia S € P*(D), si ha allora:
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che ¢ quanto si voleva.

6.4.2 La Classe di Funtori F
La classe F ¢ definita come un linguaggio sull’alfabeto:
{Fp,, L, ®,®,—=pr, P*, 0}
dove Dy ¢ un generico BT -albero. La definizione ¢ la seguente: F € F:
Fu=Fp, | Ly | FQF | F®&F | FoprF | P*(F) | FoF
Ogni elemento F' € F & interpretato come un funtore:
F:BTep — BTep

Si procede in modo induttivo: specificando per ogni F € F:

- FD vper ogni BT -albero D

- Ft  per ogni morfismo ¢

a. FDOD = D()
FDUt = <idD0, idDU>

b. F\.D = (FD),
Fit=(Ft),

C. (Fl X FQ)D = FlD ® FQD
(F1 ® Fy)t = Fit @ Fat

d. (F1 @ F)D = F,D & FyD
(Fy & Fy)t = Fit @ Fot

e. (F1—>BTF2)D = FlD—>BTF2D
(Fl*)BTFQ)t = Flt*)BTFQt

g. Iy o F5 & 'usuale composizione di funtori.
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Continuiamo osservando che la precedente ¢ una buona definizione, ovvero che per ogni

F € F, F commuta rispetto alla composizione di morfismi e all’identita.

Proposizione 6.4.11 Per ogni F € F, F : BTep — BTep é un funtore ben definito, ovvero:
1. F(tl OtQ) = Ftl OFtQ

. Flp =1pp

(dove con 1p si indica il morfismo identita (idp,idp))

Dim:
La dimostrazione procede per induzione sulla struttura di F ed e immediata; vediamo ad

esempio il caso F' = Fi—prF5. Si ha:

i. siano D 5 Fe E-% F due morfismi, con ¢t = (i,j) e u = (h, k). Allora, posto F;t = (i;, j;)
e Fju = (h;, k;) per i = 1,2 si ha:

FuoFt =
= (A\x. hgoxoky, A\y. kaoyohy)o(Ax. ig0x0j1,\y. jooyoiy) =
= (Ax. hgoigoxoji ok, \y. jaookaoyohyoiy) =
(Fru o Fit)— pr(Fouo Fot) =  per ip. ind.
Fi(uot)=prFy(uot) =
= (Fi—prFs)(uot)

ii. Sia D un oggetto in BTep, allora, per ipotesi induttiva:
Flp=1pp e Flp=I1gp
quindi:
Flp =
= Flp—prklp =
= <)\{E ’idF2D oxo idFID,/\y. idFQD oyYyo idF1D> =
=(\z. z,Ay. y) =

=1rp

6.4.3 Funtori Contraenti in F

Vogliamo ora associare a ciascun funtore F' € F un coefficiente ¢(F') che rappresenta una misura
della contrattivita di F, nel senso che ogni funtore F' € F ¢ ¢(F')-contraente.
Questo consentira di stabilire in modo semplice che un funtore F' € F ¢ contraente e quindi ha

un unico punto fisso in BT7ep.

Definizione 6.4.11 Ad ogni funtore F' € F si associa un coefficiente di contrattivita c(F) €

N U {400}, definito induttivamente come segue:

a. ¢(Fp,) = +o0
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b. ¢(FL)=c(F)+1
c. ¢(Fi @ Fz) = min{c(F1), c(F2)}
d. ¢(Fy ® Fp) = min{c(Fy), c(F2)}
e. ¢o(Fi—prFy) = min{c(Fy),c(Fy)}
f. ¢(P*(F)) = ¢(F)
g o(Fy o Fy) = c(Fy) + c(Fy)
Proposizione 6.4.12 Sia F un funtore in F. Allora, per ogni morfismo t:
h(Ft) > ¢(F) + h(t)

Dim:
Si procede per induzione sulla struttura di F. Nel seguito, per semplificare la notazione si

supporra sempre di avere un generico morfismo D L F in BTep, con t = (i,j); supporremo
inoltre che per ¢ = 1,2 sia Fit = t; = (i;,4;) e F;D = D;, F;E = E;.

a. FZFDO
h(Fpyt) = h(1p,) = +00 = ¢(Fp,) + h(t)
qualunque sia h(t).

b. F:FIL

Ricordando che 41, (j1,) su L vale L e su Dy (E4) si comporta come 41 (j1) si ha:

h(Fi.t) =
=sup{k i1 01, (y) =y Yy e B1 M} =
—sup{k:ijoji(e) =eVee B;W} +1 =
= h(Fit)+ 1> per ip. ind.
> c(Fy) + h(t) +1 =
— o(Fy 1) + h(t)

C. F:F1®F2

h((F1 ® P)t) =

sup{k : (i1 ® i) o (j1 ® ja)(e1,€2) = (e1,€2) V(e1, e0) € (Ey @ Ey) M} =

= sup{k : (i1 0 ja(e1), iz 0 ja(e2)) = (e1,€2) V(er, e2) € (By @ Bp)M} =

sup{k : i1 0 j1(e1) =e1 € iz0jales) =e3 Vey € B4W), ey € B} =

= min{sup{k : i1 o ji(er) = e1 Ver € By}, sup{k : iz 0 ja(es) = ez Ve € B} =
min{h(Fit), h(Fet)} > per ip. ind

min{c(F1) + h(t), c(F2) + h(t)} =

= min{c(Fy), ¢(Fa)} + h(t) =

=c(Fy ® F2) + h(t)

v
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d. F=F, @ F,
Si ha che

h((Fy @ Fa)t) = sup{k : (iy @ i2) 0 (j1 ® jo) (y) = y Yy € (B @ E2)™}
quindi, dato che su L le funzioni i; @ is e j1 P jo valgono L si puo scrivere che:

h((F1 ® Fo)t) =
= sup{k : (i1 Dia) o (j1 @ jo)(i, ;) = (i,e;) V(ire;) € (By @ E)® | k>0, i=1,2} =
= sup{k : (i,3; 0 ji(&;)) = (i,e;) Ve; € B P, i =1,2} =
=sup{k :i10ji(e1) =e1 e iyojoles) = ey Ver € B4, ey € B,(M} =
= min{sup{k : i1 0 ji1(e1) = €1 Vey € El(k)},sup{k: 212 0 ja(ea) = eq Veg € Ez(k)}} =
= min{h(Fit), h(Fyt)} > per ip. ind
> min{c(F1) + h(t), c(F2) + h(t)} =
=c(F; & F») + h(t)

e. F=F1—>BTF2
h((F1—>BTF2)t) =

=sup{k : (ji—priz) o (i1—prj2)(f) = f Vf € (E1—prE>)
= sup{k:iz0js0 foiioji(f) = fVf € (BE1mprE)®, i=1,2} >

(k)} _

dato che per k < h(F;t) si ha che i; o Ji|g, 0 = id g, k) Si prosegue:

> min{h(Fit), h(Fat)} > perip. ind
> min{c(Fy) + h(t),c(F2) + h(t)} =
= C(F1*>BTF2) + h(t)

f. F=P*(F)

h(P*(Fy)t) =
= sup{k : P*(ir) o P*(j2)(S") = §' ¥S" € P*(En) M} =
=sup{k: {i1oji(e) e € 8} =5 VS € P*(E)H} =
=sup{k:i10ji(e) =eVee El(k)} =
= h(Fit) > per ip. ind.
>c(F1)+ h(t) =
= ¢(P*(Fy)) + h(t)

g. F:F10F2
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A questo punto, si ha un immediato corollario, che consente di individuare una classe di

equazioni di dominio in BTep, aventi un’unica soluzione in tale categoria (a meno di isomorfismi):
Corollario 6.4.1 Ogni equazione di dominio riflessiva in BTep della forma:

D=FD
con F € F, tale che ¢(F) > 0, ha un’unica soluzione, a meno di isomorfismi.

Dim:
E sufficiente osservare che se ¢(F) > 0, allora per la proposizione precedente F' ¢ contraente

e quindi si conclude per il teorema di punto fisso [6.3.1]1in B7ep.
O
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Capitolo 7

Conclusioni

Il lavoro ha mostrato che la rappresentazione degli spazi ultrametrici compatti tramite alberi
sfere formali e, in molti casi, particolermente conveniente. Le nozioni sugli alberi risultano spesso
pit semplici delle corrispondenti nozioni metriche (si veda ad esempio la definizione di ep-pair)
ed i concetti e i risultati estremamente pit intuitivi e comprensibili (ad esempio, per un morfismo
t, il significato del valore h(t) & chiaramente visualizzabile, contrariamente a quello di §(¢) del
caso metrico). Oltre a consentire una formulazione piu sintetica, 'uso degli alberi ha semplificato
la dimostrazione dei risultati di America e Rutten.

Particolarmente interessante ¢ I’eliminazione dell’ipotesi di Hom-contraenza, nel teorema di esi-
stenza ed unicita del punto fisso per endofuntori nella categoria. Tale risultato & stato provato
nel caso dei BT -alberi e quindi degli spazi ultrametrici compatti, ma appare immediatamente
estendibile agli spazi ultrametrici completi e probabilmente agli stessi spazi completi considerati

da America e Rutten. Cid puo costituire un argomento per ulteriori sviluppi.
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