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SOLUZIONI

Sono esclusi dalle soluzioni i quesiti sulle definizioni e le dimostrazioni dei
teoremi visti a lezione. Per gli esercizi 3, 4, 5 e 6 ¢ riportata la soluzione
della sola traccia A.

Quesiti preliminari vero o falso.

Quesito A.3

Determinare quali delle seguenti affermazioni sono vere per ogni A, B €
M, »(R).

(a) det(A- B) = det(A) - det(B)
(b) det(A+ B) = det(A) + det(B)
(c) det(A) >0 = A ¢ invertibile
(d) det(A-'B) =det(B-'A)

Quesito B.3
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono vere per ogni 7' < V = R"
e per ogni B base di T

(a) Se B & una base ortogonale allora ¢ anche una base ortonormale.
(b) Se B ¢ una base ortonormale allora ¢ anche una base ortogonale.

)
(c) T vettori di B hanno norma maggiore di zero.
)

(d) La base B ¢ costituita da n vettori.

Quesito C.2
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono vere per ogni A € M, ,(R)
e per ogni \ autovalore di A.

(a) Lamolteplicita geometrica di A & maggiore o uguale della sua molteplicita
algebrica.

(b) La somma della molteplicita algebrica di A e della sua molteplicita geo-
metrica e uguale a n.

(c¢) La molteplicita algebrica di A & minore o uguale a n

(d) La molteplicita geometrica di A &€ maggiore o uguale a 1

1



Quesito C.3
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono vere per ogni matrice A €

M, . (R).
(a) A & una matrice ortogonale se e solo se "AA = I.

(b) A & una matrice ortogonale se e solo se le righe di A formano una base
di R™.

(c) A & una matrice ortogonale se e solo se le righe di A formano una base
ortogonale di R".

(d) A ¢ una matrice ortogonale se e solo se le righe di A formano una base
ortonormale di R".

Quesito D.3
Determinare quali delle seguenti affermazioni sono vere per ogni coppia 1" e
W di sottospazi di R" tali che Vv € T e Vw € W si abbia v - w = 0.

(¢) dim(T) + dim(W) >n
(d) dim(T) = dim(W)
Soluzioni

Quesito A.3 (a),(c),(d)
Quesito B.3 (b),(c)
Quesito C.2 (c),(d)
Quesito C.3 (a),(d)
Quesito D.3 (b)



Esercizio A.2
Trovare le radici (in C) e decomporre in fattori di primo grado i seguenti
polinomi:

() p(z) =+~ 1
(b) () = 2* + =8

Esercizio B.2
Trovare le radici (in C) e decomporre in fattori di primo grado il seguente
polinomio:

p(z) =22+ 28—t -1

Esercizio C.2
Sia z = 1(1+ v/3i), trovare a,b € R tali che a + bi = 22015

Esercizio D.2
Trovare le radici (in C) e decomporre in fattori di primo grado i seguenti
polinomi:

(a) p(z) = 2" -1

(b) p(e) = 2* + Hf5

Soluzioni

Esercizio A.2

(a) Le radici sono +1 e +i. la decomposizione & p(z) = (z — 1)(z + 1)(z —
i)(z+1)

(b) Occorre risolvere:

1 3

A 5t (1)
Osserviamo che ‘—% + ‘/752 = 1 e in particolare vale —% + \/752 = e5™ quindi
le soluzini di (1) avranno la forma z = €% con
M0 _ 3w
quindi
40 = 27r + 2km kelZ

3
da cui ricaviamo le 4 soluzioni 6; = %7‘(‘, 0y = %ﬂ', 03 = %7? el = %W. Quindi
le radici sono:

V3

21:_+ 7 22:_—‘|‘

1 3 1 V3
2 "2 2" 72 2 2 T2

-5

e vale



Esercizio B.2
pe) =2 D) = (1) = (P - (1) = (- (1)

le radici di 2* — 1 = 0 sono F1 e Fi. Per trovare le radici di 2* +1 =0
bisogna risolvere z* = —1, ponendo z = €% si ha: e*?

rapidamente 6, = 7, 0, = ‘%’T, 05 = %, 0, = %r, quindi

p(z) = (2=1)(241)(2=4) (2-4) <z _ 1\;)2 <z + 1\/_;)2 (z + 1\7;)2 (z -

Esercizio C.2
Prima di tutto osserviamo che vale |3(1 4+ V/3i)| =1 e z = e3".

= ¢™ da cui si racava

2015 .
22015 — e 3 T —

poiché vale % =741 + % allora si ha

2015 _ (T41+2)mi TAOmi+mi+2mi _ 740w | i

( 2
z e =€ e e - es

infine poiché
74071 e m 1 .
e =1 e =-1 e = —§+—2

allora si puo concludere:
1 3 1
20— 1 (=) (—5 + \/7_2‘) = S(1-V3i)

Esercizio D.2

(a) Le radici sono £1 e +i. la decomposizione ¢ p(z) = (z — 1)(z + 1)(z —
i)(z+1)

(b) Analogamente a quanto visto nell’esercizo A.2.a le radici sono:




Esercizio 3
Dato il sistema lineare:

$1+25L’2+3$3+4$4 =0

Tro + 21’3 + 31’4 = 0 (2)
T1 —T9g — X3 — Ty = 0
sia T lo spazio delle soluzioni e sia W := T*. Determinare una base per

T, una base per W, un sistema lineare minimale che abbia 7" come spazio
delle soluzioni e un sistema lineare minimale che abbia W come insieme delle
soluzioni.

SVOLGIMETO
Applichiamo il metodo di riduzione di Gauss Jordan alla matrice associata
al sistema lineare.

1 2 3 4 100 0
0 1 2 g | CGewssJordan, 010 —1
1 -1 -1 —1 001 2

Ci sono 3 pivot dunque T ha dimensione 4 —3 = 1 e W ha dimensione 3.
La base per W data da

BW - ((170’ 070)707 ]-70) _]->7 (0707 ]-7 2))

Mentre il sistema (2) ¢ gia un sistema minimale per 7'. La riduzione di Gauss-
Jordan ci permette di calcolare rapidamente le soluzioni del sistema (2), ci
sono 3 pivot sulle prime tre colonne mentre la quarta e libera. Il sistema
diventa:

ry = 0 ry = 0
To—x4 = 0 — To = X4
T3 + 21’4 =0 r3 = —21‘4

da cul si ottiene
T = {(07.174, —2I4,[E4)|ZE4 < ]R} = <(O, ]_7 —2, ].)>

dunque
Br=(0,1,-2,1)

mentre un sistema minimale per W ¢ dato da:

{ZEQ—2$3+ZL’4 =0



Esercizio 4.

Siano T' e W i due sottospazi di R* definiti da:

T =1((4,4,3,0),(4,3,3,0),(4,—4,3,0))

W ={((3,3,4,0),(3,4,4,0), (3,—3,4,0)).

Sia infine A la matrice associata alla proiezione ortogonale sullo spazio T'.
(a) Stabilire se gli spazi T' e W sono uguali.

(b) Trovare una base ortonormale per 7.

(c) Calcolare i coefficienti della matrice A.

SVOLGIMETO
(a) Applichiamo il metodo di riduzione di Gauss Jordan alla matrice associata
ai generatori di T e W.

44 30 Gauss—Jordan 10 3 0
4 3 30 )| —— 0 1 6 0
4 -4 3 0
3 3 40 Gauss—Jordan 1 0 4 0
3 4 40| —— 01 8 0
3 =340

Le matrici di Gauss-Jordan associate agli spazi vettoriali 7" e W sono diverse
quindi T e W sono sottospazi diversi.
(b) Dalla riduzione di Gauss-Jordan otteniamo che ((1,0,2,0),(0,1,0,0)) &

) 40
una base, osserviamo inoltre che i due vettori (1,0, %, ),(0,1,0,0) sono gia
ortogonali quindi per avere una base ortonormale basta renderli di norma 1.

4 3
Br = (v1, v2) con v, = (5,0, 5,0) e vy = (0,1,0,0)

[ — T —
A= V1 U1 + V2 (%]
N——— N———
16 12
A= 2 9
% 0 2 0
0O 0 0 0



Esercizio 5.
Al variare di t € R sia A; la matrice seguente:

4—t 0 t—2
Ay=| 2t—4 t 2—1t
2—t 0 t

(a) Determinare gli autovalori di A; e la loro molteplicita algebrica. (In
funzione di t.)

(b) Per quali valori di t esiste una matrice H € G L3 tale che posto D :=
H~'AH si abbia D matrice diagonale?

SVOLGIMETO Calcoliamo prima di tutti il polinomio caratteristico.
pA) = (t=M)(2 = N)?

Occorre a questo punto distinguere due casi: t =2 e t # 2.

(a) Se t =2 ¢’ un solo autovalore A = 2 con molteplicita algebrica 3

Se t # 2 ci sono 2 autovalori: A\; = ¢ con molteplicita algebrica 1 e Ay = 2
con molteplicita algebrica 2.

(b) CASO t = 2. Se t = 2 allora la matrice A; diventa:

AQ = =21

S O N
S NN O
N OO

La matrice A, e chiaramente diagonalizzabile (& gia giagonale).

CASO t # 2. Riassumendo si ha:

A =t, ma.(A\) =1

/\2 = 2, m.a.(/\g) =2

chiaramente si ha m.g.(A\;) = 1, vediamo cosa succede per Ao. Scriviamo
prima di tutto la matrice A; — A1 e riduciamo con Gauss-Jordan:

IR 10 —1
o —4 t—2 2t | Cowes—lorden (0 - )
2t 0 -2

Il rango di A; — A2l & 2 dunque si ha m.g.(A2)=1 quindi A; non & diagona-
lizzabile per t # 2



Esercizio 6.

In A3(R) siano m; ed my i seguenti piani:

T = P1 +T1 con P1 = (].,07 1) e T1 = <(O, 1, —1>, (17 —170)>,

o =P+ Ty con P,=(1,1,0) e Ty = ((1,0,0), (0,1, 0)).

Siano inoltre r = m; Ny, Wy =T e Wo = Ty

(a) Mostrare che i piani m; e 75 non sono paralleli.

(b) Trovare una base per W; e una per Ws.

(c) Determinare delle costanti a,b,c e o/, b, tali che: T} & lo spazio delle
soluzioni di ax+by+cz = 0 e Ty & lo spazio delle soluzioni di a’z+b'y+c'z = 0.
(d) Determinare le equazioni cartesiane per m; e .

(e) Determinare (se esistono) un punto P € A3(R) ed un vettore v € R? tali
che r = P+ (v).

(f) Determinare il fascio di piani ® che ha come luogo fisso la retta 7.

(g) Sia P3 = (1,1,1) € A3(R). Determinare, se esiste, un piano 3 del fascio
® passante per Ps.

SVOLGIMETO
(a) I due piani sono paralleli se e solo se hanno la stessa giacitura, applicando
Gauss-Jordan ai generatori di T e T, otteniamo

0 1 -1 Gauss—Jordan, 1 0 -1
1 -1 0 01 -1
1 00 Gauss—Jordan 1 00
010 010

dunque T; e T non sono uguali e quindi m; e m non sono paralleli.

(b) Possiamo ottenere un sistema di equazioni per W; e Wy utilizzando i
generatori di 77 e T;. La cosa piu conveniente e di utilizzare le basi ottenute
con Gauss-Jordan al punto (a) in modo da avere il sistema gia a scalini. I
sistemi ottenuti sono

r—z =0 o z =0
y—z =0 y =0
dai quali otteniamo:

Wiy =A{(z,2,2)|z € R} =((1,1,1))

Wy ={(0,0,2)|z € R} = ((0,0,1))

quindi
BW1 = {(17171)} S BW2 :{(07071)}

(c) Questa parte ¢ simile a quanto fatto nell’esercizio 3.



Per T; si ha (a,b,¢) = (1,1,1) e quindi z +y + z = 0.

Per T3 si ha (a/, V', ¢') = (0,0,1) e quindi z = 0.

(d) Le equazioni per m; e my sono del tipo z +y + 2z = d e z = d'. Poiché
sappiamo che P; e P, devo appartenere rispettivamente ai piani m; e my allora
per calcolare d e d’' basta sostituire le coordinate di P; nella prima equazione
e quelle di P, nella seconda equazione. Sostituendo otteniamo:

rT+y+z=2 e z2=0

(e) Poiché r e l'intersezione dei due piani, per trovare r basta risolvere il
sistema:

r+yt+z =2
z =0

da cul si ottiene:

r={(—y+2,5,0)ly € R} = (2,0,0) + ((~1,1,0))

(f) Il fascio di piani ¢ ¢ ottenuto ponendo uguali a zero le combinazioni
lineari delle due equazionidir: z4+y+2—-—2=0e 2 =0.

a-(r4+y+2z—-2)+p4-2=0 con «, f € R non entrambi nulli.

(g) Basta sostituire le coordinate del punto Ps nel fascio di rette ottenuto al
punto (f) e ricavare dei valori di a e 8 che soddisfano 1’equazione ottenuta.
(Attenzione i valori di a e 8 non possono essere entrambi nulli e non sono
unici)

a-(1+14+1-2)+p-1=0 <= a+p=0

Per esempio scegliendo o = 1 e § = —1 si ottiene il piano di equazione:

r4+y—2=0.



