Analisi Stocastica 2010/11 — Foglio di esercizi n. 1f

Esercizio 1. Siano X e S due variabili aleatorie reali indipendenti, tali che X ~
N(0,1) mentre P(S = +1) = p, P(S=—1) =1—p, dove p € (0,1) & un parametro
fissato. Definiamo Z := SX.

(a) Si mostri che Z ~ N(0,1).

(b) (*) Si mostri che il vettore (X, Z) non ¢ normale.

(c) Si mostri che le variabili X e Z non sono indipendenti.

[Sugg. Puo essere utile usare l'identita 1 = Lig_1y + 1yg—_13]

Esercizio 2. Data una variabile aleatoria reale X ~ N(0,02), si calcoli E(etX”)
pert € R.

[Sugg. Si usi la formula del cambio di variabili]

Esercizio 3. Siano X;,..., X, variabili aleatorie reali i.i.d. con legge N (0, c?).
In altri termini X := (Xy,..., X,) ~ N(0,0%L,). Definiamo Y; := S>F | X, per
1 <k <n, cio¢
Y= X, Yo = X1+ X, Yo =X1+...+X,.
(a) Si mostri che Y := (Y7,...,Y,) & un vettore normale.
(b) Si determinino il vettore media p e la matrice delle covarianze I di Y.
(c) (*) Si scriva la densita di Y.

[Sugg. Si noti che Y ¢ una trasformazione lineare di X]|

Esercizio 4. (a) Sia {z,}nen una successione in uno spazio topologico E. Sup-
poniamo che esista T € E tale che, per ogni sottosuccessione {z,, tren di
{%n }nen, & possibile estrarre un’ulteriore sotto-sottosuccessione {x,; }ren che
converge a T. Si dimostri che I'intera successione {z, ey converge a T.
[Sugg. Simostri che, per ogni aperto contenente T, i termini z,, che non appartengono
all’aperto sono necessariamente in numero finito.|

(b) Siano X, {X,},en variabili aleatorie reali. Supponiamo che, per ogni sotto-
successione di {X,, }nen, sia possible estrarre una sotto-sottosuccessione che
converge a X in LP (risp. in probabilita). Si mostri che allora la successione
completa {X,, },en converge a X in LP (risp. in probabilita).

[Sugg. Si applichi opportunamente il punto precedente. |
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Soluzione 1. (a) Usando l'identita 1 = Iyg—1} + 1ys—_1y e sfruttando l'indipen-
denza di X e S, per ¢ € R si ha
E(eiﬂZ) — E(ei195X> _ E(eiﬁX 1{5:1}) + E(e—iﬂX 1{5:71})
= E()p+Ee)(1—p) = " (p+ (1-p) = "2,
da cui segue che Z ~ N(0,1).

(b) Se (X, Z) fosse un vettore normale, la variabile X 4+ Z sarebbe normale. Ma
X +Z=X(1+5), da cui si vede che sull’evento {S = —1} siha X + Z =0,
mentre sull’evento {S =1} si ha X + Z = 2X # 0 q.c., perché¢ X ~ N(0,1).
Quindi P(X +Z =0) =P(S=-1)=1—-p € (0,1), che ¢ impossibile per
una variabile aleatoria normale.

In alternativa, si mostra facilmente che E(e?X+2)) = pe=2* 4 (1—p), che
non ¢ la funzione caratteristica di una variabile normale per nessun p € (0,1).

(c) Se le variabili X e Z fossero indipendenti, il vettore (X, Z) sarebbe normale,
in contraddizione col punto precedente.

Soluzione 2. Con un semplice cambio di variabili si ha, per t < 533,
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avendo usato l'integrale noto [, e=*" dz = /7. Per t > 55 si ha invece E(e'X”) =

+oo (infatti I'integrando e (20 diverge per x — 00).

Soluzione 3. (a) Per definizione si ha ¥ = AX, dove A ¢ la matrice n x n
definita da A;; = 1 per j <4, mentre A;; = 0 per j > i

1 0 o --- 0
1 1 0o .0
A=11 1 1 . 0] (1)
oo 0
1 e e 1

E noto che una trasformazione lineare di un vettore normale & ancora normale.

(b) Ricordiamo che X ~ N(0,0%I,) e Y = AX. Per proprieta note dei vettori
normali si ha dunque Y ~ N (p,T) dove p = A0 =0 e ' = A(c%[,)A* =
0?AA*; dato che A;; = 1(j<;), si ha

Fi]' = O'QZAikAjk = 0’221(;;9-)1(16” = U2zl(k§min{i,j}) = O’2 min{z’,j}.
k=1 k=1 k=1



Una dimostrazione piti diretta si ottiene notando che Cov (X}, X;.) = 02,1,
da cui

Fi]' = COV(E,Y}) = Cov <2Z:Xh,iXk) = zl:zj:COV(X;“Xk)
h=1 k=1

h=1 k=1
i J
= 0*) Y bux = ominfi,j}.

h=1 k=1
Una rappresentazione grafica di I' & come segue:

12 2 - 2
r=o¢"l12 3 ... 3
12 3 -+ n

(c) Si noti che la densita di ciascuna delle variabili X; ¢ data da fx,(z) =
(vV2mo)~te=**/(29*) Dato che le variabili X; sono indipendenti, la densita del
vettore X = (Xy,...,X,) ¢ data per x = (z1,...,2,) € R" da

i 1 1 2 1 1
= ) — T T 5g22uwi=1% — T 5T 5,2 (z,x)
fX (l‘) i|:|1 fX, (‘L) (271.)n/20.n €2 ' (27T)n/20-n € 2 .

Dato che Y = AX con det(A) = 1 # 0, cf. (1), anche Y ¢& assolutamente
continuo e la sua densita ¢ data per y = (y1,...,y,) € R" da

1 1 -1 -1
= |det(A)|  fx(ATy) = —m—e 2 ATVAT
fY(y) | ( )| fX( y) (27(’)”/20'”
Si noti che questa espressione coincide con la formula vista a lezione.
Resta da calcolare I'inversa di A, e per questo conviene invertire la relazione
che lega X e Y: infatti si ha X; = Y}, Xo = Y5 — Y] e piu in generale
X, =Y, —Y;_; per 2 <i<n.Datoche X = A7'Y, cio significa che

1 0 e 0
—1 1 () 0

A7l = 0 -1 1 0 0
: e 0

0 -~ 0 -11

Quindi A™'y = (Y1, Y2 — Y1, - -, Yn — Yn—1) € Otteniamo

1 1 n — 1 2
fy(y) = W@\ 757 2im1 (Yi—vi-1) ,

dove abbiamo posto per semplicita o := 0.

Soluzione 4. (a) Fissato un aperto A 3 7, i termini della successione {x, }nen

=

che non appartengono ad A sono necessariamente in numero finito (in caso
contrario esisterebbe una sottosuccessione composta da tali termini, da cui
evidentemente non si puo estrarre alcuna sotto-sottosuccessione convergente
a Z, il che contraddice l'ipotesi). Tra i termini della successione che non
appartengono ad A, indichiamo con w,, 'ultimo in ordine di apparizione
(cioé quello con l'indice pin grande). Abbiamo dunque mostrato che, per ogni
aperto A 5 7, esiste ny € N tale che per n > n4 si ha x,, € A: cio significa
proprio che la successione {z, },en converge verso Z.

Poniamo ,, := E(|X,, — X ")/ = || X,, — X||,- Possiamo riformulare I'ipotesi
nel modo seguente: per ogni sottosuccessione di {z,}nen, si pud estrarre
una sotto-sottosuccessione che converge a zero. Dal punto (a) segue dunque
che l'intera successione {x,},en tende a zero, e cid significa che X, — X
in LP. Per la convergenza in probabilita il discorso ¢ analogo: basta porre
z, = P(|| X, — X|| > ¢), per € > 0 fissato.



