Analisi Stocastica 2010/11 — Foglio di esercizi n. 4

Esercizio 1. Sia B = {B;};>¢ un moto browniano reale e definiamo le variabili
T, = inf{t >0: B, =a}, S; = sup B,.

0<u<t
Ricordiamo il principio di riflessione: P(S; > a) = P(7, < t) = P(|B;| > a).

(a) Siricavi la densita della variabile S;.
[Si consideri innanzitutto la funzione di ripartizione di S;.]

limsup B; = o0, liminf B; = —o0.
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Esercizio 2. Sia B = {B;};>0 un moto browniano reale, di cui indichiamo con

G: := o({Bu}o<u<t) la filtrazione naturale. Supponiamo per semplicita che le
traiettorie ¢ — By;(w) siano continue per ogni w € €2 (e non solo g.c.). Definiamo
A, ::{sup Bu>0}, per n € N, A = ﬂAn.
OSuS% neN

Ci si convinca che I'evento A pud essere descritto come “in ogni intorno destro di 0
il moto browniano assume valori strettamente positivi”.

(a) Simostriche 4,41 C A, ¥n € N, e dunque P(A) = lim,,_,o, P(A,) (perché?).
(b) Si spieghi perché A, D {B% > 0}. Si deduca che P(A4) > 1.
(c) Si spieghi perché A € Gy, . Si deduca che P(A) = 1.

(d) Si mostri che P(C) =1, dove C := ﬂneN{inf(K%% B, < 0}.

(e) (*) Si mostri in dettaglio che, per q.0. w € €, esistono due successioni

{sn(w) }nen € {tn(w)}nen tali che s,(w) | 0 e t,(w) | 0 per n — oo, con la
proprieta che B, () (w) < 0 e By, () (w) > 0 per ogni n € N.

Esercizio 3 (Trivialita di coda per il moto browniano). (*) Sia B = {B;}+>0 un
moto browniano reale. Per ¢t > 0 definiamo la o-algebra H; := o ({ By }uc[t,0))- Si noti
che H, & decrescente in t. Definiamo la o-algebra di coda ponendo Hoo := (50 Hi-
Si dimostri che H, ¢ banale: per ogni A € H, si ha P(A) = 0 oppure P(A4) = 1.

[Sugg.: dedurre il risultato dalla legge 0-1 di Blumenthal applicata a ... ]
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