Analisi Stocastica 2010/11 - Foglio di esercizi n. §]

Esercizio 1. Sia {B;}ic[0,0c) un moto browniano reale, definito su uno spazio di
probabilita (2, F,P). Per n € N e s,¢ > 0 fissati, introduciamo i seguenti eventi:

A = {uw B, ¢ derivabile in u = 0} = {EI l&ﬂ)l% € (—oo, —i—oo)} :
Chs = {|Bs] <ns}, Dy = {|B,] <nu, Vue[0,}.
Per questo esercizio non & possibile utilizzare né la legge del logaritmo iterato, né
la non differenziabilita delle traiettorie del moto browniano.
(a) Si mostri che, per ogni n € N fissato, si ha P(C,, ) — 0 per s | 0.
Facoltativo: si mostri che in effetti P(Cy,5)/(2ny/s) — 1/v/2m per s | 0 (con n fissato).
(b) Si spieghi perché per ogni s < t vale I'inclusione di eventi D, ; C C,, 5.
(c) Si deduca che P(D,,+) =0, per ognin € Net > 0.
(d) (*) Si spieghi perché vale I'inclusione di eventi A C U, ey Dn,1/k -
(e) Si mostri che P(A) =0.

Esercizio 2. Sia (2, F, {F:}icj0,0), P) uno spazio di probabilita filtrato standard
su cui ¢ definito un {F; }c(0,00)-moto browniano reale B = {B;}ico,00)- Si consideri
la seguente equazione differenziale stocastica:

dXt - dt
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V1+ X?
XO — 0
(a) Simostriche, per ogni T > 0, esiste un processo continuo e adattato { X; }iepo,n)
definito su €2 che risolve ’equazione ((0.1)) e che tale processo ¢ unico a meno
di indistinguibilita.
Supporremo d’ora in avanti che X = {X;}icj,o0) sia un processo continuo e

adattato definito su Q che risolve I'equazione (0.1]) per ogni ¢ € [0, co). Introduciamo
la funzione ¢ : R — R definita da

o(x) = /a: e dz. (0.2)

—0o0

Ricordiamo che lim,_, o ¢(x) = /7. Definiamo il processo Y = {Y¥; }4c[0,00) ponendo
Yt = gO(Xt)
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(b) Si mostri che Y & un processo di It6 con differenziale stocastico
o
dY; = ———=dB;
V1+ X?
N
2
(c) Si deduca che Y & una martingala di quadrato integrabile.

€—2X3

1+ X2
(d) Si spieghi perché il processo M = { M, }1e[0,00) definito da M, :=Y? — (V) ¢

una martingala. Si deduca che per ogni tempo d’arresto 7 e per ogni ¢t > 0 si
ha

ds.

¢
Ricordiamo che (Y); = /
0

B(Y2,) = B((V)rm) = 7

Consideriamo infine il tempo d’arresto 7 := inf{t > 0: |X;| > a}, dove a > 0 ¢ un
numero fissato.

(e) (*) Si giustifichino le seguenti disuguaglianze, valide per ogni ¢ > 0:
—2a?
> -

Si deduca che E(7 A t) < e2¢°(1 + a?)2, per ogni t > 0, e si concluda che
E(7) < o0.
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