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Esercizio 1. (V. 8 punti.)
Siano X7 e X5 due variabili aleatorie indipendenti con distribuzione esponen-
ziale di parametri A\; e A\ quindi con densita congiunta:

 ApAgemCamitrez) Se x1, 19 >0
Jixx) (21, 22) o= { 0 altrimenti

siano inoltre assegnate le seguenti variabili aleatorie:

1 Se X1 S X2
2 altrimenti

Z = min{ Xy, X»} e W= {

cosicché si abbia Z = Xy .

(a) Dato s > 0 calcolare P(Z > s, W = 1).

(b) Quanto vale la probabilita P(W = 1)? (Sugg: utilizzare il risultato del
quesito (a))

(c) Quanto vale P(Z > s)?

(d) Dimostrare che W e Z sono indipendenti.



Esercizio 2. (V. 8 punti.)

Siano { X, }nen € {Yn}nen due successioni di variabili aleatorie congiunta-
mente indipendenti con X,, ~ Bern(#) per ogni n e Y, esponenziale di
varianza /n. Siano inoltre per ogni n € N

Y, Se X, =1
Zn '—{ —cp, Se X,, =0

(a) Calcolare la media di Y, e Z,,. Calcolare i valori di ¢, per i quali {S,, }nen
¢ una martingale.

Supporre d’ora in poi che la successione ¢,, assuma i valori calcolati al punto
precedente.

(b) Calcolare la varianza di Z,,.

(c) Calcolare media e varianza di S,,.

(d) Dimostrare che la successione {Sy, }nen € tight.






Esercizio 3. (V. 6 punti.)
Sia {X,,}neny una successione di variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione
X, ~ Unif(0,100). Per ogni s € (0,100) siano assegnate le seguenti variabili
aleatorie:
Y, s := cardinalita{i € {1,...,n}|X; < s}
s

Zn,s = I{Xngs} - 1_00

(a) Quale ¢ la distribuzione di Y,, ;? Calcolare media e varianza di Y, .
(b) Fissato s € (0,100) dimostrare che:

Y, s

m 2" = 5 e
B T

(c) Sia Wy, s := Y, — {5 dimostrare che per ogni s € (0,100) la successione
{Wi.s}nen € una martingala.






Esercizio 4. (V. 8 punti.)

Siano {p, }nen una successione e p e ¢ numeri tali che per ogni n si abbia
1>¢q>p,>p>0evalga il limite lim,_,o, p, = p. Siano {U, },en variabili
aleatorie con distribuzione uniforme su (0, 1) per ogni n sia infine assegante
le seguenti varibili aleatorie:

Xn = I{Un<q} Yn = ‘[{Un<pn} Zn = I{Un<p}
S, =X1+...+ X, T, =Y1+...+Y, Wy =21+...+ 2,
(a) Quali sono le distribuzioni di X,,, Y, e Z,7 Calcolare media e varianza
di S,, T, e W,.

(b) Cosa si puo dire dei limiti lim,, o0 22 e lim,, o, 227
(c¢) Dimostrare che vale

. Tw . . . Ty .
g > limsup — > liminf — >p quasi certamente
n—oo N n—oo 1

(d) Dimostrare che la somma % converge a p quasi certamente.









