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Esercizio 1.
Su uno spazio di probabilità (Ω,H, P ) sia {Fn}n∈N una filtrazione e {Xn}n∈N
una famiglia di variabili aleatorie uniformemente integrabili (non necessari-
amente adattate alla filtrazione). Sia infine Y(n,m) := E[Xn|Fm] per ogni
n,m ∈ N.
(a) Dimostrare che per ogni n ∈ N il processo {Y(n,m)}m∈N è una martingala
rispetto a {Fm}m∈N.
(b) Dimostrare che la famiglia di variabili aleatorie {Y(n,m)}(n,m)∈N2 è uni-
formemente integrabile.

1



Esercizio 2.
Sia {Xn}n∈N una successione di variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione
normale Xn ∼ N(0, 1) sia infine

Yn := n ·min{|X1|, . . . , |Xn|}

(a) Studiare la convergenza in distribuzione di {Yn}n∈N .
(b) Studiare la convergenza quasi certa di {Yn}n∈N .
(c) Quanto vale lim infn→∞ Yn?

Può essere utile la funzione di ripartizione di una

normale standard

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt
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Esercizio 3.
Sia {Xn}n∈N una successione di variabili aleatorie positive i.i.d. con valore
medio infinito E[Xn] = +∞. Sia infine

Yn :=
max{|X1|, . . . , |Xn|}

n

dimostrare che lim supn→∞ Yn = +∞ quasi certamente.
Può essere utile la relazione per variabili aleatorie

X positive
∞∑
n=1

P (X ≥ n) ≤ E[X] ≤
∞∑
n=0

P (X > n)
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Esercizio 4.
Sia (Ω,H, P ) lo spazio di probabilità definito da Ω = (0, 1), H = B(0, 1) e P
misura di Lebesgue. Consideriamo le seguenti variabili aleatorie

X(ω) = ω2 Y (w) = ω · (1− ω) ∀ω ∈ Ω

Calcolare E[X|Y ]. Esprimere il risultato in funzione di ω.
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Esercizio 5.
Sia {Xn}n∈Nuna successione di variabili aleatorie in L1 definite su un mede-
simo spazio di probabilità (Ω,H, P ). Fornire una dimostrazione o trovare un
controesempio alle seguenti affermazioni.

(a) Se Xn converge in distribuzione ad una distribuzione uniforme su (0, 1)
allora Xn

n
converge in probabilità a zero.

(b) Se Xn converge in distribuzione ad una distribuzione uniforme su (0, 1)
allora Xn

n
converge quasi certamente a zero.

(c) Se Xn converge in distribuzione ad una distribuzione uniforme su (0, 1)
allora Xn

n
converge a zero in L1.
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