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Esercizio 1.
Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti, con le seguenti distribuzioni:
X ~Unif(0,1) e Y ~Unif(0,2). Siano assegnate inoltre le seguenti v.a.

S =min(X,Y)
T = max(X,Y)

(a) Calcolare il supporto del vettore aleatorio di (S,7").(Il supporto qui e il
piu piccolo chiuso di misura 1).

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e di densita della v.a. S.

(c) Calcolare la funzione di ripartizione e di densita della v.a. T.

(d) 11 vettore aleatorio (S,T), ¢ assolutamente continue? Se si calcolarne la
densita, altrimenti dimostrare che non e assolutamente continuo.






Esercizio 2.
Costruire, se esiste, un esempio di successione di variabili aleatorie {X,, },en
indipendenti tali che

e Per ogni n € N si abbia P(X,, > 0) = 1.
. ZnENE[Xn] = +00

e Per quasi ogni w € Q si abbia lim,, o >, Xj(w) < oo.



Esercizio 3.

Supponiamo di eseguire una successioni di lanci di un dado a sei facce regolare
e siano { X, }nen gli esiti dei lanci. (Quindi X,, ~ Unif({1,2,3,4,5,6})).
E possibile a partire dalle {X,,},en definire una viariabile aletoria Y tale
che Y ~ Unif({1,2,3,4,5}). (Indicare esplicitamente la funzione f
tale che Y = f((X,)nen))



Esercizio 4.

(a) Sia {X, }nen una supermartingala positiva. Dimostrare che {X, },en €
tight.

(b) Costruire un esempio di submartingala positiva {Y,, },en che non sia tight.



Esercizio 5. Sia {X, },eny una famiglia di variabili aleatorie i.i.d. con dis-
tribuzione X,, ~ Unif(—1,1). Siano a > 0 e § > 0 parametri e per ogni
n € N sia:

o 1aX1 + 2aX2 + 3aX3 + e + TLaXn

nB

Y, :

Indichiamo infine con {F,},en la filtrazione data da: F,, := o(X3,..., X,,).
(a) Per quali valori di (o, 8) € [0,00) x [0,00) il processo {Y,}n,en € una
martingala?

(b) Calcolare la funzione caratteristica di X,.

(c) Calcolare la funzione caratteristica di Y,.

(d) Supporre a« = 1 e = 3/2 cosa si puo dire della convergenza in dis-
tribuzione di Y,,?

(e) Supporre f = «a + 1 cosa si pud dire del seguente limsup? (sugg.
utilizzare la legge 0-1 di Kolmogorov)

T =limsupY,

n—oo
(f) Supporre > a + 1 cosa si puo dire del seguente lim?

lim Y,

n—oo

(g)* Supporre f = «a + 1/2. Studiare la convergenza in distribuzione di Y,.






Esercizio 6. Sia {X,, },en una successione di variabili aleatorie indipendenti

con distribuzione X,, ~ Poisson(5x). Sia {F,}nen la filtrazione data da:

Fn=0{X1,...,X,}. Siano infine assegnate le variabili aleatorie:

n Xj
j=1

(a) Dire se {Z,}nen € una martingala, una sottomartingala o una super-
martingala. (con dimostrazione o controesempi.)

(b) Calcolare la funzione caratteristica di X,, e Z,,.

(c) Studiare la convergenza in distribuzione, in probabilita in L” e quasi certa

dl {Zn }NEN .
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