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Esercizio 1.
Sia (Ω,A, P ) uno spazio di probabilità. Consideriamo su (Ω,A, P ) le seguenti

variabili aleatorie: T , T̃ , W , W̃ , {Xn}n∈N, {Yn}n∈N, X e Y . Supponiamo
inoltre che:

T = T̃ q.c. W = W̃ q.c.

Xn
Prob−−−→
n→∞

X Yn
Prob−−−→
n→∞

Y

(a) Dimostrare che se T è indipendente da W allora T̃ è indipendente da W̃ .
(b) Dimostrare che se {Xn}n∈N è indipendente da {Yn}n∈N allora X è in-
dipendente da Y .
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Esercizio 2.
Siano {Xn,k}n,k∈N una famiglia di variabili aleatorie bernoulliane indipendenti
con coefficienti pn,k. Per ogni n, k in N siano inoltre assegnate le seguenti
variabili:

Tn,k := Xn,1 + . . . + Xn,k

Sn :=
∑
kinN

Xn,k

supponiamo infine che valgano le seguenti ipotesi:
(i) Per ogni n, k ∈ N vale P (Xn,k = 1) < 1

n
.

(ii) Per ogni n ∈ N vale E[Sn] = 1.

(a) Fissato n ∈ N studiare la convergenza di Tn,k per k che tende all’infinito.
(b) Cosa si può dire della funzione caratteristica di Sn?
(c)* Facoltativo. Studiare la convergenza in distribuzione di {Sn}n∈N per n
che tende all’infinito
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Esercizio 3.
Siano {Xn}n∈N e {Yn}n∈N variabili aleatorie indipendenti con le seguenti dis-
tribuzioni:

Xn ∼ Poisson(n) Yn ∼ Unif((0, 1))

consideriamo le seguenti variabili aleatorie:

Zn :=
Y1 + Y2 + . . . + Yn

n

Tn :=

{
Y1+Y2+...+Yn

Xn
se Xn 6= 0

1 se Xn = 0

Wn :=
Y1 + Y2 + . . . + YXn

n

(a) Cosa si può dire della convergenza {Zn}n∈N per n che tende all’infinito?

(b) Calcolare il seguente limite: limn→∞ P (n − n
2
3 ≤ Xn ≤ n + n

2
3 ). (sugg.

usare la dis. di Chebyshev)
(c) Studiare la convergenza in distribuzione ed in probabilità di {Tn}n∈N.
(Sugg. può essere utile considerare il rapporto Zn

Tn
.

(d) Studiare la convergenza in distribuzione ed in probabilità di {Wn}n∈N.
(Sugg. può essere utile considerare la differenza Zn −Wn.
(e)* Facoltativo. Studiare la convergenza quasi certa di {Tn}n∈N o {Wn}n∈N.
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