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Esercizio 1.
Costruire, se esiste, un esempio con le seguenti proprieta

1. {F.}nen filtrazione
2. {X, }nen supermartingala

3. P(Xpi1 > Xp) > P(Xn > Xn1) >0 VneN

Svolgimento

Ci sono tantissimi modi per costruire ’esempio richiesto.

Un’idea puo essere quella di costruire la supermartingala come somma di
variabili aleatorie indipendenti a media non positiva. Siano:

{Y,}nen variabili aleatorie i.i.d.

Fni=0Y1,...,Y,) Vn € N
X, =Y+...4+Y, vneN

La proprieta {F,},en filtrazione e soddisfatta per costruzione. Mentre la
seconda e la terza proprieta diventano:

E[Y,] <0

P(Y,>0)>P(Y,<0)>0

Una possibile distribuzione delle v.a. Y,, che soddisfa le proprieta precedenti
e P(Y,=1)= % e P(Y, =—-10) = % con E[Y,] :—%



Esercizio 2.

Sia (2, H, P) uno spazio di probabilita

Sia {Fy, }nen una filtrazione con F,, C H per ogni n.
Sia { X, }nen una martingala rispetto ad {F, }nen
Sia A :={A € H|P(A) = 0 oppure P(A) = 1}.

Sia G, := o{A, F,} per ogni n.

Sia infine H,, := o(Xj, ..., X,) per ogni n.

(a) Dimostrare che A ¢ una o-algebre.
(b) Dlmostrare che per ogni n € N e per ogni A € G, esiste B € F,, tale che
B(

AAB) =
(c) Dlmostrare che {G, }nen € una filtrazione.
(d) Dimostrare che {X,,},en € una martingala rispetto ad {G, }nen
(e) Dimostrare che {X,, },en € una martingala rispetto ad {H,, }nen

Svolgimento
(a) Occorre mostrare tre cose

e cA
e Ac Aimplica A€ A

e A, € A per ogni n implica U, A, € A

P(0) = 0 implica ) € A

— A°c A

P(A) = P(A%) =1
AEAimplica{ (4) f = I

oppure P(A) = = P(A°) =0

~— —

A, e AVn —
N 0 Vn P(A,) =0 = P(U,4,)
oppure In P(4Az) =1 = P(U,A,)

0
) - U,Ac A

(b) Sia n fissato. Poiché G, := o{A, F,} sara sufficiente dimostrare che la
famiglia di eventi che soddisfano la proprieta richiesta contiene A ed F, ed
e una o-algebra.

B:={A€g,|3B € F, tc. P(AAB) =0}
e 3 contiene F,,: ovvio.

e B contiene A:

Ae A —s o P(A) :10 allora con B = () si ha P(AAB) =0

oppure P(A) = allora con B = Q si ha P(AAB) =

[\



e 3 ¢ una o-algebra:

i) e ACB

(ii) Sia A € A allora esiste B € B tale che P(AAB) =0
B¢ € B, poiché (A°AB°) = AAB allora P(A°AB¢) = 0 dunque
Ace B

(iii) Sia A, € B allora esiste B, € F,, con P(A,AB,) =0
posto A := UpenAp € B := UpenB,, si ha AAB C Upen (A,AB,)
quindi per la subadditivita P(AAB) <)~ P(A,AB,) =0

neN

(c) Poiché F,, C F,41 allora G, € una o-algebra che contiene F,, e A quindi

gn+1 D gn
(d)

e G, DO F, — X, e G, misurabile.
e E[|X,|] < 400 perché {X, },en & una martingala rispetto a {F, }nen-

e Occorre mostrare che E[X,,11|G,] = X,

Metodo 1: E[X,,11|G,] = E[X,11]|0(Fn, A)]. Poiché gli elementi di A
hanno probabilita 0 o 1, allora sono indipendenti da qualunque altro
evento dunque A ¢ indipendente da (G, X, 4+1) allora per un risultato
visto a lezione vale: E[X,, ;1|0 (F,, A)] = E[X,11|Fn] = X,

Metodo 2: dimostreremo che E[X,,1|G,] = X,, applicando la definizione
di speranza condizionale.

— X, ¢ F, misurabile ed in L' perché {X,},en ¢ una martingala
rispetto a {F, }nen-

— per ogni A € G, esiste B € F, tale che P(AAB) = 0 allora vale:
E[1aX,11] = E[1pX,11] = E[15X,] = E[14X,)]

(e)
e X, ¢ H, misurabile per costruzione.
e E[|X,|] < 400 perché {X, },en € una martingala rispetto a {F, }nen-
o E[Xyi1|Hn] = EE[X,1| Fl|Hal = E[Xu|Ha) = X,



Esercizio 3.

Sia {X,, }nen una famiglia di variabili aleatorie indipendenti su uno spazio
di probabilita (2, H, P). Assumiamo che per ogni n € N e per ogni w € )
si abbia X, (w) € (n,2n) con distribuzione X,, ~ Unif(n,2n). Sia {F,}nen
la filtrazione naturale definita da: F,, := o(Xj,...,X,). Definiamo infine le
seguenti variabili aleatorie:

7, := inf{n € N|X,, € [10,20]}

1, := sup{n € N|X,, € [10,20]}

73 := inf{n € N|X,,,1 € [10,20]}
74 :=sup{n > 10| X,,_10 € [10,20]}

a) 71 € un tempo di arresto?
b) 72 € un tempo di arresto?
¢) 73 € un tempo di arresto?
d) 74 € un tempo di arresto?

(
(
(
(

Svolgimento
Innanzitutto osserviamo che:

Xio(w) € [10,20] Vw € Q

Yn <5 X, (w) ¢ [10,20] Vw € Q

Vn>20 X,(w)€[10,200 VweQ
Vne{6,...,9,11,...,19}  P(X, (w) € [10,20]) € (0,1)

da cul si ottiene:

11(w) € {6,...,10} Yw € Q
T(w) € {10,...,19} Yw € Q
m3(w) € {5,...,9} Yw € Q
1(w) € {20,...,29} Yw €

(a) 7 € un tempo di arresto infatti:
{m=n}={X; ¢[10,20]} N...N X, 1 ¢ [10,20]} N {X,, € [10,20]} € F,

(b) 7 non ¢ un tempo di arresto infatti:

{m =10} = {X4; ¢ [10,20]} N ... N{ X9 ¢ [10,20]}

dunque {5 = 10} € o{X11,..., X190} ed & indipendente da F;0 e vale P(rp, =
10) € (0,1). {m = 10} non puod appartenere a Fiy perché se per assurdo
appartenesse a JFg allora sarebbe indipendente da se stesso e dovrebbe avere
probabilita 0 o 1.



(c) 73 non ¢ un tempo di arresto infatti:

{3 = 5} = {Xs € [10,20]} € o(Xg). Dunque 'evento {73 = 5} & indipen-
dente da Fs e vale P(m3 = 5) € (0,1). Se per assurdo {73 = 5} appartenesse
F5 allora sarebbe indipendente da se stesso e dovrebbe avere probabilita 0 o
1 mentre sappiamo che P(13 = 5) € (0,1).

(d) 74 € un tempo di arresto infatti:

La variabile 74 puo essere determinata dalle variabili X4, ..., X9 quindi 74
¢ F19 misurabili.

Per n <19 vale {7y, =n} =0 € F,

Per n > 19 poiché 4, & Fyg allora {7y =n} € Fi9g C F,



Esercizio 4.

Sia {X,, }nen sia una famiglia di variabili aleatorie indipendenti a valori in
{—1,41} (ovvero: Vw € @ X,(w) € {—1,+1}). Per ogni n > 1 assumiamo
le seguenti ipotesi e definizioni:

1 1
PX,=-1)=— P(X 1 11— —
( ) =35, ( +1) 52
Y, =X Xy X,
Xla . 7X )
lim Y, (w se il limite esiste
Yw e Q n—00
altrimenti
Zn E[T|F,]

(a) Dimostrare che per ogni n € N la g-algebra F, ha esattamente 22"
elementi.

(b) Dimostrare che I'unico evento di F,, con probabilita zero ¢ 'insieme vuoto.
(¢) {X,}nen € una martingala rispetto a {F, }nen?

(d) {Yy}nen € una supermartingala rispetto a {F;, }nen?

(e) Studiare la convergenza in distribuzione, in probabilita, quasi certa ed in
LP di {X, }nen.

(f) Studiare la convergenza in distribuzione, in probabilita, quasi certa ed in
L7 di {V, }oen.

(g) Scrivere la dimostrazione che {Z,},en € una martingala.

(h) Dimostrare che per ogni n esiste una funzione f, : {—1,41} — R tale
che Z,, = fu.(Yn)-



Esercizio 5.

Sia (X, Y') un vettore aleatorio assolutamente continuo. Con supporto sull’insieme
D

D:={(z,y) ER*0<y<1—2?}

e funzione di densita fix y)

| alz| se (z,y) € D
T (@.y) = { 0 altrimenti
Siano inoltre assegnate le v.a. S := ﬁy el =Y.
a) Calcolare a.
b) Calcolare funzione di densita e di ripartizione della variabili aleatoria X.
c¢) Calcolare funzione di densita e di ripartizione della variabili aleatoria Y.
d) Calcolare E [{25]

e) Determinare il supporto del vettore aleatorio (S5, 7).
f) Calcolare la densita f(s7) del vettore aleatorio (5,7
g) Le variabili aleatorie S e T sono indipendenti. Giustificare la risposta.
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