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Esercizio 1.
Sia {X,, },>1 una successione di variabili aleatorie indipendenti supponiamo

inoltre: |
X, ~ Geom (p = §)

Y, = X — Xnit
Z, =Y,

(a) Studiare la convergenza in distribuzione, in probabilita e quasi certa di
Z, per n che tende all’infinito.

(Per la distribizione geometrica vale P(X, =k)=p(l —p)k~! per
ogni k£ >1 intero)

Svolgimento
Osserviamo prima di tutto che la probabilita che Y, sia uguale a zero ¢
positiva e non dipende da n:

P(Y,=0)=> P(Xp=kXy1=k>PX,=1,X,;1=1)=p">0

k=1

Volendo la probabilita P(Y,, = 0) si puo anche calcolare in maniera esatta
(ma non & necessario):

P(Y,=0)= ZP(Xn =k, Xy = k) = Zp2(1 _p)2(k71) _
k=1 k=1
2 00
b Nk P 1
= 1-— - ==
(1—p)2;(( p)) 2_p 5

Le variabili {Y; },, pari sono indipendenti e vale . P(Y,, = 0) = oo quindi
per il secondo lemma di Borel Cantelli per quasi ogni w € € esiste 7 tale che
Yz (w) = 0 quindi per ogni n > n vale Z,,(w) = 0 quindi lim,, Z,(w) = 0. In
conclusione allora vale:

Zn q.c. 0

n—o0



Esercizio 2.
Siano { X, },>1 € {Yn}n>1 variabili aleatorie indipendenti. Supponiamo:

X, ~ Esp(\,) P(Y,=-1)=P(Y, =+1) ==
Z. =X,-Y,
T, = sz
k=n

con \2 = nlogn

(a) Calcolare media e varianza di Z,.
(b) Calcolare media e varianza di T}, e il limite lim,,_,o, Var(T},).

(c) Calcolare le funzioni caratteristiche di Z,, e T,,. (Per T,, basta la produttoria)
(d)* La successione T,, converge in distribuzione? Se si, a quale distribuzione
converge.

Suggerimenti utili:

(Se S~ Esp(\) allora E[S] =1, Var[S] =%, ¢s(t) =2

(f xlolgzdx = log(log(z)) + )

(1% =1—xz—o(x)), log(lﬂ) —x 4 o(x))
(Se S ~ N(u,0?) allora ¢g(t) = e~ 22)

Svolgimento
(@Ewﬁ:EwﬁH:EumEm4:§,ozo
VAR[Z,) = E[Z}] - (E[Z,])* = E[XJIE[Y;}] — 0 = (VAR[X,] + (E[X,])*) - 1
VAR|Z,] = )\% - nloZ(n)
(b) E[T,] = 30 E[Z] = 0
VAR[T,] =7 VAR[Z]
L
VAR|T,] = k; N 2 Flog(h)

Per calcolare il limite possiamo stimare la somma con 'integrale:

2

n2+1 2 n 2
/ dr < VAR[T,] < / dz (1)

xlog(z) n—1 2 log(z)

L’integrale tra n e n? si calcola facilmente:

2

/nn x102<x>d$ — 2 (log(2) + log(log(n)) — log(log(n))) = 2log(2)




La disequazione (1) diventa:

n?+1

dx

n 2
2log(2 < VAR|T,] < 2log(2
0g(2) + /n2 xlog(x)dx < VARIT,] < 2log(2) + /n_l xlog(x)

I due integrale nell’equazione precedente tendono evidentemente a zero e
dunque per il teorema dei due carabinieri si ha:

lim VAR[T,] = 2log(2)

n—oo

(c)

0z, (t) = E[eitXnYn] =E[ly, _ eftXnYn o IYn:_leitXnYn] _

n=

= E[ly, =" + Iy,—1e7"*"] == E[Iy, | |E["*"] + E[Iy, =1 |E[e™"*"] =
0 o (e L (A
TP W AT = o N, it N, — it
oA 1
T2 2 2
)\" t1 L+ nlog(n)

2 1
e ()
L+ klog(k)

(d) Vogliamo utilizzare il teorema di Lévy. Occorre calcolare il limite lim o, (%).

Sia t # 0.

) 1 il 10g<1+1t2)
lim oz (t) = lim II}_, ol lim e Flog(®) ) —

n—o0 n—oo

% log (k)

n2 t2 t2
= lim e k= mﬂ(m) _ o t?log(2)
n—oo

nell’ultima uguaglianza ¢ stato utilizzato lim,, ZZ; m = log(2) ottenuto
in maniera analoga a quanto fatto nella parte finale del quesito (b). ( La
funzione o detta ” o piccola” utilizzato nell’ultima equazione precedente e
una funzione tale lim,_,q % = 0 ed ¢ la stessa funzione in tutti gli addenti
della sommatoria.)



Esercizio 3.
Sia {X,, }n>1 una successione di variabili aleatorie indipendenti supponiamo

inoltre: |
X, ~ G ——
eom ( 3)
Zn = Z:le

T, ::’\I/Z

(a) Studiare la convergenza in distribuzione, in probabilita e quasi certa di
T, per n che tende all’infinito.
(Sugg: per a € (0,1) vale Y oo aflog(k) = Cy < o0 )

Svolgimento

1 log(X7)+log(Xg)+---+log(Xn)

Tn = (Xl . X2 e Xn); — elog(Xl.X2 ..... X,)7n — e 2

Sia Y, :=log(X,) e W, := W cosicch e:

Y1+Yo+---+Yn w.
T, =e n =e’"

Le variabili {Y}, },en sono i.i.d. e vale

E[Y,] = E[log(X Zlog —p)Ft = . pr’lp < 00

k>1

Per la legge forte dei grandi numeri allora vale

infine poiché I'esponenziale ¢ una funzione continua allora vale:

q.c. rPC1-p
T—>61P

n—oo



