Essercizi di Calcolo delle Probabilita
Foglio 3

David Barbato

Esercizio 1. (36-ese-2010 s)
Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita:

o =1 (25) 8

Dove D = {(z,y) eR?*: |z —1] <1, l[y—2| <2}

(a) Calcolare «.

(b) Calcolare le funzioni di densita e le funzioni di ripartizione delle variabili
marginali X eY .

(c) Calcolare P(X +Y > 1) eP(X +Y > 1|Y < 1).

(d) Calcolare la funzione di ripartizione del vettore (X,Y).

Sia S=X+Y eT=Y.

(e) Calcolare la densita congiunta del vettore (S, T).

(f) Le variabili X eY sono indipendenti? Le variabili S e T sono indipen-
denti?

Esercizio 2. (39-ese-2010 s)
Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita continua fixy):

f(X,Y)(%?J) _ { 3(238 y+1) Ei:z; ; g

Dove D = {(z,y) e R? : |z| < 1,]y — 1| < 1}.

(a) Calcolare .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali
XeY.

(¢) Calcolare la covarianza cov(X,Y).

(d) Sia S = é e sia T' =Y. Calcolare il supporto e la densita del vettore

aleatorio (S,T).

Esercizio 3. (02-04-2011 s)
Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita fixyy:

foxewy(@,y) = ae” @) y(zy) € R

Sia S=X+YesiaT=X-Y.
(a) Calcolare la densita congiunta del vettore (S,T).
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(b) Calcolare la funzione di densita fs. (Pud essere utile l’uguaglian-
za: fj;o e dy = Vi)

(¢) Calcolare la funzione di densita fr.

(d) Quanto vale a?

(e) Le variabili aleatorie S e T' sono indipendenti?

(f) Quali sono le distribuzioni di S e T? (Indicare solo % nome delle
distribuzioni e © loro parametri.)

(g9) Qual é la distribuzione di X ¢ (Esprimere X in funzione di S e T)

Esercizio 4.

Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti. Supponiamo che Y abbia
distribuzione uniforme Y ~ Unif(0,%), mentre X sia assolutamente con-
tinua con densita:

0 altriments

f(:c)—{ oz sex € (0,1)

Siano inoltre assegnate le variabili S e T’

S =X -sin(Y)
T:=X-cos(Y)

(a) Calcolare o. Calcolare la funzione di densita congiunta fix y).
(b) Calcolare il supporto in R* di (S,T) e rappresentarlo in un grafico.
(c¢) Calcolare la densita del vettore aleatorio (S, T).

Esercizio 5.

Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti con distribuziont X ~
Unif(0,4) eY ~Unif(0,2), sia Z:=X+Y.

(a) Calcolare la funzione di densita del vettore aleatorio (X,Y).

(b) Calcolare la probabilita P(X +Y > 2).

(c¢) Calcolare la probabilita condizionata P(X > 1|X +Y > 2).

(d) Calcolare la funzione di densita della variabile aleatoria Z.

Esercizio 6.
Siano X e Y due wvariabili aleatorie indipendenti con distribuzioni X ~

exp(A = 3) e Y ~ Unif(—=3%,%). Siano inoltre assegnate le v.a. S e T
nel sequente modo:

S = vX cos(Y)
T := VX sin(Y)

(a) Calcolare la funzione di densita del vettore aleatorio (X,Y).



(b) Calcolare il supporto e la densita del vettore aleatorio (S,T).
(¢) Le variabili aleatorie S e T sono indipendenti? A quale distribuzione
appartiene la v.a. T?

Esercizio 7.
Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita continua f(xy):

e ={§ (55

Dove D = {(z,y) € R? : |2* + y*| < 1}.

(a) Calcolare la funzione di densita delle variabili marginali X eY.

(b) Calcolare E[X], E[Y], E[XY] € la covarianza cov(X,Y). (Sugg: sfruttare
dove possibile le proprietd dell’integrale di funzioni dispari.)
(¢) Le variabili aleatorie X €Y sono indipendenti? Giustificare la risposta.

(d) Sia S =X e siaT = \/%7 Calcolare il supporto e la densita del vettore
aleatorio (S,T). Eseguire un disegno del supporto di (S,T)).

Soluzioni

Esercizio 1

Figure 1: Supporto D



Il supporto D (figura 1) ha una forma rettangolare, esplicitando i moduli
all’interno della definizione siha —1 <z —-1<1le -2 <y —2 < 2 e dunque

D={(r,y) eR*: 0<a<2 0<y<4}
(a) Si puo calcolare « risolvendo I'uguaglianza
/ fo(@,y) dedy =1
R2

[ foxy(x,y) dedy = [[, ay dedy = - i[5y dedy =

4 2 |v =
y=
Quindi si ha a = L.
(b) . ¢ (0,2)
- 0 T 0,2
4 2 |y=4
1
/O‘ydyzay— —a-8=3
0 y=0 ’
Dunque
2 o 1
aydy = a|yz| g = a2y = éy
0
Dunque
fr(y) { ly ye(0,4)
t 0 t<0
:/ fx(z) dv = ftldx t€(0,2)
o t>2
0 t<0
1 t>2



¢ 0 t<0
Fy (t) =/ Fr)dy=19 Jysudy te(0,4)
o .

t>4
0 t<o0
Fy(t)=< &£t* te€(0,4)
1 t>4

Figure 2: Regioni A e B

(c) Passando al complementare si ha P(X +Y > 1) =1-P(X+Y <1).
Siano A e B le due regioni indicate nella figura 2.

P(X+Y§1):P((X,Y)EA):/l/l_xozy dy dv —

2

1 y=1l-z 1 2
1-2
:/ ol d:z:':/a#”dx:
0 2 |,—0 0 2
o 22 2B« 1 1
=—|v -2+ —+ =—(1-14=] ==
2" T T TR, 2( +3) 96
Dunque
P(X-I—Y>1)—1—P(X—|—Y<1)—1—1—95
- -7 96 96



PH{X+Y >1}n{Y <1})
P(Y <1)
P((X,Y) e B)
P(Y <1)

PHY <1}\{X+Y <1})
P(Y <1)
PY<1)—P(X+Y <1)
P(Y <1)

PX+Y>1Y <1) =

1 1
_HY<D:FHU216 _HX+Y§1y:%
L_ 1

T 5
P(X+Y>1|Y<1):16196:6
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(d) Per calcolare Fix y)(z,y) distinguiamo due casi (z,y) ¢ D e (z,y) € D.
Se (z,y) ¢ D allora vale almeno una delle seguenti 4 condizioni z < 0, y < 0,
x> 2ey>4. Perle quali si ha:

Fixyy(z,y) =0 x <0
Fixy)(z,y) =0 y <0
Fixyy(z,y) = Fy(y) x> 2
Fixyy(z,y) = Fx(x) y >4

Resta da considerare il caso (z,y) € D. Per (z,y) € D si ha:

Yy rx Yy
Fixyy(z,y) = / / at ds dt = / atx dt =
0 Jo 0

(e) Sia g(z,y) = (x + vy, y) e calcoliamone l'inversa h(s,t) = g~ '(s,t).

2 |t=Yy

ar—

axy®?  xy?

2 32

t=0

S=X+Y X+T=S X=5-T
{T:Y <:>{Y:T <:>{sz (1)

dunque si ha h(s,t) = (s —t,t).

Sia Dy il supporto del vettore aleatorio (S,T).

Dai vincolisu X e Y: 0 < X <2e0 <Y <4 utilizzando le equazioni (1) si

ha:

S—T>0 T<S

{O<S—T<2<:> S—T<2<$ T>8-2
0<T <4 T>0 T>0
T <4 T <4



Figure 3: Supporto D,

Dunque il supporto D (figura 3) di (S,T') ¢ dato da Dy = {(s,t) € R* : t <
s,t>s—2,t>0,t<4}e
P((S,T) € Dy) = 1. Calcoliamo ora la matrice iacobiana di h.

oxX  9X

Os ot 1 —1
Jh(37t) - oy oy - ( 0 1 )

Os ot
|det(Jn)| =1
Allora per (s,t) € Dy si ha:

f(S,T)(Sa t) = f(Xy)(h(s,t)) . |d6t(Jh)| = f(Xy)(S — t,t) . 1 = ot
(f) Affinché X e Y siano indipendenti occorre e basta che valga l'uguaglianza

Fixyy(z,y) = Fx(x) - Fy(y) per ogni (z,y) € D. Supponiamo (z,y) € D
cioe 0 <z <2e0<y<4allora si ha

1
Fx(z) = 3%

1
v(y) = E?ﬁ



1 1

Fi(a) - Fr(y) = o oy = 2
Le variabili aleatorie S e T" non sono indipendenti infatti il supporto di (S, T")
¢ un parallelogrammo mentre se fossero indipendenti il supporto di (S,7)
dovrebbe essere il prodotto dei supporti di S e T e quindi dovrebbe essere
un rettangolo.
E possibile mostrare la non indipendenza di S e T" anche osservando che sul
quadrato Q@ = {(s,t) ER?*: 0 <z <2, 2<y<4}siha
P(Q) =0, dunque

= F(X,Y)(z,y)

PO<X<22<Y<4)=0
mentre P(0 < X <2)>0e P(2<Y <4) >0, implica

PO<X<2)-P2<Y<4)>0
e dunque

PO<X<22<Y<4)#P0<X<2)-P2<Y <4)

Esercizio 2
(a) Si puo calcolare « risolvendo 1'uguaglianza

/ , f(X,Y)(iU,y) drdy =1

/ faxr) (2, y) dydx—// (22%y + 1)dydzr =
R2
2y? =
=a- //Qxy—l-ldyd:v—a /[2—2 —i—y] dxr =
—1 y=0

3 1
8 20
=«- /4:E +2dr=a- {4—4—233] :a(—+4):—a
1 3 . 3 3

Quindi si ha o = %.

(b) Denotiamo con fy e fy le densita di X e Y e con Fx e Fy le rispettive
funzioni di ripartizione.

—+00

Ix(z) = f(X,Y)(%y) dy

Per x ¢ (—1,1) si ha fy(x f fxn(z,y) dy—f+000dy—0
Per x € (—1,1) invece

—+00

fx(z) = faxv) (@, y) dy = /0 a2’y +1) dy =

—00
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Dunque

Si procede in maniera analoga per fy
“+o0o

fr(y) = foeyy(z,y) dx

—00

Per y ¢ (0,2) siha fy(y) = [72 fxyy(a,y) do = [[0de =0
Per y € (0,2) invece

+o0 1
fr(y) = foxwny (@, y) doe = /_ a(2r?y + 1) do =

=1
4
—alZy+2

pn={ 0y 1202

a(3y+2) ye(0,2)

Per calcolare le funzioni di ripartizioni possiamo integrare fx e fy.

3

i
22+
3T

=«

Dunque

Fx(a) = /a fx(x) dx
Per a < —1siha Fx(a) = [*_ fix)(z) do=["_0ds=0

Per a > 1siha Fx(a) =P(X <a)=1
Per —1 < a < 1 invece

FX(a):/_;fX(:U) dz::/:@(4a:2—|—2) dz =

4 e 10 4
=« §x3+2:r . :a(§+§a3—l—2a>
Dunque
0 r<-—1
Fx(z)=¢ a(R+3d*+2ad) -1<z<1
1 z>1



si procede in maniera analogo per Fy ottenendo:

0 b<0
Fy(b) =3 a(3v*+2b) 0<b<2
1 b>2

(c) Utilizziamo 'uguaglianza cov(X,Y) = E[XY| — E[X] - E[Y] risolvendo:

+0o0

Mm:/ v fxl(r) de

o

1 ) 24 xzwzl
— [ ra(a?+2) de=a|Z 25| =0
/_lx&(x+):1: @{4+2]

ED@==/Tmy-ﬁ%wcw

o0

2 4 4 2 ,1v? 68
g . — 2 d o —3 —2 o R
/Uya<3y—l—) x a{gy —|—2y} ag

y=0

E[XY] = //2 e’ - f(X,Y)(ﬂ%Z/) dydx =
R
2 pl
:/ / xy-oz(Q
0 J-1
2 x4y2 2%y =1
/0 O'/|: 4 + 2 :|x—1 Y 0

cov(X,Y) =E[XY] - E[X]-E[Y] =0

z2y + 1) dxdy =
2,1%=

Quindi

(d) Prima di tutto invertiamo il sistema,

S=3 [ X=8y _[X=5T
Y =T Y =T

Calcoliamo il supporto Dy delle variabili aleatorie (S, 7).

|1 X| <1 |ST| < 1 -1<85T <1
{|Y—1\<1 {|T—1]<1 {—1<T—1<1
ST > -1 S>—7
ST<1 S<z o J0<T<2
T>0 T>0 —2<S<%
T <2 T<2
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Dunque Dy = {(s,t) e R?: 0 <t <2,—1 < s < 1}
Calcoliamo ora la matrice Iacobiana.

(£5)-( 1)

9s
I1 determinante della matrice Iacobiana ¢ ¢ e dunque per la densita di (S, 7T)
si ha:

se (s,t) ¢ Dy, fism)(s,t) =0
se invece (s,t) € Dy

fism(s,t) = fixy)(st,t) - [t| = a(28’tt + 1)t = a(2s*t* + 1)

Esercizio 3
(a) Ricaviamo X e Y in funzione di S e T

X = ST dx dy 1 1 1
vl e (A AT ) =lee (11 )| -3
2 d dT 2 T2
f(S,T)(S,t) = %@—((¥)2+(¥)2+¥%) = %6—(§s2+it2) V(s,t) € R2
(b)
oo 342 too _142 342
fs(s) = fism (s, t)dt = —e7i e” 1" dt = an/me i

+o0 Yoo [
fr(t) = fism)(s,t)ds = e-it? e 17ds = ay | e it
(8,T) 9 3

—00 o0

(d) Per la positivita delle funzioni di densita deve essere a > 0. Per calcolare
il valore esatto di « e sufficiente porre l'integrale da meno infinito a piu
infinito di una funzione di densita uguale a uno.

too +oo 2 2
fs(s)ds = aﬁ/ e~ ds = 228 V3

= ==
\/§ @ 2

(e) Le variabili X e Y sono indipendenti infatti sostituendo ad « il valore \2/—5
si ottiene facilmente fis7)(s,t) = fs(s)- fr(t) per ogni s e t.

(f) S~ N(0,2), T ~ N(0,2)

(g) Poiché X = %2 S e T sono normali e indipendenti allora anche X &
una distribuzione normale. VAR[X] = $(VAR[S] + VAR[T]) = 2 dunque
X ~N(0,2)
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Esercizio 6
(c) Le variabili aleatorie S e T sono indipendenti e 7'~ N (0, 1).

Esercizio 7

(a)

Frln) = 2V1—-22 ze(-1,1)
0 altrimenti

21—y ye(-11)
Fr(y) = { 0 altrimenti

(b) E[X]=E[Y] =E[XY]| =cov(X,Y) =0

(c) Non sono indipendenti, se fossero indipendenti si dovrebbe avere f(xy) =
fx - fy quasi certamente. Oppure se fossero indipendenti si dovrebbe avere
P(X >0.9,Y >0.9) = P(X > 0.9)P(Y > 0.9) mentre invece si ha P(X >
09)>0,P(Y>09)>0e P(X>09Y >09) =0

(d) Il supporto di (S,7) ¢ il quadrato @ che ha i lati sulle rette z = £1 e
y = £1. La densita e:

1—s2

fane0= {57 (100

R M
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