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Esercizio 1. Siano {X,}hen e X variabili aleatorie. Sia f : R — R una
funzione continua, limitata, strettamente crescente e nulla in zero. Sia infine

Y, = f(X, — X)
(a) Dimostrare che se'Y, 40 allora X, 2% X
n—o0 n—oo

(b) Dimostrare che se X, 2 X allora Y, SN

n—oo n—o0

Esercizio 2. Sia (Q,H, P) uno spazio di probabilita. Sia {a,}nen una suc-
cessione positiva e crescente tale che lim, o a, = 00. Sia {X,}nen una
famiglia di variabili aleatorie identicamente distribuite con distribuzione data
da P(X,, = —1) = P(X,, = +1) = 1. Per ognin € N definiamo le o-algebre:

Fni=0(X,) T, = \/ Fi T =07,

Siano infine {Yy, tnen, {Zntnen € Z assegnate nel sequente modo:

Y, =Xi+...+X,

Zy, =X
7. lim,, oo Zp, se il limite esiste (anche eventualmente infinito)
10 altriments

(a) Dimostrare che Z ¢ T misurabile.

(b) Costruire, se possibile, un modello che soddisfi le ipotesi dell’esercizio e
tale che P(|Z|=T7) =1

(c) Costruire, se possibile, un modello che soddisfi le ipotesi dell’esercizio
tale che le { X, }nen siano indipendenti e P(|Z] = 400) = 1. (Sugg: pud
essere utile il risultato del quesito (a))



Esercizio 3. Siano {p,}nen una successione e p e ¢ numeri tali che per ogni
n si abbia 1 > q > p, > p > 0 e valga il limite lim,,_,o p, = p. Siano {U, }nen
variabili aleatorie i.i.d. con distribuzione uniforme su (0,1) per ogni n siano
infine assegate le sequenti varibili aleatorie:

X = I, <q) Yy i= Lv,<pa} Zn = Iiy,<p)

(a) Quali sono le distribuzioni di X, Y, e Z,? Calcolare media e varianza
di S,, T, e W,.

(b) Cosa si puo dire dei limiti lim,, Sn—” e lim,,_, % ?

(¢) Dimostrare che vale

. T, .. . 1Ty .
g > limsup — > liminf — > p quast certamente
n—oo N n—oo 1

(d) Dimostrare che la somma % converge a p quasi certamente.

Esercizio 4. Sia {X,, }nen una successione di variabili aleatorie indipendenti
e assolutamente continue con densita f, assegnata:

n(l

T Se x>0
N (noz+1)2
Jal@): { 0 altrimenti

Calcolare la funzione di ripartizione di X,,. Al variare di @ € R studi-
are la convergenza della successione {Xp}nen in distribuzione, in proba-
bilita, quasi certa ed in LP. FEventualmente considerare la convergenza in
R = RU{—00,+00}. Considerare separatamente i casi o < —1, a € [—1,0),
a=0,ac(0,1,a >1.

Esercizio 5. Sia { X, }nen una successione di variabili aleatorie i.i.d. asso-
lutamente continue con densita f assegnata:

0 altrimenti

f($)::{2x Se0<z<1

Sia inoltre
Y, :=n%min{Xy,..., X,,}

(a) Calcolare la funzione di ripartizione di Y.
(b) Al variare di o € R studiare la convergenza in distribuzione di {Y, }nen.



