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David Barbato
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Esercizio 1. E’ la notte di San Lorenzo, Alessandra decide di andare a
vedere le stelle cadenti. Osservera il cielo finché non vedra 3 stelle cadenti.
Sia X il tempo che intercorre tra linizio della sua osservazione e l’istante
in cui vede la terza stella cadente. Qual ¢ la distribuzione pit adatta per la
v.a. X ? Perché? (Supporre che % sia il tempo medio necessario per vedere
la prima stella cadente.)

Vettori aleatori discreti.
Sia (X, Y') una vettore aletorio discreto, con densita f allora X e Y sono v.a.
discrete e la loro distribuzione e data da:

PY=y)= Y flzy e PX=z)= > flxy (1
z|f(2,y)>0 y|f(z,y)>0

Esercizio 2. Sia (X,Y') un vettore aleatorio discreto con densita f data da:

2
24 3m

o) = (

n
) Y n,m inter: e positivi

(cio¢ P(X =m,Y =n) = (35=)" ).

2437
(a) Calcolare la distribuzione di X .

(b) A quale distribuzione appartiene X ¢ (Indicare gli eventuali parametri.)

Soluzione: (a) P(X =m) = g% per ogni m intero e positivo. (b) La
v.a. X € una v.a. geometrica di parametro %

Vettori aleatori continui.
Esercizio 3. Sia (X,Y') un vettore aleatorio con densita:

afe®+e") se —1l<zr<1,0<y<2
0 altriments

foo () = {
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(a) Calcolare .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali
XeY.

(c) Calcolare E[e=*].

(d) X eY sono indipendenti?

Esercizio 4. Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita:

a(e®+e) (z,y) €D
faxn (@, y) { 0 (m,z) ¢ D

Dove D ={(z,y) eR?*: 0<z<1, —-1<y<0}

(a) Calcolare .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali
XeY.

(¢) Calcolare P(X +Y < 0).

(d) Calcolare E[eY].

Esercizio 5. Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita continua fix,y):

a(sezz(w) + 20(;33(96)) (l’,y) eD

0 (,y) ¢ D

Dove D = {(z,y) e R*: 0 <a < F,y>1}.

(a) Calcolare a.

(b) Calcolare le funzioni di ripartizione e le densita delle variabili marginali
XeY.

(¢) X eY sono indipendenti?

(d) Calcolare P(X < 1) e P(X < 1Y < 2).

faxv(x,y) = {

Esercizio 6. Sia (X,Y') un vettore aleatorio con densita:

a(%%—xgl?ﬂ) sel<r<21<y<3

0 altrimenti

fo () = {

(a) Calcolare .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali
XeY.

(c¢) Calcolare E[XY].

(d) Calcolare la covarianza cov(X,Y).



Esercizio 7. Sia (X,Y) un vettore aleatorio con densita continua fixy):

e Y

foery(@,y) = { 8‘(7) Eizg ;g

Dove D = {(z,y) e R* : x > 1,y > 1}.

(a) Calcolare .

(b) Calcolare la funzione di ripartizione e la densita delle variabili marginali
XeY.

(¢) Calcolare ]E[Y‘;"—;Q + 1.

(d) Le variabili X e Y sono indipendenti? Quanto vale la

covarianza cov[X,Y]?

Soluzioni

Esercizio 3
(a) Si puo calcolare « risolvendo 1'uguaglianza

/ Jfxy)(z,y) dedy =1
R2

1 pr2
/ / fx(z,y) dedy = / / a(e” + et dydr =
R2 -1Jo

1 2 1
:a/ / e”(1+¢€) dydx:a/ le®(y + ) |Zi(2)dx:
—1Jo -1

1 1
= / 2¢” + e"e* — e*edr = a/ e(e* + 1)dr =
—1 -1
=ale’(e’ +1) zil_l =ale—e N +1)

1
(e—e=1)(e2+1)
(b) Denotiamo con fx e fy le densita di X e Y e con Fx e Fy le rispettive

funzioni di ripartizione.

Quindi si ha a =

—+00

fX(iU) = f(X,Y)(ﬂf,y) dy

—00

Per x ¢ (—1,1) si ha fx(z) = fjozo faxn(z,y) dy = f_Jr;OO dy =0
Per x € (—1,1) invece
+o0 2
fx(r) = fxy)(z,y) dy = / a-e’(1+e') dy =
—00 0
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:a|ex(y—|—ey)|Zz(2):a-e‘”(2+62—1): =

0 r ¢ (—1,1)
fX(ZE) = { er 1 1)

e—e1 T = (_

Dunque

si procede in maniera analoga per fy,

Per y ¢ (0,2) si ha fy(y) = fj;o faxry(z,y) de = fjo‘jjo der =0
Per y € (0,2) invece

+oo 1

fr(y) = f(X,Y)(x,y) dz 2/ a-ef(1+€Y) dx =

s —1
(I1+e)(e—e) 14
(e—el)(e2+1) €241

r=—1 "

=ale®(1+e’) P2 =a- (e —e ) (1+e¥) =

Dunque
_ [0y (0,2)
fY(y> - { i;—_ﬁ y € (072)

Per calcolare le funzioni di ripartizioni possiamo integrare fx e fy.
Fy(z) = / Fals) ds

Per 2 < —1siha Fx(z) = [*_ fix)(s)ds=[* _0ds=0
Per x > 1siha Fx(z) = P(X <z)=1
Per —1 < 2 < 1 invece

T x s rz __ ,—1
&w=[LM@$aL ¢ =t

e—el e—e
0 r<-—1
Fy(z)=q =% -1<az<1
1 rz>1
si procede in maniera analoga per Fy ottenendo:
0 y<0
y_
Fyly) =4 5 0<y<2
1 y > 2

(c)

EVﬂ=/fvwwm=/lﬁ e 2

;. e—et e—e !

(d) X e Y sono indipendenti, basta verificare che fixyy(x,y) = fx(z)- fy(y)
per ogni x e y.



Esercizio 4
(a) Si puo calcolare « risolvendo l'uguaglianza

/ f(X,Y) (xvy) drdy =1
R2

/ fxn(z,y) dydx—// (® + e ¥)dydx = o - //e—ireydyd:r;—

=a- /[ye —ey}z:(i dr = o - /—e +e” 4 et dr =
0

—a-[rle—1)+e] =afe—1+e—e")=2-ale—1)

Quindi si ha a = ﬁ
(b) Denotiamo con fx e fy le densita di X e Y e con Fx e Fy le rispettive

funzioni di ripartizione.

—+00

Ifx(x) = f(X,Y)(f’Cay) dy

Per z ¢ (0,1) si ha fx(2) = [*3 foxy)(z,y) dy =[5 0dy =0
Per z € (0,1) invece

+00 0
fx(z) = fxv) (@, y) dy

ale” + e y) dy =

Dunque

Si procede in maniera analoga per fy

—+00

fr(y) = faxv)(x,y) dx

Per y ¢ (—1,0) si ha fy(y f f(Xy(£E Y) dx—f+000d:15—0
Per y € (—1,0) invece
+oo

frly) = fxy)(@,y) do = /0 a(e” +e7Y) doe =

—0o0

_ r=1 _
—ale"+ze? ||_ =a(-e"+eV +e)



Dunque
0 y ¢ (—1,0)

fr(y) = { ale?+e—1) ye(-1,0)

Per calcolare le funzioni di ripartizioni possiamo integrare fx e fy.

T

Fx(z)= [ fx(s) ds

Per z < 0siha Fx(z) = [T fix)(s)ds=[" _0ds=

Per z > 1 si ha Fx(x) = P(
Per 0 <z < 1 invece
FX(x):/ fx(s) ds:/ ae®+e—1) ds=
—00 0
=ale*+sle—1) |2 =a(z(e—1)+e" —1)

Dunque
0 <0
Fx(z) =<} a(zle—1)4+e"—1) 0<zx<1
1 z>1
si procede in maniera analogo per Fy ottenendo:
0 y<-—1
Fry)=<¢ ale—1)—e¥+2e—-1) -1<y<0
1 y>0

(c) Denotiamo con C' 'insieme dei punti (z,y) di D tali che 24y < 0. Allora

P(X+Y <0)= //C fxv)(z,y) dydw

Al variare di = tra 0 e 1 la disuguaglianza x +y < 0 c¢i da y < —z. Dunque

1 p—x
P(X+Y<O):a-// e’ +e ¥ dydx =
0J-1

si ha:

1 1
:&-/ [yex—e’y}zz:f dx:a~/ —ze® —e" +e" el dr =
0 0

=a-[-we® 4" +ae]y=a(—et+ete—e)=ale—1) 5



(d) Si puo calcolare E[e] risolvendo:

E[e¥] = //R2 e fixvy(@,y) dydx

oppure poiché e¥ dipende solo da Y risolvendo
E[e'] = / e’ - fy(y) dy
R

[lustriamo la risoluzione del primo integrale (il piu difficile).

1 p0
01 ot o [ [
1

1
:a-/[e“y—l—y]yzo dx:a-/em—ex1+1dx:
0 0

y=-1

-1
= - [ex—ew*1+x](l):a(e—eo—l—l—eOJre’l) :%
Esercizio 5

(a) Per calcolare o bisogna imporre fixy) > 0e [[ fixyydedy = 1.

Per (x,y) € D si ha: sen(z) > 0, cos(z) >0, Y2 > 0e Y? > 0 dunque per
soddisfare la prima condizione sara sufficiente imporre a > 0. Calcoliamo
ora lintegrale [[ fixyydzdy.

3 [too sen(x 2cos(x
// f(X,Y)dCCd?/_/ / a< 2( ) + 3( )) dydxr =
o J1 Yy Yy

—a /O : [‘9(6_”1)9’; + 2(0_0;)(;2) Ejoo dr = a /0 * (sen(z) + cos(z)) di =

= a[—cos(z) + sen(a:)]izog = a—cos (g) + cos(0) + sen (g) — sen(0) =

=a(-0+14+1-0) =2«



Se x ¢ (0,%) allora fx(x) = [0dy =0
Consideriamo il caso = € (0, §) allora:

Felr) = /f(va)dy _ /1+°°a (senQ(a:) n QCos(x)) dy =

Yy Y3

- {Sen(w) e r:m = a(sen(z) + cos(x)) =

Ly ' (—2w

y=1
Dunque
a(sen(z) + cos(x)) x € (0,

e ={ §

fr(y) = | foxw(@,y)de
Se y < 1 allora fy(y) = [0dz =0

Consideriamo il caso y > 1 allora:

&
R
—~
vO
ST
N—

™

e (y) = /f(Xy)dl‘ _ /02 N (senQ(.r) n ZCos(x)> dr —

Y

Q

[—cos(x) N 25671(1:)] 2
y? v oo,
. <—CZSQ(§) N 236;(%) B _CZS(O) B 236n(0)> _

Dunque

Fx(a) = P(X <a) = [ fx(z)dx

Se a < 0 allora Fx(a) = [*_0dz =0
Se a > 7 allora Fx(a) = P(X <a)=1.
Consideriamo il caso a € (0, 5) allora:

Fy(a) = /_ Oo Fe(@)dz = /0 " a(sen(z) + cos(x))dz

= af[—cos(z) + sen(z)]|jdx = a(—cos(a) + sen(a) + cos(0) — sen(0)) =
= a1l — cos(a) + sen(a))



Dunque

0 a<0
Fx(a) =< a(l —cos(a) + sen(a)) ac (0,5)
1 a>3

Fy(b) = P(Y <) f fr(y

Se b <1 allora Fy (b) = f_boo Ody =0
Consideriamo il caso b > 1 allora:

b)Z/_;fy(y)dyz/lba(ijtﬁ)dy:a{_iyjuﬁxdy:

(i) el d8)-

Dunque

(c) Le variabili aleatorie X e Y non sono indipendenti perché la funzione

fx - fy ¢ diversa da fxy).
(d) Prima di tutto sen(1) e cos(1) devono essere calcolati in radianti quindi:

sen(1) = 0.841 cos(1) =0.54
Poiché la v.a. X & assolutamente continua si ha:
P(X<1)=P(X <1)=Fx(1) =a(l —cos(1) 4+ sen(1)) ~ 0.65

P(X <1Y <2)
P(Y <2)

PX <1lY <2)=

P(Y <2) = P(Y <2) = Fy(2) = a<2—%—i):§:0.625

P(X <1,Y <2) / / (Sen 26(;93(‘”)) dydz =
el

= o (R T - T -

—a /0 1 (%sen(x) 4 icos(x)) iz = [—%cas(m) + gsen(x)} _
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1 3 1 3
=« (—Ecos(l) + Zsen(l) + 5003(0) — Zsen(()))

1
=3 (2—2-cos(1)+3-sen(l)) ~0.43

0.43
Esercizio 6
(a)a:mzl.%l
0 x ¢ (1,2)
fx(z) = log(3) | 2
”f()_ 0 v (1.3)
"WET a(F+ ) ve)
(0 <1
Fx(z) =< a(log(i’))—ké—@—#) l<z<?2
L 1 T > 2
(0 y<1
Fy(y) = a(§+—1"g§y)—%) l<y<3
1 y >3

\
(¢) E[XY] = a (2 log(2) + @) ~ 24216
(d) cov(X,Y) ~ 0.00196

Esercizio 7
(a) a=e

mis0-{% 51 me-{0, 13

0 r <1 0 y<1
FX(x):{l—l z>1 Fy(y):{l—el_y y>1

() 1+¢%
(d) X e Y sono indipendenti. cov[X,Y]=0
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