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Esercizio 1 Siano Cy,... C5 le seguenti collezioni di sottinsiemi di R:

Ci :={A CR |A insieme aperto di R }
Cy ={(a,b) | a,b e R}

Cs :={[a,b] | a,b € R}

Cy ={(—o00,¢) | ce R}

Cs ={(—o0,c | ce R}

mostrare che B(R) := o(C;) = 0(Cy) = 0(C3) = 0(C4) = (Cs).

Esercizio 2 Sia (12,4, P) uno spazio di probabilita, sia X una funzione da
Qin R e sia C € P(R). Dimostrare che se per ogni A € C vale X 1(A) € A
allora X ¢ misurabile rispetto alla o-algebra o(C).

Esercizio 3 Siano (2, A, P) un spazio di probabilita e X e X5 due variabili
aleatorie reali su €. Siano X e Y le funzioni definite da:

X(w) := max(X;(w), Xa(w)) Yw € Q)
Y (w) := min(X; (w), Xa(w)) Yw € Q

Dimostrare che X e Y sono variabili aleatorie.

Esercizio 4 Sia (2, A, P) uno spazio di probabilita e sia (X, ),eny una suc-
cessione di variabili aleatorie reali. Supponiamo che le variabili aleatorie
siano equilimitate, cioeé supponiamo che esista una costante M € R tale che
per ogni n € N e per ogni w € ) valga la disuguaglianza |X,(w)| < M.
Consideriamo le seguenti funzioni

Y(w) = sup,{Xn(w)}
Z(w) = inf, {X,(w)}
T(w) := limsup, {X,(w)}
W(w) := liminf, { X, (w)}

Dimostrare che X, Y, W e T sono variabili aleatorie.

Esercizio 5 Sia (2,.A, P) uno spazio di probabilita e sia (X,,),en una suc-
cessione di variabili aleatorie reali su €2. Consideriamo i seguenti sottoinsiemi
di Q:

A :={w € Q |limsup, X, (w) = +oo}

B :={w € Q |liminf, X, (w) = 400}

1



Dimostrare che A e B sono eventi.

Esercizio 6 Siano (€2, A, P) un spazio di probabilita e X; e X5 due variabili
aleatorie reali su 2. Siano X = X; + Xp e Y = X - X, cioe:

X(w) := X1 (w) + Xo(w) Vw € Q
Y(w):=Xj(w) - Xo(w) Yw € Q

Dimostrare che X e Y sono variabili aleatorie.



