Esercitazione del 26/05/2014 seconda parte
Probabilita e Statistica

David Barbato

Esercizi dal libro di testo: 6.9, 6.11, 6.18, 6.19

Esercizio 1. Siano X e Y due variabili aleatorie indipendenti. Supponiamo
inoltre che X abbia una distribuzione bernoulliana di parametro p = % e che
Y abbia invece una distribuzione esponenziale di parametro A = 3. Sia infine
Z=X4+Y eT=X"-Y.

(a) Calcolare il valore atteso di Z e di T.

(b) Calcolare la funzione di ripartizione di Z.

(¢) Calcolare la funzione di ripartizione di T

(d) Calcolare P(Z > 2T).

Esercizio 2. Sia x1 =2, 2o =4, p = % eN= % Siano X1, Xo e X3 tre
variabili aleotorie indipendenti. Sia X v.a. con distribuzione binomaiale di
parametri (3,p). Sia Xy v.a. con P(Xo =x1) =p e P(Xy =23) = 1—p.
Sia X3 v.a. con distribuzione esponenziale di parametro \. Siano infine
T:Xl'XQ'X3 CZ:X2+X3.

(a) Calcolare media e varianza di T

(b) Calcolare E[eX1+X2],

(¢) Calcolare P(Z < 1), P(Z <3) e P(Z <5).

(d) Calcolare Fy.

Esercizio 3. Siano X1, Xo e X3 tre variabili aleatorie indipendenti. Sup-
poniamo inoltre che X, abbia una distribuzione bernoulliana di parametro
p = i che X5 abbia una distribuzione esponenziale di parametro Ay = 2 e
che X3 abbia una distribuzione di Poisson di parametro Ao = 3. Siano infine
T:Xl 'XQ 'X3, Z:Xl +X2+X3 e W :min{Xl,Xg}.

(a) Calcolare il valore atteso e la varianza di T

(b) Calcolare P(Z < 3).

(¢) Calcolare la funzione di ripartizione di W.

(d) Calcolare E[e*?].

Esercizio 4. Siano X, Y e Z tre variabili aleatorie indipendenti. Supponi-
amo X esponenziale di parametro X = 2, Y uniforme sull’intervallo (0, 10),
Z discreta con P(Z = —1) =1, P(Z=0)=1% e P(Z=+1)=1.

(a) Calcolare E[X +Y + Z].

(b) Calcolare E[XY Z].

(c) Calcolare E[Z?].

(d) Calcolare VAR[Z].

(e) Calcolare E[(X + Z)?].

(f) Calcolare E[e?].



(g) Calcolare E[eXT7].

(h) Calcolare P(Y < Z).
(1) Calcolare E[cos(mZ)].
(1) Calcolare P(Y Z > 2).

Esercizio 5. Sia X una v.a. uniforme sull’intervallo (0,2) e sia Y := X2,
Qual ¢ la distribuzione di Y ¢

(a) Qual é il supporto di Y ?

(b) Calcolare la funzione di ripartizione Fy .

(c¢) Calcolare la densita fy.

Esercizio 6. Siano X1, Xs,..., X, v.a. indipendenti con distribuzione uni-

forme sull’intervallo (0,1). Sia W := min{ Xy, Xo,..., Xp}, T := max{ Xy, Xo, ...

eY :=1-=T. Qual é il valore medio di W ¢ E quello di T'?
(a) Calcolare la funzione di ripartizione Fy.

(b) Calcolare la densita fy .

(¢) Calcolare la funzione di ripartizione Fr.

(d) Calcolare la densita fr.

(e) Calcolare il valore atteso E[T].

(f) Calcolare la funzione di ripartizione Fy .

(9) Quanto vale E[W]?

Soluzioni

Esercizio 1

(2) E[Z] =E[X + Y] =EX]+E[Y]=p+5=5+35=3
E[T]=E[X-Y]=E[X]-E[Y]=p-+=21.1=1

Dove la seconda uguaglianza segue dall’indipendenza di X e Y.

(b)

Fy(z) P(Z<z)=P(Z<z,X=0+PZ<z,X=1)
= PX+Y <2, X=0+PX+Y <zX=1)
— PY<2X=0)+P1+Y <zX=1)
— P(Y <5 X=0)+PY<z:-1,X=1)
— P(Y<2) P(X=0)+P(Y<z—1)-P(X =1)
Fy(2) 05+ Fy(z—1)-0.5

Sapendo che Y e esponenziale di parametro 3, si ha
/0 y<0
FY(y)_{ 1_6—3y y>0

e dunque considerando i tre casi, 2 < 0,0<z2<1ez > 1.

0 z <0
Fz(z) =4 05-(1—e?) 0<z<1
05-(1—e)4+05-(1—e3E1) 2>1
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gt) PT<t,X=0)+P(T<tX=1)
Y<2X=0+PX-Y<tX=1)
0§t,X:0)+P(Y§t,X:1)
0<t)-P(X=0)+PY <t)-P(X =1)
t>0)-0.5+ Fy(t)-0.5
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considerando i due casi, t < 0, e t > 0 si ha:

0 t<0
Fr(t) _{ O.5+0.5~(1—e—3t) t>0

P(Z>2T) = P(X+Y >2X.Y)
= P(X+Y>2X -V, X=0+PX+Y >2X Y, X =1)
= PY>0,X=0+P1+Y >2Y,X=1)
= PY>0)-P(X=0+PY <1)-P(X=1)
= 1-05+(1—-¢?)-05
= 1-05-¢7°

Esercizio 2
EXi]=np=3 VAR(X) =np(l-p) =7 E[X}]=3
E[X,] =3 VAR(X,) = 1 E[X2] = 10
E[Xs)=1=2  VAR(Xs) =& =4 E[XZ] =8

Dove E[Xy] =2-P(X =2) +4- P(X = 4) = 3.

E[X2] = 22 P(X = 2) +42- P(X = 4) = 10

VAR(X,) = E[X3] — (E[X/))’ = 1

Mentre per X; e X3 si pud utilizzare la formula E[X?] = (E[X;])?*+ VAR(X).

(a)
E[T] =E[X; - X5 X5] = E[X4] - E[X5] - E[X5] = g 3-2=9

E[T? = E[X? X5 - X2] = E[X]]-E[XJ]-E[X3] =3-10-8 = 240
VAR(T) = E[T?] — (E[T])? = 240 — 81 = 159

E[eX11X2] = E[e™ . eX2] = E[e™] - E[e*?]
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Calcoliamo separatamente E[e*!] E[e*2].

E[eXI]IZQk'P(Xlzk):
k
=" - P(X;=0)+e"-PX;=1)+e* P(X;=2)+e’- P(X; =3) =
1+3e+3e®+¢63
8

E[e®] =) ¢ P(Xy=k)=¢*- P(Xy=2)+¢'- P(Xy=4) =

E[e*] =

e + et
2

E[e*2] =
Dunque
1+3e+3e2+e* e+t
8 2
(¢) Z = Xo+X3. Prima di tutto osserviamo che X5, puo assumere solo i valori
2 e 4 mentre X3 ¢ una v.a. a valori in (0,400) con funzione di ripartizione:

E[eXH-Xz} _

0 <0
FX"”(x)_{ 1l—e™ >0
P(Z<1)=PXo+X3<1) =
—P(X, =2, X, 4+ X3 < 1)+ P(Xy =4, Xo+ X5 < 1) =
= P(Xy=22+X;<1D)+PXo=4,4+X;<1) =
:P<X2:2,X3§—1)+p<X2:4,X3§—3):0

Si procede in maniera analoga per P(Z < 3)
P(Z<3)=P(Xo+ X3 <3) =

= P(Xy=2,Xo+ X3 <3) + P(Xo =4, Xo + X3 < 3) =
=P(X;=22+X;<3)+P(Xo=444+X3<3) =
—P(Xy=2,X;< 1)+ P(Xy=4,X5< 1) =
— P(Xy=2)- P(X3 < 1)+ P(Xy=4)- P(X3 < —1) =
1
= %(1 —e 2 +%-0: 1_26_2
Calcoliamo infine P(Z < '5)

P(Z<5)=P(Xy+ X5 <5) =

= P(Xy=2Xo+ X3 <5)+ P(Xo =4, X+ X3 < 5) =
= P(Xy=22+4X;<5)+P(Xs=4,44 X3 <5) =
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=P(Xy=2X3<3)+ P(Xp=4,X5<1) =
— P(Xy=2)- P(X3 <3)+ P(Xo =4) - P(X5 < 1) =

_3 _1
e 2+e 2

2
(d) Procedendo in maniera analoga a quanto fatto per il punto (c) si ottiene

1 1
= (1~ e 2!y + 5 (11— 2!y =1

0 z <2
Fy(z) = loe 2 2<z<4
1 2 +e 2 2> 4

Esercizio 3

OF

(b) 3(e™® —e™*) ~ 0.0236

0 w <0
(c) Fw(w) =14 1—3(e?) 0<w<1
1 w>1
(d) 2
Esercizio 5
(a) P(Y €(0,4) =1
(b)
0 y <0
Fy(y) =3 2  0<y<A
1 y >4
“ ¢ (0,4)
0 y & (0,4
fY(y) = { ﬁﬂ y € (074)
Esercizio 6
(a)
0 w <0
Fy(w)=< 1-=(1—-w)" 0<w<1
1 w>1



(e) E[T] = 15
(f)
0 y <0
Fy(yy=q 1-(1-y)" 0<y<l1
1 y>1

(g) E’ facile verificare che le v.a. W e Y hanno la stessa distribuzione quindi
EW]=E[Y]=E[1l-T]=1- 2 = -

n+1 n+1



