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1 PRINCIPI DI MASSIMO PER OPERATORI
ELLITTICI DEGENERI

1.1 Principio di Massimo Debole

IDEA : Siano Q C RY aperto e u € C?(Q), se T € & di massimo relativo per u, & noto

{ Du(z) =0,
D?u(z) <0,

che

dove Du := Vu, e D*u := (Ug,4,)i; € A < 0 (risp. > 0) significa che la matrice simmetrica

A ¢ semidefinita negativa (risp. semidefinita positiva). Quindi per ogni b: Q2 — R™ si ha:
—Au(z) + b(z) - D(z) > 0.

Abbiamo provato il seguente risultato:
Lemma 1.1.1 (Principio di Max 1). Se u € C?(Q) soddisfa

—Au+b-Du<0 inf,

allora u non ha massimi relativi interni in Q. In particolare se u € C(Q), Q Iimitato, il
massimo di u é raggiunto su 0f). O

Consideriamo il seguente operatore:

Lu:=— Z Qi jUg,zj +b-Du  in (),
(2]

dove a; ;:Q — R, A(x) := (a; j(x));; € matrice simmetrica e semidefinita positiva.
ESERCIZIO 1 Se A, B sono matrici semidefinite positive allora tr(AB) > 0.

Vale quindi il seguente

Lemma 1.1.2 (Principio di max 2). Sia u € C?(Q) tale che

(1.1) Lu<0 inQ.
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Allora valgono le conclusioni del lemma 1.1.1. O

Cosa possiamo dire se anziche (1.1) vale Lu < 0 oppure
(1.2) Lu+cu<0 in(Q,

per una c: ! — IR?

La prima conclusione dei lemmi 1.1.1 e 1.1.2 non & vera in generale perche le costanti
soddisfano (1.2) se ¢ = 0. Il Principio di Massimo Forte ci dira che, sotto certe ipotesi, le
costanti rappresentano 'unica eccezione. La seconda conclusione dei lemmi 1.1.1 e 1.1.2

implica

(1.3) max u = max 1.
a 09

11 Principio di Massimo Debole ci dira che, sotto qualche ipotesi, (1.2) implica (1.3).
NOTAZIONE: Indichiamo con p(z) il minimo autovalore di A(x).

E noto che
a;j(2)&& > p(@)|Ef?, VEe RN,

Osserviamo che essendo A(z) semidefinita positiva, si ha p(z) > 0, Vo € Q.

Definizione 1.1.1. L ¢ ellittico in Q se p(z) > 0 in Q, L ¢ uniformemente ellittico se

p(x) > po > 01in Q.
Assumeremo le seguenti ipotesi:
(H1) ¢ >0, esiste a € C(Q) tale che per ogni z € 2 :

w(x) > a(x) e (a+c)(x) > 0.

(H2) b limitata, Q limitato.
Osserviamo che (Hy) risulta verificata ad esempio se p € C'(2),¢ >0 e p+ ¢ > 0, oppure

nel caso uniformemente ellittico p(z) > po >0, se ¢ >0

Lemma 1.1.3. Assumiamo (Hy) — (Hs), sia u € C?(Q) N C(Q) tale che

Lu+cu <0 in €
u<0 in 09).

Allora v <0 in Q.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista T € € tale che

u(T) = M = maxu(z) > 0.
Q

Distinguiamo due casi.



1) ¢(Z) > 0 : in questo caso si vede facilmente che
Lu(z) + cu(T) > 0,

il che e assurdo.
2) Supponiamo che ¢ =0 in M := {x € Q: u(x) = M}. Allora, tenendo conto di (H;) e
usando la continuita di o e la compattezza di €, si vede che esistono ag > 0 e § > 0 tali
che

a(z) > ag, in B(M,9).

Si osservi che in B(M,d) V'operatore L risulta uniformemente ellittico e quindi si pud
ripetere il procedimento usato per tali operatori.

Per ogni € > 0 definiamo

ue(x) = u(x) + e’

sup b
con y > P L
%))

Sia z. tale che u.(z.) = maxu.. Usando la compattezza di 2 e la convergenza
Q

uniforme di u. a u si verifica facilmente che esiste una sottosuccessione ¢, \, 0 tale z.

converge ad un punto & € M. Poiche ¢(Z) = 0, esiste § < § tale che per ogni = € B(Z,0) :
a(z) > ap >0, eu(z) > 0.
Fissiamo € = ¢, tale che x. = x., € B(%,6). Si ha:

(0o = 1, + G129
(Ui, = Ussa; + 05,1051672€7,;
Lue = Lu + eve?™ (a1 + b1)
< —eut 1™ (~agy + br).

Per la scelta fatta di v, si vede che Lu. < 0 in B(Z,d) e cid & in contraddizione con il

lemma 1.1.2 essendo x. di massimo per u.. O

Osservazione 1.1.1. L’ipotesi (H;) puo essere indebolita nel seguente modo:
(H1)" ¢ > 0; per ogni T € § tale che ¢(Z) = 0, esistono § > 0, ug > 0 tali che Va € B(%,0) :
a11(z) = po-
Teorema 1.1.1 (Principio di Massimo Debole). Assumiamo (Hy) — (H3). Siano
Q CRY aperto limitato e u € C?(Q) N C(Q). Allora:
(i) se Lu+cu <0 in  si ha

maxu < maxu
O oN

maxu = maxu sec=0;
Q Q



(79) se Lu+ cu > 0 in €, si ha

minu > —maxu_
9] o0
minu = minu sec=0;
Q o

(7i7) se Lu + cu =0 in £, si ha

max |u| = max |ul.
Q o0

Dimostrazione. Supponiamo che valga (i) e che ¢ non sia identicamente nulla. Sia
Vi=U— Hé?zqur. Risulta v <0 su 9Q e Lv+ cv < 0. Dal lemma 1.1.3 segue che v < 0 in

Q. In modo analogo si dimostrano gli altri casi. O

Corollario 1.1.1 (Principio di Confronto). Assumiamo (Hy) — (Hs), siano u,v €
C?(Q) N C(Q) tali che

Lu+cu < Lv+cv in §;
u <o su Of2.
Allora v < v in €.

Dimostrazione. Basta porre w := u — v e applicare il teorema 1.1.1. O

Consideriamo il Problema di Dirichlet

{Lu+cu:f0 in Q;

(DP) U= go su 0f).

Corollario 1.1.2 (Unicita per (DP)). Assumiamo (H;) — (Hs), se esiste u € C?(Q) N

C(§2) soluzione di (DP), allora essa é unica.

Dimostrazione. Applicare il Corollario 1.1.1. O

Corollario 1.1.3 (Dipendenza continua dai dati al bordo). Consideriamo pern > 1

i seguenti problemi di Dirichlet

(DP,) {Lu—l—cu:f in Q;

U= gn su 0f2.

Sia uy, la soluzione di (DP,,), supponiamo che g,, converga uniformemente a go. Allora u,
converge uniformemente alla soluzione uy di (DP).

Dimostrazione. Sia w,, := ug — u,; w, soddisfa

Lw, +cw, =0 in Q;
Wn = 9o — gn su 0f).

Usando la parte (ii¢) del teorema 1.1.1, si trova
mgXlwnl < max [go — gnl,

da cui la conclusione. O



ESERCIZIO 2 (Dipendenza continua dal termine noto) Si consideri

(DP,) {Lu—}—cu:fn in €;

U=y su 0f).

Sia u,, la soluzione di (DP,,), e si supponga che f,, converga uniformemente a fy. Trovare

una condizione per cui u, converga uniformemente a ug.

1.2 Principio di Massimo Forte

In questa sezione assumiamo la seguente ipotesi:
(Hs3) b limitata, 0 < ¢(z) < C, a; ; limitate, pu(z) > po > 0.

Vale il seguente
Lemma 1.2.1 (Hopf-Oleinik ’52). Assumiamo (H3), sia u € C%(Q) tale che

Lu+cu<0 in€,

sia xg € 0S) tale che
i) u continua in g, u(xg) > 0,
i1) u(x) < u(zp), Yo € Q
iii) c’é sfera interna a ) tangente a OS2 in xg, ossia esistonoy € ), R > 0: B(y,R) C
Q, zo € 0B(y, R).

u o — ou
Allora se esiste 8—n(xo), dove n := OR y’ si ha a—n(:vg) > 0.
Dimostrazione. Sia v(z) := e~ *=v" — ¢=R" 5 (0 dove a & una costante da

scegliere opportunamente. Si ha:

Vg, = —2a(x; — yi)e_“‘g”_y|2

(3

—alz—y|?,
)

Vgiz; = [—2a5ij +4a (v — yi)(zj — yj)] e
Lo+ cv = e olwvl [—4a%aij(a; — yi)(x; — y;) + 2005 — 2abi(z; — y;)] + cv
< emolevl® [da?u() |z — yI? + 2a(ai; + blle — y)) + C] .

Si noti che per 0 < p < |z — y|?> < R, esiste a abbastanza grande:

Lv+cv <0, inB(y,R)\B(y,p)

Poiche u(x) — u(zo) < 0 per ogni x € 0B(y, p), esiste € >0 :
wi=u—u(xg)+ev <0, sudB(y,p).

Ma v = 0 su 0B(y, R) e quindi w := u — u(zo) + ev < 0 su 0B(y, R).

Infine si verifica facilmente che
Lw+cw <0, inA:=B(y,R)\Bly,p).
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Applicando il teorema 1.1.1 con 2 = A, si trova w < 0, ossia

u(xg) —u(x) > ev(x).

Posto n(xg) := :UU]; y’ si ha:
ou . u(xg) —u(zo + tn)
o) = lim
8n( 0) t—0- —t
> ¢ lim U(IO + tn) - U(JZ[)) - . ie—a\l‘o—y—l-tm];yF
T t—0— —t dt +—0
2
= 25a7|x0 —yl eyl — 2cqRe™ R > .

[
Teorema 1.2.1 (Principio di Massimo Forte, Hopf 1927). Sia ) aperto connesso

di RY (non necessariamente limitato) e sia u € C?() tale che
Lu+cu<0 in§.

Se u ha massimo assoluto nonnegativo in €}, allora u =cost.

Dimostrazione. Sia M := maxqu > 0 e supponiamo u non costante. Allora
Q7 ={xeQ:ulz)< M} #0.

Sia y € Q7 tale che
R = dist(y,00™) < dist(y, 0%2).

Si ha chiaramente
B(y7 R) noN~ = {xO}

A questo punto possiamo applicare il Lemma di Hopf in 2~ (si vede infatti che risultano

0
verificate le ipotesi di tale lemma). Quindi dovrebbe essere a—u(xo) > 0, mentre si ha
n
ou

—(x0) = 0 essendo xp punto di massimo interno per w. O

On
ESERCIZIO 3 i) Se 9Q € C?, allora ha la proprieta della sfera interna ed esterna.
ii) Dare un esempio di 9Q € C! per cui in almeno un punto non esiste né sfera interna ne

esterna.

APPLICAZIONE: Il Problema di Neumann

% su 0f).

Lu+cu=f in
(NP) { _
on Y

Q C RY aperto di classe C! (= esiste la normale esterna n(zx) in ogni z € 99).
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Ha unicita? Basta verificare se il problema omogeneo

ou
8—n—0 su 0N}

Lu+cu=0 in
(HomN P)
ha solo la soluzione nulla. Questo non ¢ certamente vero se ¢ = 0. Vale pero l'unicita a
meno di costanti:

Teorema 1.2.2. Supponiamo che 9€) abbia la proprieta della sfera interna in ogni punto.

Sia u € C?(2) N C(Q) tale che esiste gz in ogni x € I e soddisfacente (HomN P).
Allora u = cost. Quindi la soluzione di (N P) é unica a meno di una costante. Se inoltre
¢ non é identicamente nulla, allora (N P) ha soluzione unica.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u non sia costante, allora o u 0 —u

ha massimo M > 0, supponiamo sia u. Per il Principio di Massimo Forte v < M in €
e u(xg) = M per qualche zy € 99Q. Dal lemma di Hopf segue che gz(:rg) # 0 contro la
condizione di Neumann.

Se ¢ non ¢ identicamente nulla si vede facilmente che (HomN P) ha solo la soluzione

nulla. O

2 RISOLUBILITA DEL PROBLEMA DI DIRICHLET

2.1. Soluzione dell’equazione di Poisson in una palla

Per risolvere il Problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson in una palla, comin-
ciamo con lo studiare tale problema nel caso che i dati siano polinomi.
Teorema 2.1.1. Se f e g sono polinomi in N variabili, allora esiste un polinomio u che
risolve

Au=f in By := B(0,1),

(DP) {u =g su 0B;.

In particolare u & I'unica soluzione in C?(Q) N C(Q) di (DP).

Dimostrazione. L’'unicita € nota. Sia
P, := {u: RY — R polinomio di grado < n}.

Definiamo 'operatore T' : P,, — P, cosi Tu := A[(1 — |z|?)u]. Osserviamo che T &
iniettivo: se infatti Tu = 0, allora v(z) := (1 — |z|*)u(z) soddisfa Av =0in RY ev =0
su 0B7, quindi per il Principio del Massimo v = 0 in By e percio v = 0 in By. Poiche P,
ha dimensione finita, T" deve essere suriettivo, quindi Vp € P,3u € P,, : Tu = p. Allora

v(z) = (1 — |z|*)u(x) risolve

Av=p inR",
v=20 su 0B,



e il teorema e dimostrato per g = 0. Per g polinomio qualunque risolviamo

Au=f—Ag inRY,
u=20 su@Bl,

e poi consideriamo v = u + ¢: allora
{ Av=f inRY,
v=g su 0B
O
Osservazione 2.1.1. Il metodo si applica a qualunque ellissoide.

Per risolvere (DP) con g € C(RY), f € C2(IRY) o pilt semplicemente f = 0, ap-
prossimiamo g uniformemente con polinomi (Teorema di Stone - Weierstrass) e poi dob-
biamo passare al limite delle corrispondenti soluzioni u,,. La convergenza uniforme segue
dal Principio di Massimo, ma per dimostrare che il limite soddisfa ’equazione, dobbiamo
provare la convergenza anche di Du, e Au,. Lo strumento sara la seguente stima del

gradiente nell’interno, che otteniamo con il metodo di Bernstein.

Lemma 2.1.1. Siano Q C RY aperto limitato, u € C3(IRY), tale che Au = 0 in Q, e
K C Q compatto, allora esiste C = C(K) tale che

(2.1) max [Du| < C'max |u.
K o9

Dimostrazione. Il metodo di Bernstein consiste nell’applicare il Principio di Mas-

simo a Du o ad una opportuna funzione di Du, in questo caso a
w = C?|Du* + \u?,

dove A > 0 e una costante da scegliere opportunamente e ¢ ¢ una funzione cut-off, ossia
¢ e C®(RY), supp¢ € Q, ¢ =1in K.

Il nostro scopo e di far vedere che
—Aw <0 in{,
perche allora dal PdM segue che

maxw < maxw = A maxu?,
a EX9)

inoltre essendo w = |Du|? in K, otteniamo (2.1) con C' = v/\.

Con un po’ di conti si verifica facilmente la seguente relazione

(2.2) Aw = |Du|2A(C2) + 8CCJc7ua:Jlexj

+207 | ul .+t Aug, |+ 2M|Dul® + 2 udu.

i,J



Ricordando che essendo u armonica, lo sono anche le sue derivate parziali e che per ogni
a,b € R vale
2a% + 8ab > —8b°,

ponendo in (2.2) a := Qug,2; € b := (z,u,, siottiene
(2.3) Aw > |Dul? [A(¢?) + 2X = 8|D¢?] .

A questo punto basta scegliere A abbastanza grande in modo che 1'ultimo membro di (2.3)

sia nonnegativo.

NOTAZIONE: Per a := (o ...ay) € NV

N glal
la| == E a;, D% :=
- 0%y ...0%N gy

Corollario 2.1.1. Siano Q C RY limitato, K C Q compatto, a multindice e u €
C?*tlel(Q) tale che Au = 0 in Q. Allora esiste C := C(|al, N, dist(K,0Q)) tale che

max |D%| < C' max |ul.
K o9

Dimostrazione. Supponiamo |a| = 2, (poi si procede per induzione). Sia K’ C Q

compatto tale K C IntK’. Essendo u,, armonica, per il Lemma 2.1.1 si ha

max [Ug,z,;| < CK Ig%gdu%\ < CgCgr I%%X|u|.
A questo punto si puo procedere per induzione. O
Teorema 2.1.2. Sia g € C(RY), allora esiste un’unica u € C%(B,) N C(B;) tale che

(DP) {Au:O in By,

U=y in 0B;.

Inoltre u € C*°(By).
Dimostrazione. Se g € C (]RN ), esiste una successione di polinomi g,, che converge

uniformemente a g. Sia u,, la soluzione di (DP) con u, = g, su 0B;. Per il PdM sia ha

max [uy, — | = max |g, — gm-
B1 B

Poiche g,=g, u, ¢ di Cauchy in C(B;) con la norma || - ||, quindi u,=u e u = g
su 0B;. Rimane da far vedere che u € C*°(B;) e Au = 0 in B;. Fissiamo R < 1, per il

Lemma 211, eSiSOHO CR, C}:{ .
max Du — D'U, < C max — 5
o) ’ n m‘ >~ UVUR B, ‘gn gm‘a
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I%?;X |(un - um)xixj| < C;% %133( |gn - gm|a Vi, j.

Dunque in Bp si ha:
(un)fﬂz:ghz € (un)IzIJ jhi,j’

e per il teorema di passaggio al limite sotto segno di derivata, h; = ug,, hij = Uga;-
Allora essendo Au,, = 0, Vn si ha Au = 0 in Bg e quindi, vista I’arbitrarieta di R, in Bj.

Inoltre iterando il procedimento fatto sopra, si trova che u € C*°(By). O

ESERCIZIO 4 Estendere il teorema di esistenza per (DP) a Au = f con f € C*(R").
SUGG :Provare che per ogni 0 < 7 < 1 esiste C = C(r,N) :

max (|u| + |Du| + |D?u|) < C <max |u| + max | f| + max | D f| + max ]D2f\> .
B, 0B, B, B, B,

Corollario 2.1.2. Ogni successione limitata di funzioni armoniche in un aperto ) am-
mette una sottosuccessione che converge uniformemente su ogni K C §2 compatto ad una
funzione f armonica.

Dimostrazione. Per il Corollario 2.1.1 si trova che u,,, Du, e D?u, sono equi-
limitate ed equicontinue. Per Ascoli Arzela esiste ny : wun,, Du,,, D*u,, convergono
a funzioni armoniche. Per dimostrare la convergenza su ogni compatto, si prende una

successione di compatti K, invadente {2 e si usa poi un procedimento diagonale. O

2.2 Funzioni subarmoniche e loro proprieta

Sia Q C RY un aperto limitato.
Definizione 2.2.1. Diremo che u € C(Q) & subarmonica (risp. superarmonica) in € se

per ogni palla B CC () e per ogni h tale che

Ah =0 in B,
h>wu in OB (risp. h < u),

vale h > w in B (risp. h < u).
ESEMPIO Se —Au < 0in Q e u € C*(Q), allora u ¢ subarmonica.

Definizione 2.2.2. (Sollevamento armonico). Data u subarmonica, si dice solleva-

mento armonico di v in B, la funzione

_fw inB,
U(x)'_{u in Q\ B;

dove w & soluzione di
{ Au=0 1in B,
u=u su 0B.

N.B.: U > u per definizione di funzione subarmonica.
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ESERCIZIO 5 Dimostrare che data u € C'(£2), sono fatti equivalenti:
1) w & subarmonica.

2) VB CC Q, Vh tale che

—Ah >0 in B,

h>u in 0B (risp. h < u),
siha h > wuin B.
3) Vo € C%(2), Vao punto di massimo relativo per u — ¢, si ha —Ag(zg) < 0 (in tal caso
u si dice sottosoluzione di viscosita dell’equazione —Au = 0).

SUGG: per 1)= 2) usare il sollevamento armonico.

ESERCIZIO 6 (a) Dimostrare che data u € C(2) che sia subarmonica e superarmonica,
allora u € C?(Q) e Au =0 in Q.

(b) Dare un esempio di funzione u ¢ C?(2) subarmonica.

Definizione 2.2.3. Una funzione w : X € RY — R ¢ semicontinua superiormente
(abbreviato s.c.s.) in xg se

w(zo) > limsup w(y);

Yy—To

w e semicontinua inferiormente (abbreviato s.c.i.) in zy se —w € s.c.s., ovvero se

w(zp) < liminf w(y).

Yy—=To

Teorema (Weierstrass). Se w ¢ s.c.s. in X compatto allora ammette massimo.
Dimostrazione. Sia x,, € X una successione massimizzante, cioe tale che w(x,) —
supy w. Per la compattezza di X esiste una sottosuccessione x,,, — 7 € X. Allora

w(Z) > limsup w(y) > limw(x,, ) = sup w.
Yy—T k X

Quindi Z € un punto di massimo di w. O

ESERCIZIO 7 Dimostrare che sono equivalenti:

1) Ve > 0 3 U intorno di x¢ : Vo € U u(z) < u(xo) + €.

2) Va € R u=1(] — 0o, af) & aperto.

3) Wzn} C X, 2, — ¢ vale limsup,, u(z,) < u(zo).
ESERCIZIO 8 Dimostrare che:

(a) A CIRY ¢ chiuso < ya & s.c.s.

(b) A & aperto < x4 € s.c.i.

(¢) L’inf di funzioni s.c.s. € s.c.s.; il sup di funzioni s.c.i. ¢ s.c.i.

Proposizione 2.2.1. (Principio di Confronto Forte). Siano u,v due funzioni rispet-

tivamente subarmonica e superarmonica in §) tali che

limsup(u —v)(y) <0, Vx € 9.
Qey—ax
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Allora o u < v in ) oppure u = v in ). In ogni caso u < v in €.

Dimostrazione. Si estenda u — v da © a Q ponendo

(u—v)(z) := limsup(u — v)(y).

Yy—x

Allora u — v @ s.c.s. in . Supponiamo che 3z € 2 tale che

(u—v)(z9) = max(u —v) =M > 0.
Q
Se, per assurdo, u # v si pud scegliere xg e B := B(xq,r) C 2 tali che u — v # M in 9B.
Siano w,v tali che Au = A1 =0in B,eu=uev =v sudB. Allorauw > uev < v per

definizione di subarmonica e superarmonica. Allora

M > sup(u —v) =sup(u —0) > (@ —0)(x0) > (u —v)(xg) = M
OB OB

Quindi per il Principio del Massimo Forte w — 7 = M in B, percio u —v = M su 9B, in

contraddizione con la scelta di B. O

Proposizione 2.2.2. ]I sollevamento armonico U ¢é subarmonico.
Dimostrazione. Che U € C(Q) ¢ ovvio. Sia B’ CC Qe

{ Ah=0 in B,

h>U in0B'.

Vogliamo dimostrare che U < h in B’. 1 casi B’ C B e BN B’ = () sono immediati. Sia
dunque BN B’ # () ma B’ non incluso in B. Su 9B’ si ha u < U < h. Ma u & subarmonica
quindi u < hin B’, dunque U = u < h in B’\ B. Resta B'NB : siano I' := §(B'NB)NB
elV:=90(B'NnB)NB. Allora

A(U—-h)=0 in B'NB,

h>U in I,
h>U in I,
quindi per il Principio del Massimo U < h in B’ N B. O

Proposizione 2.2.3. Il massimo di un insieme finito di funzioni subarmoniche é subar-
monico.

Dimostrazione. Siano uq, ..., u, subarmoniche. Definiamo

u(z) == mgx{ul (@), .oy tun(x)}.

Se
Ah >0 in B,
h>wu in 0B,
allora Vk : h > up su 9B, quindi Vk : h > uy in B e infine h > u in B. O
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2.3 Il metodo di Perron

Torniamo al problema di Dirichlet

(DP) {Au:O in 2,

U=y su 0f2,

con
{ ) limitato (non necessariamente regolare),

g limitata (non necessariamente continua).
Definizione 2.2.4. Gli insiemi delle sottosoluzioni e soprasoluzioni generalizzate di (DP)

associate al dato g sono

Sy := {u subarmonica : limsupu(y) < g(z) Vo € 0Q}

Yy—x

2, := {u superarmonica : liminfu(y) > g(z) Vo € 09Q}.

y—
Osservazione 2.2.1. Per la Proposizione 2.2.1. si ha Vv € §,4,Vw € Z4,v < w in quanto
limsup(v — w) < limsupwv — liminf w < 0.
Osservazione 2.2.2. Se esiste u soluzione di (DP) allorau € SgNZ, e

u(z) = ur}.le%)zw(x) = qfreuz% v(x).

Allora definiamo, per = € 2,

Hy(w) = swp w(e),  Hy(w)i= inf vle),

perche, se la soluzione u di (DP) esiste allora

Abbiamo infatti il seguente

Teorema 2.2.1 (Perron, 1923). H, e H, sono armoniche in €, cioé

AH,=AH,=0 in.

Osservazione 2.2.3. Questo non risolve ancora il problema perche non ¢ detto che H
e H, si estendano con continuita a g su 9€: si veda 'esempio seguente.

ESEMPIO Sia Q@ = {z ¢ R*: 0 < |z| < 1} e sia g : 90 — R cosi definita: ¢g(0) =1 e
g(z) = 0 per |z| = 1. Proviamo che Hy, = H, = 0 (e quindi g & risolutiva secondo la Def.

2.2.5 seguente). Infatti, 0 € Sy e quindi 0 < H . Per ¢ > 0 consideriamo la funzione

we(z) = —€log|x|, = #0.
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Si ha che w, & armonica, w.(z) = 0 per |z| = 1 e we(x) — +o0o per z — 0. Dunque
we € Z4 e quindi 0 < Fg < w, per ogni € > 0. Per ¢ — 0 si deduce che Fg = 0. La
soluzione generalizzata H, := H, = H ; = 0 non verifica la condizione al bordo nel punto
z =0.

Osservazione 2.2.4. Poiche supg € Z; e inf g € S, per la Proposizione 2.2.1.
H,(r) <supg < +o0, H,(z) > infg > —o0.

Inoltre H g < ﬁg.
Dimostrazione del Teorema di Perron. Sia u(z) := H,(z) = sup,cs, v().

Fissato y € Q esiste v,, € S, tale che 0,,(y) — u(y). Definiamo
vp () := max{v,(z),inf g},
allora per la Proposizione 2.2.3. v,, € §;. Quindi
infg <w,(x) <supg, Vo € Q,

la successione v,, € limitata e v, (y) — u(y).
Fissato R : B := B(y,R) CC (, sia V,, il sollevamento armonico di v,, in B. Per
la Proposizione 2.2.2. V,, € S;. Quindi v,, <V, < u e percio V,,(y) — u(y) e {V,,} &

limitata.Per il Teorema di compattezza delle funzioni armoniche in B,
A{V,,}: Vo, =vin B(y,p) Vp< Re Av=01in B.

Inoltre v < w in B e v(y) = u(y).
TESL: v = u in B.
Per assurdo sia z € B : v(z) < u(z). Allora 3w € S;: v(z) < u(z). Definiamo

wi(x) = max{V,,, (x), u(z)},

wy € Sy per la Proposizione 2.2.3. Sia Wj, il sollevamento armonico di wy. {Wy} e
limitata, per il Teorema di compattezza Wi=w armonica in B e v < w < u in B,
v(y) = w(y) = u(y).

Dunque v — w ¢ armonica, v —w < 0 in B e (v — w)(y) = 0, cio¢ ha un massimo
interno, quindi per il Principio del Massimo Forte v = w in B.

Ma u < wy, < Wy, quindi @ < w e v(z) < u(z) il che & assurdo. O

Definizione 2.2.5. Se H, = H, =: H, il dato g si dice risolutivo per (DP) e Hy ¢ la

soluzione generalizzata, o di Wiener, del Problema di Dirichlet (DP).

Teorema 2.2.2 (Wiener 1924). Per ogni aperto limitato 2, ogni g € C(92) é risolutiva
(e quindi esiste Hy).
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Lemma 2.2.1. Siano f,g: 0 — R limitate. Allora
j) ﬂf +ﬂg < ﬁerg; Ff + Fg > Ff-f—g;'
i) f<g = H;<H,eH;<Hy;
iii) Hyy ., = H, + ¢, Hyye = Hy + c.
Dimostrazione. i) Sy + S, C Syy4. Siano u € S, v € S, tali che

limsupu(z) < f(y),  lmsupv(z) <g(y),  y €N

Quindi
limsup(u +v) < (f+9)(y), y € .
T—Y
Allora
H;+H,= sup (ut+v)< sup w=H,, .

u€ESy,vESy WESf4g
O
La seguente proposizione afferma che le funzioni risolutive formano uno spazio vet-
toriale chiuso rispetto alla convergenza uniforme.
Proposizione 2.2.4. Siano f, g limitate. Allora
(i) se f, g sono risolutive, allora f + g é risolutiva, e Hy1, = Hy + Hyg;
(17) se f e risolutiva, ¢ € R, allora cf é risolutiva e H.y = cHy;
(1ii) se {fn} € una successione di dati risolutivi e f,=f, allora f é risolutiva e Hy, =H.
Dimostrazione. (i) Per ipotesi si ha H, = H, e H; = H, inoltre dal Lemma 2.1.1

segue
Ff—‘,—g Sﬁf +Fg :ﬂf +ﬂg Sﬂf+g

quindi Hy = Hyyy
(1) ESERCIZIO

(#4i) Fissiamo ¢ > 0, allora Im : Vn > m:
fn—e<[f< fute
Per il Lemma 2.1.1 si ha
Hy, —e=H; , <H;<H; ,  =H +e.

Da cio segue la convergenza uniforme di Hy, a H,. In modo analogo si dimostra che
H fn jﬁf. 0

Lemma 2.2.2. Se esiste u subarmonica (risp. superarmonica) tale che g(z) =
lim, ., u(y) per ogni x € 0%, allora g ¢ risolutiva e Hy, = min,cz, w (risp. Hy, =

max,es, ).
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Dimostrazione. Chiaramente u € S; e quindi u < H , quindi

liminf H (y) > liminf u(y) = g(z).
y— y—x
Inoltre H, € Z, perche ¢ armonica e quindi il dato ¢ risolutivo essendo H, > H, =

inf,ez, w. O

Lemma 2.2.3. Per ogni g € C(0N) esiste una successione di polinomi {P,} tali che
P,=Q, — R, con Q,, R, subarmoniche in ) e P,=g su 0f).

Dimostrazione. Per il Teorema di Stone-Weierstrass (una funzione continua su un
compatto si approssima uniformemente con polinomi) esiste una successione di polinomi

P, tale che P,=g. Scriviamo
P, (z) = Pp(x) + M|z = Ap|z|?
dove A, & da scegliersi in modo che Q,,(z) := P,(z) + A\ |7]? e R, (z) := A\, |2|? soddisfino
AR, = A\2N >0, AQ, = AP, + 2\, N >0

in Q. O

Dimostrazione del Teorema di Wiener. Siano P,=g, ),, e R,, come nel Lemma
2.2.3. Allora Q,|aa € —Ry,|aa sono risolutivi per il Lemma 2.2.2. Quindi P, ¢ risolutivo

per la Proposizione 2.2.4 (i) e infine anche g ¢ risolutivo per la Proposizione 2.2.4 (iii). O

Studiamo ora il comportamento alla frontiera di H g€ ﬁg.
Definizione 2.2.6. Una barriera in £ € 9€) € una funzione w superarmonica in {2 tale
che:
i) w>0in
ii) limg_e w(z) = 0;
ili) liminf, ., w(z) > 0, Yy € 09, y # &.
ESEMPIO Se Q2 soddisfa la condizione di sfera esterna in £, cioe esistono y ed R > 0
tali che B(y, R) N = {¢}, allora la funzione cosi definita

1 1
— se N >3
RN-2 _ . IN—2 =9
w(zx) = o — y||x Yl
1 N=2
og = se ,

¢ una barriera. La dimostrazione ¢ facile ed ¢ lasciata come esercizio.
Osservazione 2.2.5. L’esistenza di una barriera in £ € una proprieta locale di ). Infatti,
se esiste w che soddisfa le proprieta di una barriera in 2 N U anziche in € per qualche U

intorno di &, allora w si estende a una barriera.
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Dimostrazione. Sia w barriera locale in . Prendo B = B(p,r) CC U.Osserviamo
che infi pw = m > 0 perche w estesa a U \ B mediante liminf ¢ positiva e s.c.i., quindi

ha minimo positivo. Allora

_Jmin{m,w(z)} in QNDB,
w(x).—{m in Q\ B

¢ superarmonica in 2 (verifica per esercizio) e ha ovviamente le altre proprieta. O

Teorema 2.2.3. Se g é limitata e continua in £ € OS2, allora

lirréﬂg(x) = lim H,(z) = g(&)
xr—
<= esiste una barriera in £.
Dimostrazione. “=” Prendo g(x) = |z — £|*. Tesi: H, & una barriera.
Un calcolo diretto mostra che Ag(x) = 2N, quindi g & subarmonica in € e percio
g €8y. Allora Hy=H, > g >0 in (. Inoltre

liminf H,(z) > |y — £]* > 0, per y € 00,y # &.
I—)y

Infine
lim H, () = g(&) = 0

z—E
per ipotesi. Poiche H, ¢ armonica ¢ una barriera.
“<” Sia w barriera in £. Fisso € > 0 e pongo M := sup|g|. La continuita di g in &
implica 39:

l9(z) —g(E)] <€ in B:= B(,6).
Estendo w a  mediante liminf, allora w & s.ci. in Q, W > 0 in Q\ {¢}. Dunque
ming, z w > 0, quindi 3k > 0 (che puo dipendere da ¢) tale che kw(x) > 2M Vz € Q\ B.
Ora
u(z) := kw(z) + e+ g(&)

€ superarmonica e

liminf u(z) >
T—Yy

{2M+g(§) > M >g(y) Vye€oQ\B,
e+9(&) > g(y) Yy € BNos.

Quindi v € Z,. Analogamente

¢ subarmonica e

IN

lim sup v(x)
T—Y



Quindi v € §,4. Allora Vz €

|Hy(x) = (6]
kw(x) 4+ € > { —
D= H, @) - )]
Poiche lim,_.¢ w(z) = 0 e € ¢ arbitrario otteniamo la conclusione. O

Corollario 2.2.1. II problema di Dirichlet (DP) ha una e una sola soluzione in C?() N

C(§2) per ogni dato al bordo g € C(02) <= esiste una barriera in ogni punto £ € JS).

ESERCIZIO 9 Dimostrare che una funzione u € C(B(z,,1)) tale che Au < 0 in

B(x,,1) \ {25} non puo avere punti di minimo stretto che cadano in B(z,,1).
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