L1 L2 IE3 L4 L) L6

Esercizio
Sia
f(x) = X2 — 4x +3.
Calcolare 5
(), [ fxE—=1), B f(f(x),
Risposta
® caso[1]
f1y=1—-4.143=0
® caso[2]
(2 —1) = (P=12—4.63-1)+3=x"-2-x+1-4.x214-3
x* — 6x2 +2
® caso[3]
f(fx)) = (X —4x+32—4.(x®> —4x+3)+3

= [X4+16x2+9+2-)(2-(—4x)+2~x2~3+2-(—4x)43] — 4% +16x — 12+ 3

= x84 (16+6—4)x2+ (=244 16)x + (9 — 12+ 3)
= x* 78x3+18x2 — 8x.



L1 L2 I£3 L4 L5 L6 L7
Esercizio
Sia
x—1 , x<0
f(x) = 0 N x=0
(x=12+1 , x>0
Calcolare
[1] f(—2), f(0), f(3) [2] Im(f), [3] il numero di soluzioni di f(x) = a, o« € R
Risposta
® caso [1].
e Valutiamo f(—2). Poiché -2 <0 va utilizzata f(x) = x — 1. Otteniamo f(—2) = -2 — 1 = —3.
e Valutiamo f(0). Lesame dell'espressione di f(x) da subito f(0) = 0.
o Valutiamo #(3). Poiché 3 > 0, va utilizzata f(x) = (x — 1)% + 1cheda f(3) = (3 — 1)2 +1 = 5.
® Caso|[2].
Dal grafico di f vediamo che &€ Im = (—oo, —1) U {0} U [1, +00).
® Caso [3].

Detto Ns(«) il numero delle soluzioni dell'equazione f(x) = «, dal grafico di f abbiamo

a < —1 —1<a<0 a=0 0<a<1 a =1 1<a<2 2<a«

Ns(cx) 1 0 1 0 1 2 1
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Esercizio

Determinare il numero di soluzioni dell’equazione
4

||x2+x72|71|:8

Risposta
Costruiamoci prima il grafico di f per gradi.

® f(x) = x? + x — 2 & una parabola con la concavita verso I'alto, asse di simmetria x = x,, = — % e vertice
V= ( ! 9). Inoltre, I'equazione x> + x — 2 = 0 ha le due radici x; = —2e xp = 1.

27 4

® Risulta subito

2
2 X4+ x =2 x< -2Uux>1
f(x) = |x x—2| = ’ = =
) = I+ | {7x2—x+2 , —2<x<1

Pertanto, il grafico di y = |x2 + x — 2| e formato dall’'unione di due parabole.
® Abbiamo poi

2 — 2 — —
f(x):|x2+x72|71: (x2+x—2)—1 = x2+x 3 , x< -2uUx2>1
(—x2 —x+2)—1 = —x2—x+1 —2<x<1
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Esercizio — continuazione

® Possiamo trovare le radici di |x2 + x — 2| — 1 = 0. Percalcolare &1 e &5, &1 < &>, interessa il ramo
relativoa x < —2 U x > 1. Abbiamo percio da risolvere x2 4+ x —3=0cheda

“1+12-4.1.(-8) 1113

2 2

12=

Per calcolare 3 e &4, £3 < &4, interessa il ramo relativo a —2 < x < 1. Abbiamo percio da risolvere

—x2 —x+1=0,0ssiax? +x —1=0,cheda

—1+£4/12-4.1.(=1) _1++5

£3,4 = =

2 2
® Risulta infine
Prx—38 , x<¢g
—(®+x-3) , & <x< -2
—(—xF—x+1) , —2<x<¢
|[2+x—2|—1| = X x+1 , &<x<&
(=X —x+1) , g<x<1
—(B4x—38) , 1<x<&
2 +x—3 o < X

Dall’'esame dell’ultimo grafico appare subito che f(x) = 1/8 ha otto soluzioni di cui quattro negative e quattro
positive. Due sono comprese tra 1 e 2.
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Esercizio

Si consideri I'equazione ax® + Bx + a = 0 con a € R\{0}. Sia S l'insieme delle coppie («, 3) per le quali
'equazione ha due soluzioni reali e distinte. Indicare quali delle seguenti affermazioni sono vere e quali false.

[M1Ss=0 [2]Selimtato [3](e,8) ES = (—a,—B) €S [4(2,1)eS

Risposta

Lequazione ha radici reali e distinte se e solo se

A=t —4.a.c=p%—4a%>0.

Rappresentiamo questo insieme sul piano (O, «, 3). Poiché & ﬁz — 402 = (B — 2a) - (B + 2a) la disequazione

€ soddisfatta da tutti e soli i punti («, 3) tali per cui risulta

-2 0 —2 0
[al{iwzi 2 0 oppure “’1{%%3 S o

Esaminiamo il caso [a]. Laltro & analogo. Consideriamo la disequazione 3 — 2« > 0. E’ equivalente a 8 > 2a.
Quindi, un punto («, 8) la soddisfa se la sua ordinata 3 & maggiore del doppio della sua ascissa «. Come troviamo
tutti e soli questi punti? Bene, noi sappiamo che i punti del tipo 3 = 2« sono tutti e soli quelli (del piano (O, «, 3))
di una retta passante per I'origine e con coefficiente angolare 2. Questa retta la sappiamo disegnare!
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Continuazione

testsu B>2«

15 /

—
5>2x17?

;S
(1,5) stainS !

(1,3)

/

3>2x1 ;S
(1,3) stain S

(1,2)

2>2x1? :NO!
(1,2) non stain S!

(1.1

1>2x1? : NO!
(1,1) non stain S!

24

o[ (1,2)

-2>2x17? : NO!
(1,-2) non sta in S!

guardo quali punti di una retta verticale
stannoin S...

N

L)

B>2«x

L7

B=2«x

estendo il ragionamento a tutte
le rette verticali ...
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Continuazione
Procediamo allo stesso modo per risolvere la disequazione 8 > —2a! Le soluzioni del sistema sono date, infine,
dalle intersezioni delle due regioni!!

B=2«

ﬁ>20( ﬁ>—20( B>20(

B>-2«x
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Continuazione
Procediamo allo stesso modo per risolvere il sistema [b]. Osserviamo che la disequazione 3 < 2« € soddisfatta da
tutti e soli i punti che hanno ordinata minore del doppio della ascissa ossia stanno sotto al grafico della retta
B =2al

-2«

2
B<2«x B<—2x B2«

B<—2ux
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Continuazione
Infine, uniamo le soluzioni di [a] e [b] per ottenere le soluzioni della disequazione 82 — 2a2 > 0.

L'insieme non & vuoto.

E' infinitamente esteso e percio non
¢ limitato.

E' simmetrico rispetto all'origine.

\

E' vera la [3].

Il punto (2,1) non appartiene all'insieme.

L7
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Esercizio

Risolvere I'equazione
Xlogw X _ 10

Risposta

Abbiamo

L) L6

logqg X 2
Klogqo x _ 10“’910(* %) _ 109910 X*log19 ¥ _ 1q(logy X)*

Quindi I'equazione diventa

2
1000910%)° =10 & (logiox)2=1

Applicando la legge di annullamento del prodotto si ottiene subito

(logqg x — 1) - (logyg x +1) =0

logjgx —1=0 = x=10"=10

logiox+1=0 & x=10""=—.

L7
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