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Capitolo 1

Fibrati Vettoriali

1.1 Definizioni

In questa sezione, salvo ove espressamente indicato, il termine varietà in-
dicherà indifferentemente una varietà topologica1, differenziabile, olomorfa
oppure una varietà algebrica, definita sul corpo dei numeri complessi C. Per
semplicità supporremo sempre che le varietà siano connesse. Un morfismo
tra due varietà sarà allora una mappa nella categoria opportuna (cioè un’ap-
plicazione continua nel caso di varietà topologiche, di classe C∞ nel caso di
varietà differenziabili, etc.)

Definizione 1.1. Un fibrato vettoriale (complesso) su una varietà X è il
dato di una varietà E e di un morfismo suriettivo π : E → X di varietà, tale
che, per ogni x ∈ X,

(i) la fibra Ex = π−1(x) è uno spazio vettoriale complesso;

(ii) esiste un intorno aperto U ⊂ X di x ed un isomorfismo

φ : E|U = π−1(U) → U × Cr,

tale che lo spazio vettoriale Ex venga inviato, in modo isomorfo, su
{x} × Cr, per ogni x ∈ U .

Una tale mappa φ è detta una trivializzazione di E sull’aperto U . La
dimensione (costante, dato che X è connessa) delle fibre di E è detta il rango

1Più in generale, ciò che diremo vale per uno spazio topologico paracompatto, cioè
uno spazio topologico separato in cui ogni ricoprimento aperto ammette un raffinamento
localmente finito (si veda, ad esempio, [8]).
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2 Capitolo 1. Fibrati Vettoriali

di E, ed indicata con rk(E). Un fibrato vettoriale di rango 1 è detto fibrato
in rette. Il fibrato π : X × Cr → X, ove π indica la proiezione canonica, è
detto triviale.

1.2 Funzioni di transizione

Sia π : E → X un fibrato vettoriale su una varietà X. In corrispondenza a
due trivializzazioni

φi : E|Ui
→ Ui × Cr

e

φj : E|Uj
→ Uj × Cr

di E sugli aperti Ui e Uj rispettivamente, si ottiene, sull’intersezione Uij =
Ui ∩ Uj un isomorfismo

φi ◦ φ−1
j : Uij × Cr → Uij × Cr

della forma (x, v) 7→ (x, gij(x)v), ove

gij : Uij → GL(Cr)

è un morfismo di varietà.
Le funzioni gij si chiamano funzioni di transizione per E. Esse soddisfano

evidentemente le seguenti identità:

gij(x) · gji(x) = 1, ∀x ∈ Uij,(1.1)

gik(x) = gij(x) · gjk(x), ∀x ∈ Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk.(1.2)

Supponiamo ora che sia dato un ricoprimento aperto U = (Ui)i∈I di X
ed una famiglia di morfismi

gij : Uij → GL(Cr),

che soddisfi alle identità (1.1) e (1.2). È facile verificare che esiste un unico
fibrato vettoriale E di rango r su X che ammette le gij come funzioni di
transizione. Per costruirlo è sufficiente porre

E|Ui
= Ui × Cr
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ed incollare E|Ui
e E|Uj

lungo Uij mediante gij. Precisamenente, si definisce
E come il quoziente di ⊔

i∈I

(Ui × Cr)

per la più fine tra le relazioni di equivalenza che identifica i punti (x, v) ∈
Uj ×Cr e (x′, v′) ∈ Ui×Cr se x′ = x e v′ = gij(x)v. Dotando questo insieme
della topologia quoziente, si ha una proiezione continua

π : E → X

e degli omeomorfismi
E|Ui

∼→ Ui × Cr,

per ogni i ∈ I. Si può allora definire una struttura di varietà sullo spazio
topologico quoziente E trasportando la struttura di varietà di Ui×Cr. Si noti
come, al disopra di Uij, le strutture di varietà ottenute a partire da Ui×Cr e
Uj×Cr coincidano. Allo stesso modo si può trasportare la struttura di spazio
vettoriale sulle fibre. Ancora, la struttura di C-spazio vettoriale ottenuta su
una fibra Ex non dipende da i.

1.3 Omomorfismi di fibrati vettoriali

Siano π : E → X e π′ : E ′ → X due fibrati vettoriali su X, di ranghi r
ed r′ rispettivamente. Un omomorfismo di fibrati vettoriali da E a E ′ è un
morfismo di varietà

f : E → E ′,

tale che π′ ◦ f = π e che, per ogni x ∈ X, l’applicazione indotta sulle fibre

fx : Ex → E ′
x

sia un omomorfismo di C-spazi vettoriali.
Se φ : E|U → U × Cr e φ′ : E ′|U → U × Cr′ sono delle trivializzazioni di

E ed E ′ al di sopra dello spesso aperto U di X, il morfismo

f̃ = φ′ ◦ f ◦ φ−1 : U × Cr → U × Cr′

è detto l’espressione (locale) di f nelle trivializzazioni φ e φ′, ed è della forma

(x, v) 7→ (x, g(x)v),
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ove g : U → Hom(Cr,Cr′) è un morfismo di varietà.
Un omomorfismo f di fibrati vettoriali è un isomorfismo se fx è un iso-

morfismo, per ogni x ∈ X. Un fibrato vettoriale E è detto triviale se è
isomorfo al fibrato vettoriale triviale X × Cr.

Proposizione 1.2. Sia f : E → E ′ un omomorfismo di fibrati vettoriali su
X. Se esiste un punto x0 ∈ X tale che fx0 sia invertibile, allora esiste un
intorno aperto U di x0 tale che f |U : E|U → E ′|U sia un isomorfismo.

Dimostrazione. È sufficiente verificarlo per l’espressione locale di f . L’ipotesi
significa che g(x0) è invertibile. Dato che g è continua, g(x) rimane invertibile
su tutto un intorno U di x0. Ciò permette di costruire l’inversa di f |U .

1.4 Operazioni sui fibrati vettoriali

In generale si può affermare che le operazioni sugli spazi vettoriali inducono
analoghe operazioni sui fibrati vettoriali. Dati, ad esempio, due fibrati vetto-
riali E ed F su X, di rango r ed s rispettivamente, la somma diretta E ⊕ F
di E e F è definita, insiemisticamente, ponendo

E ⊕ F =
⊔
x∈X

(Ex ⊕ Fx).

Per definire una struttura di varietà su questo insieme si scelgano delle
trivializzazioni di E ed F su un aperto Ui,

φi : E|Ui
→ Ui × Cr, ψi : F |Ui

→ Ui × Cs.

Si utilizzino quindi le biiezioni

(E ⊕ F )|Ui
→ Ui × (Cr ⊕ Cs)

associate a φi e ψi per definire una struttura di varietà su E ⊕ F . Per
verificare che questa struttura è indipendente dalla scelta delle trivializza-
zioni, è sufficiente calcolare le funzioni di transizione per E ⊕ F . Si verifica
immediatamente che tali funzioni di transizione sono le funzioni

kij : Uij → GL(Cr ⊕ Cs)

determinate dalla matrice

kij =

(
gij 0
0 hij

)
,
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ove (gij) e (hij) sono le funzioni di transizione di E ed F rispettivamente.
In modo del tutto simile si possono costruire il fibrato prodotto tensoriale

E ⊗ F , la potenza esterna ∧tE, la potenza simmetrica StE, il fibrato duale
E∗ ed il fibrato H om(E,F ).

Per quanto riguarda le funzioni di transizione, si dimostra facilmente che:

• E ⊗ F è definito dalle funzioni di transizione

kij(x) = gij(x)⊗ hij(x) ∈ GL(Cr ⊗ Cs);

• ∧tE è definito dalle funzioni di transizione

kij(x) = ∧tgij(x) ∈ GL(∧tCr).

• StE è definito dalle funzioni di transizione

kij(x) = Stgij(x) ∈ GL(StCr).

• E∗ è definito dalle funzioni di transizione

kij(x) = tgij(x)
−1 ∈ GL(Cr).

Si noti che, se E ha rango r, ∧rE ha rango 1 ed è definito dalle funzioni
di transizione

kij(x) = det gij(x) ∈ C∗.

Il fibrato in rette ∧rE è detto il fibrato determinante di E, indicato anche con
detE. Vale inoltre il seguente teorema, di cui omettiamo la dimostrazione:

Teorema 1.3. Siano E, F e G dei fibrati vettoriali su X. Si hanno i seguenti
isomorfismi:

(E ⊕ F )⊕G ∼= E ⊕ (F ⊕G), E ⊕ F ∼= F ⊕ E,
(E ⊗ F )⊗G ∼= E ⊗ (F ⊗G), E ⊗ F ∼= F ⊗ E,
(E ⊕ F )⊗G ∼= (E ⊗G)⊕ (F ⊗G),
(E ⊕ F )∗ ∼= E∗ ⊕ F ∗, (E ⊗ F )∗ ∼= E∗ ⊗ F ∗,
H om(E,F ) ∼= E∗ ⊗ F, (E∗)∗ ∼= E.

Inoltre, per ogni i con 0 ≤ i ≤ r = rk(E), si ha:

(∧iE)∗ ∼= ∧i(E∗),
∧r(E∗)⊗ ∧iE ∼= ∧r−i(E∗).
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1.5 Sottofibrati e fibrati quoziente

Sia π : E → X un fibrato vettoriale di rango r su una varietà X. Un
sottofibrato F di E è una sottovarietà di E tale che la mappa indotta

π|F : F → X

renda F un fibrato vettoriale su X.
Sia F un sottofibrato di E. Consideriamo la famiglia di spazi vettoriali,

parametrizzata da X,

E/F =
⊔
x∈X

Ex/Fx.

Si osservi che ogni omomorfismo di fibrati vettoriali f : E → G che si annulla
su F si fattorizza in modo unico attraverso un’applicazione f̄ : E/F → G.
Si ha allora il seguente risultato:

Proposizione 1.4. Esiste un’unica struttura di fibrato vettoriale su E/F →
X che soddisfa alla proprietà universale seguente: per ogni omomorfismo di
fibrati vettoriali f : E → G che si annulla su F , l’applicazione indotta f̄ è
un omomorfismo di fibrati vettoriali.

Dimostrazione. Sia x un punto di X. Su un opportuno intorno aperto U
di x è possibile trovare un sottofibrato vettoriale S di E|U tale che si abbia
Fx ⊕ Sx = Ex. L’omomorfismo canonico di fibrati vettoriali

F |U ⊕ S → E|U

è dunque un isomorfismo al di sopra del punto x e quindi anche su tutto un
intorno aperto V di x, in base alla Proposizione 1.2. Se ne deduce che esiste
una biiezione

h : S|V → (E/F )|V
compatibile con la struttura di spazio vettoriale delle fibre. Tramite questa
mappa si può allora definire su E/F una struttura di fibrato vettoriale. Si
verifica facilmente che la struttura cos̀ı definita è indipendente, all’intorno
di x, dalla scelta di S. Il fatto che questa struttura soddisfi la proprietà
universale enunciata deriva dal fatto che f̄ ◦ h è la restrizione di f a S|V ed
è pertanto un omomorfismo di fibrati vettoriali.

Il fibrato vettoriale E/F è il fibrato quoziente di E modulo F .
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Osservazione 1.5. Sia F un sottofibrato di E. Dalle definizioni preceden-
ti discende che, per ogni x ∈ X, esiste un intorno aperto U di x ed una
trivializzazione

φ : E|U → U × Cr,

tale che
φ|F : F |U → U × Cs ⊂ U × Cr.

Le funzioni di transizione di E rispetto a tali trivializzazioni sono allora del
tipo

gij(x) =

(
hij(x) kij(x)

0 lij(x)

)
,

ove le hij sono le funzioni di transizione del sottofibrato F e le lij sono quelle
del fibrato quoziente E/F .

Se f : E → F è un omomorfismo di fibrati vettoriali, si pone

Ker f =
⊔
x∈X

Ker fx

e
Im f =

⊔
x∈X

Im fx.

Si noti che Ker f e Im f non sono, in generale, dei fibrati vettoriali. Si ha
infatti:

Proposizione 1.6. Sia f : E → F un omomorfismo di fibrati vettoriali.
Allora il nucleo Ker f e l’immagine Im f sono sottofibrati vettoriali, rispet-
tivamente di E ed F , se e solo se il rango di fx è costante al variare di
x ∈ X.

Dimostrazione. La necessità della condizione è evidente. Per il viceversa,
osserviamo che il problema è locale su X. Sia dunque x un punto di X e
scegliamo, su un opportuno intorno aperto U di x, dei sottofibrati K e S di
E|U , L e T di F |U , tali che

Kx = Ker fx, Lx = Im fx

e che
E|U = K ⊕ S, F |U = L⊕ T.

Rispetto a queste decomposizioni, l’omomorfismo f si scrive nella forma

f =

(
a b
c d

)
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Nel punto x gli omomorfismi a, c e d si annullano, mentre b è invertibile. In
base alla Proposizione 1.2, b : S → L è un isomorfismo in tutto un intorno
di x. Il nucleo di f è allora costituito dalle coppie (u, v) ∈ K ⊕ S tali che{

(c− db−1a)u = 0
v = −b−1au.

Ne risulta che l’omomorfismo c− db−1a ha rango costante, ed è quindi nullo
in tutto l’intorno di x, dato che lo è in x. L’isomorfismo

(u, v) 7→ (u, v + b−1au)

invia dunque il nucleo di f nel primo addendo della somma diretta, dimo-
strando cos̀ı che Ker f è un sottofibrato vettoriale di E.

Analogamente, l’immagine di f si identifica con l’insieme delle coppie
(ξ, η) ∈ L⊕ T tali che η = db−1ξ, e l’isomorfismo

(ξ, η) 7→ (ξ, η − db−1ξ)

invia l’immagine di f nel primo addendo della somma diretta. Di conseguenza
anche Im f è un fibrato vettoriale.

Corollario 1.7. Sia f : E → F un omomorfismo di fibrati vettoriali. Se f
è suriettivo, Ker f è un sottofibrato vettoriale di E; se f è iniettivo, Im f è
un sottofibrato vettoriale di F .

1.6 Rialzamento di fibrati

Sia π : E → X un fibrato vettoriale su X e sia f : Y → X un morfismo di
varietà. Il rialzamento (in inglese, pull-back) f ∗E di E è il fibrato vettoriale
su Y definito da f ∗E = Y ×X E,

Y ×X E //

��

E

π

��
Y

f // X.

A livello delle fibre si ha:
(f ∗E)y = Ef(y),

e, se φ : E|U → U × Cr è una trivializzazione di E in un intorno di f(y),
allora

f ∗φ : f ∗E|f−1(U) → f−1(U)× Cr

è una trivializzazione di f ∗E in un intorno di y. Le funzioni di transizione
di f ∗E sono, ovviamente, il rialzamento di quelle di E.



1.7. Sezioni di fibrati 9

1.7 Sezioni di fibrati

Sia π : E → X un fibrato vettoriale su una varietà X. Una sezione σ di E
su un aperto V di X è un morfismo

σ : V → E,

tale che σ(x) ∈ Ex, per ogni x ∈ X, ossia tale che π ◦ σ = idV .
Se U = (Ui)i∈I è un ricoprimento aperto di X e

φi : E|Ui
→ Ui × Cr

sono delle trivializzazioni di E, le funzioni

σi = φi ◦ σ : V ∩ Ui → (V ∩ Ui)× Cr

sono del tipo
x 7→ (x, si(x)).

Se (gij) sono le funzioni di transizione per E, si verifica subito che le funzioni
si verificano le identità

si(x) = gij(x)sj(x).(1.3)

Viceversa, è immediato verificare che una famiglia di morfismi

si : V ∩ Ui → Cr

che soddisfa (1.3), definisce una sezione di E sull’aperto V .

1.8 Fibrati vettoriali e fasci localmente liberi

Sia X una varietà ed indichiamo con OX il fascio delle funzioni regolari (cioè
continue se X è una varietà topologica, di classe C∞ se X è una varietà
differenziabile, etc.) su X. Sia E un fibrato vettoriale di rango r su X.

Per ogni aperto U ⊂ X, l’insieme Γ(U,E) delle sezioni di E su U è dotato
di una struttura, definita nel modo ovvio, di modulo sull’anello OX(U) delle
funzioni regolari su U . Si ottiene in questo modo un fascio di OX-moduli
E = OX(E) su X, localmente isomorfo a O⊕r

X . Si dice allora che E è un
fascio localmente libero di rango r.

Viceversa, si può dimostrare (lo si faccia per esercizio) che, dato un fascio
di OX-moduli E , localmente libero di rango r, esiste un unico (a meno di
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isomorfismo) fibrato vettoriale E su X che ammette E come fascio delle
sezioni. (Suggerimento: sia U = (Ui)i∈I un ricoprimento aperto di X tale
che si abbiano degli isomorfismi

φi : E |Ui

∼→ O⊕r
Ui
.

Si ponga
gij = φi ◦ φ−1

j : O⊕r
Uij

∼→ O⊕r
Uij

e si usino le funzioni di transizione (gij) per costruire il fibrato vettoriale E.)

Osservazione 1.8. In questa corrispondenza tra fibrati vettoriali e fasci local-
mente liberi le operazioni sui fibrati definite nella sezione 1.4 corrispondono
alle analoghe operazioni definite sui fasci. In altri termini, se E ed F sono due
fibrati vettoriali su X e E e F sono i fasci localmente liberi corrispondenti,
i fibrati vettoriali E ⊕ F , E ⊗ F , E∗, etc. corrispondono rispettivamente ai
fasci localmente liberi E ⊕F , E ⊗F , E ∗, etc.

Per queste ragioni, nel seguito, useremo indifferentemente le espressioni
“fibrato vettoriale” e “fascio (di OX-moduli) localmente libero”.

1.9 Complementi

Sia E un fibrato vettoriale di rango r su una varietà X. Rispetto ad un
opportuno ricoprimento U = (Ui)i∈I di X e a delle trivializzazioni

φi : E|Ui
→ Ui × Cr,

E è determinato dalle funzioni di transizione

gij : Uij → GL(Cr),

che soddisfano le identità (1.1) e (1.2). Tali identità equivalgono a dire che
le gij costituiscono un 1-cociclo di Čech a valori nel fascio2 GL (Cr).

Sia E ′ un altro fibrato vettoriale su X, con trivializzazioni φ′i e funzioni
di transizione g′ij, e sia

f : E
∼→ E ′

un isomorfismo di fibrati vettoriali. Indichiamo con

f̃i : Ui × Cr → Ui × Cr

2Si tratta del fascio di gruppi le cui sezioni su un aperto U sono le funzioni (continue,
di classe C∞, olomorfe, etc.) da U in GL(Cr).



1.9. Complementi 11

l’espressione locale di f nelle trivializzazioni φi e φ′i (vedi sezione 1.3). Le
funzioni f̃i sono del tipo

(x, v) 7→ (x, hi(x)v),

ove le hi sono delle sezioni del fascio GL (Cr) su Ui, cioè delle funzioni

hi : Ui → GL(Cr).

Si verifica allora che le funzioni di transizione di E ed E ′ sono legate dalla
seguente identità:

g′ij(x) = hi(x)gij(x)hj(x)
−1, ∀x ∈ Uij.(1.4)

Ciò equivale a dire che i cocicli (gij) e (g′ij) differiscono per un cobordo
e quindi determinano la stessa classe di coomologia nel primo insieme3 di
coomologia di Čech Ȟ1(U ,GL (Cr)), di GL (Cr) rispetto al ricoprimento
U .

È facile convincersi che vale anche il viceversa, cioè che un elemento di
Ȟ1(U ,GL (Cr)) determina, a meno di isomorfismo, un fibrato vettoriale di
rango r su X.

Se il ricoprimento U è scelto in modo tale che la coomologia di Čech
coincida con la coomologia usuale dei fasci (il che è sempre possibile nei casi
che ci interessano), si è cos̀ı dimostrato che l’insieme delle classi di isomorfi-
smo dei fibrati vettoriali di rango r su X è in corrispondenza biunivoca con
l’insieme H1(X,GL (Cr)).

Consideriamo ora il caso particolare dei fibrati vettoriali di rango 1. L’in-
sieme delle classi di isomorfismo dei fibrati in rette su X ha una struttura
naturale di gruppo commutativo, con l’operazione di gruppo determinata dal
prodotto tensoriale (l’elemento neutro è la classe di isomorfismo dei fibrati
in rette triviali e l’inverso della classe contenente un fibrato in rette L è la
classe del fibrato duale L∗). Tale gruppo è il gruppo di Picard di X, denotato
con Pic(X).

Da quanto dimostrato precedentemente si deduce che c’è una biiezione
naturale

Pic(X)
∼→ H1(X,O∗

X),(1.5)

ove O∗
X è il sottofascio degli elementi invertibili di OX .

3Se r > 1 si tratta solo di un insieme e non di un gruppo di coomologia, a causa del
fatto che GL (Cr) è un fascio di gruppi non commutativi.
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È immediato verificare che (1.5) è in realtà un isomorfismo di gruppi.
Infatti ciò equivale al fatto che, se (gij(x)) e (g′ij(x)) sono le funzioni di
transizione dei fibrati in rette L ed L′ rispettivamente, allora (gij(x)g

′
ij(x))

sono le funzioni di transizione di L ⊗ L′ e (gij(x)
−1) sono quelle di L∗ (vedi

sezione 1.4).
Consideriamo la sequenza esatta

0 → Z → OX → O∗
X → 0,(1.6)

ove l’omomorfismo OX → O∗
X è definito da f 7→ e2πif . Considerando la

sequenza esatta lunga di coomologia ad essa associata, si ottiene

H1(X,OX) → H1(X,O∗
X) → H2(X,Z) → H2(X,OX).(1.7)

Se X è una varietà topologica (in realtà è sufficiente supporre che X sia uno
spazio topologico paracompatto) oppure una varietà differenziabile (ma non
una varietà olomorfa o algebrica!), il fascio strutturale OX è un fascio “fine”4

e, pertanto, i gruppi di coomologia H1(X,OX) e H2(X,OX) sono nulli. Dalla
sequenza esatta (1.7), ricordando anche l’isomorfismo (1.5), si ottiene quindi
un isomorfismo

Pic(X) ∼= H2(X,Z).

In particolare, se X è una varietà differenziabile e se indichiamo con Xtop lo
spazio topologico soggiacente, si ottiene un isomorfismo

Pic(X) ∼= Pic(Xtop).

Ciò significa che la classificazione topologica dei fibrati in rette suX (o meglio
su Xtop) coincide con la classificazione C∞. Questo è falso nel caso olomorfo,
o algebrico.

4Un fascio F su uno spazio topologico paracompatto X è detto “fine” se, per ogni
ricoprimento aperto localmente finito (Ui)i∈I di X esistono degli omomorfismi fi : F → F
tali che, per ogni i ∈ I esista un sottoinsieme chiuso Ai di X, contenuto in Ui, tale che
fi(Fx) = 0, per ogni x /∈ Ai, ed ancora si abbia

∑
i∈I fi = id.

Se F è un fascio “fine” su X, si dimostra facilmente che i gruppi di coomologia Hi(X, F )
sono nulli, per i ≥ 1 (cf. [3], oppure [8]).



Capitolo 2

Classificazione topologica

2.1 Definizioni

Richiamiamo qui alcune nozioni di topologia. Per una trattazione esauriente
si rimanda, per esempio, a [19].

Siano X e Y due spazi topologici e f0, f1 : X → Y due applicazioni
continue.

Definizione 2.1. Una omotopia tra f0 e f1 è un’applicazione continua

F : X × [0, 1] → Y,

tale che, per ogni x ∈ X,

F (x, 0) = f0(x),
F (x, 1) = f1(x).

Due applicazioni continue si dicono omotope se esiste tra loro una omotopia.

La relazione di omotopia è una relazione di equivalenza sull’insieme del-
le funzioni continue da X in Y . L’insieme delle classi di equivalenza sarà
indicato con [X, Y ], e detto l’insieme delle classi di omotopia di X in Y .

Definizione 2.2. Due spazi topologici X e Y sono omotopi (o hanno lo
stesso tipo di omotopia) se esistono due funzioni continue f : X → Y e
g : Y → X tali che g ◦ f sia omotopa a idX e f ◦ g sia omotopa a idY .

Sia ora A un sottoinsieme di X.

13
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Definizione 2.3. Due applicazioni continue f0, f1 : X → Y sono omotope
relativamente ad A se esiste una funzione continua

F : X × [0, 1] → Y,

tale che, per ogni x ∈ X,

F (x, 0) = f0(x),
F (x, 1) = f1(x),

e, per ogni a ∈ A e ogni t ∈ [0, 1],

F (a, t) = f0(a) = f1(a).

Tale F è detta una omotopia relativa ad A.

Si noti che questa condizione implica che f0|A = f1|A.

Sia ora X uno spazio topologico ed x0 un punto di X. Indichiamo con
In l’ipercubo unitario [0, 1]n e con ∂In il suo bordo. Per ogni intero n ≥ 1
indichiamo con πn(X, x0) l’insieme delle classi di omotopia relativa a ∂In

delle funzioni f : In → X tali che f(∂In) = {x0}.
Se f e g sono due applicazioni continue da In in X, tali che f(∂In) =

g(∂In) = {x0}, si definisca f · g ponendo

f · g(t1, . . . , tn) =

{
f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1/2,
g(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1/2 ≤ t1 ≤ 1.

Si può dimostrare che questa operazione definisce una struttura di gruppo su
πn(X, x0). Tale gruppo è detto l’n-simo gruppo di omotopia di X in x0. In
particolare, il gruppo π1(X, x0) è detto il gruppo fondamentale di X in x0.

Si indica poi con π0(X, x0) l’insieme delle componenti connesse per archi
di X (si tratta, in realtà, di un insieme “puntato”, cioè di un insieme in cui
si è scelto un particolare elemento; in questo caso la componente connessa
per archi di X contenente x0).

Se X è connesso per archi si può dimostrare che, per ogni x, y ∈ X ed
ogni n ≥ 0, πn(X, x) ∼= πn(X, y). Tale gruppo si indica allora semplicemente
con πn(X).

Si dimostra ancora che, se X e Y sono due spazi topologici connessi per
archi omotopi tra loro, allora πn(X) ∼= πn(Y ), per ogni n ≥ 0.
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Osservazione 2.4. Si può dare una definizione alternativa dei gruppi di omo-
topia di uno spazio topologico X. Indichiamo con Sn la n-sfera unitaria e
fissiamo un punto sn ∈ Sn. Si pone allora

πn(X, x0) = [(Sn, sn), (X, x0)],(2.1)

ove con tale simbolo si denota l’insieme delle classi di omotopia (puntata)
delle applicazioni continue di Sn in X che mandano il punto sn in x0.

Si può dimostrare che questa definizione coincide, per ogni n ≥ 0, con le
definizioni date in precedenza.

Osservazione 2.5. Il gruppo fondamentale agisce sui gruppi di omotopia nel
modo seguente: siano α : (I, ∂I) → (X, x0) e β : (In, ∂In) → (X, x0)
due funzioni continue; esiste una funzione continua h : In+1 → X tale
che h(x, t) = α(t) per x ∈ ∂In e t ∈ I, e h(x, 0) = β(x). L’applicazione
x 7→ h(x, 1) definisce una classe di omotopia (In, ∂In) → (X, x0) che dipende
solo dalle classi di omotopia di α e β e che sarà indicata con [α] · [β]. Questa
azione è compatibile con la struttura di gruppo di πn(X, x0), si ha cioè:

[α] · ([β1] · [β2]) = ([α] · [β1]) · ([α] · [β2]),

per ogni [α] ∈ π1(X, x0) e [β1], [β2] ∈ πn(X, x0).
Si dimostra che, se X è connesso per archi, l’insieme delle orbite di

π1(X, x0) in πn(X, x0) si identifica con l’insieme [Sn, X] delle classi di omo-
topia della sfera Sn in X. Inoltre, se G è un gruppo topologico con elemento
neutro e, l’azione di π1(G, e) su πn(G, e) è triviale, cioè ogni elemento di
π1(G, e) agisce come l’identità. Se G è un gruppo topologico connesso si
dimostra allora che il gruppo πn(G, e) coincide con il gruppo [Sn, G] delle
classi di omotopia (non puntata!) della sfera Sn in G, con la legge di gruppo
indotta da quella di G (si noti la differenza con (2.1)).

Citiamo un ultimo risultato, di cui avremo bisogno nel seguito:

Proposizione 2.6. π1(GL(Cr)) ∼= Z.

2.2 Fibrati vettoriali su uno spazio contratti-

le

Definizione 2.7. Uno spazio topologico X è detto contrattile se esiste un
punto x0 ∈ X ed un’omotopia

F : X × [0, 1] → X,
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tale che
F (x, 0) = x ∀x ∈ X,
F (x, 1) = x0 ∀x ∈ X,
F (x0, t) = x0 ∀t ∈ [0, 1].

In altre termini, X è contrattile se l’identità idX è omotopa ad un’appli-
cazione costante.

Consideriamo ora uno spazio topologico X che, per semplicità, supporre-
mo compatto. Ci proponiamo di dimostrare il seguente risultato:

Teorema 2.8. Sia E un fibrato vettoriale topologico su X. Se X è contrattile
allora E è triviale.

Lemma 2.9. Sia E un fibrato vettoriale su X × [0, 1]. Per ogni t ∈ [0, 1]
indichiamo con Et il fibrato vettoriale su X indotto dall’inclusione X ↪→
X × [0, 1] definita da x 7→ (x, t). Si ha allora:

E0
∼= E1.

Dimostrazione. Sia p : X × [0, 1] → X la proiezione canonica. Su X × {t} i
fibrati p∗(Et) ed E coincidono. Esiste pertanto (qui si usa l’ipotesi che X è
compatto) un intorno aperto V di t in [0, 1] ed un isomorfismo

p∗(Et)|X×V
∼= E|X×V .

Per ogni t′ ∈ V si ha dunque
Et
∼= Et′ .

Ciò significa che la classe di isomorfismo di Et è localmente costante su [0, 1];
essa è quindi costante.

Lemma 2.10. Siano f0 e f1 : X → Y due applicazioni omotope, e sia E un
fibrato vettoriale su Y . Allora

f ∗0 (E) ∼= f ∗1 (E).

Dimostrazione. Sia F : X× [0, 1] → Y un’omotopia tra f0 e f1; si ha dunque
F (x, 0) = f0(x) e F (x, 1) = f1(x), per ogni x ∈ X. Applicando il Lemma 2.9
al fibrato vettoriale F ∗(E) su X × [0, 1], si ottiene:

F ∗(E)|X×{0} = f ∗0 (E) ∼= f ∗1 (E) = F ∗(E)|X×{1}.



2.3. Incollamento di fibrati vettoriali 17

Passiamo ora alla dimostrazione del teorema.

del Teorema 2.8. Dato cheX è uno spazio contrattile, esiste un punto x0 ∈ X
tale che l’applicazione costante ix0 : X → X, x 7→ x0, è omotopa all’identità
idX . In base al Lemma 2.10 si ha quindi:

E ∼= i∗x0
(E) = X × Ex0

∼= X × Cr.

2.3 Incollamento di fibrati vettoriali

Sia X = X1 ∪X2 un ricoprimento di X mediante due sottoinsiemi chiusi X1

e X2. Poniamo X12 = X1 ∩X2 e sia

φ : X12 → GL(Cr)

una funzione continua.
Possiamo allora definire un fibrato vettoriale E(φ), di rango r, su X

ponendo
E(φ) = ((X1 × Cr) t (X2 × Cr))/∼,

ove ∼ è la più fine tra le relazioni di equivalenza che identifica i punti
(x1, v1) ∈ X1 × Cr e (x2, v2) ∈ X2 × Cr se x1 = x2 e v2 = φ(x1)v1.

Se φ′ : X12 → GL(Cr) è un’altra applicazione continua omotopa a φ,
l’omotopia tra φ e φ′

Φ : X12 × [0, 1] → GL(Cr)

permette di costruire, con lo stesso metodo usato per φ, un fibrato vettoriale
su X × [0, 1] che coincide con E(φ) su X × {0} e con E(φ′) su X × {1}. In
base al Lemma 2.9 si ha quindi un isomorfismo

E(φ) ∼= E(φ′).

Se indichiamo con Vettr(X) l’insieme delle classi di isomorfismo dei fibrati
vettoriali topologici di rango r su X, si ottiene cos̀ı una mappa

[X12,GL(Cr)] → Vettr(X),(2.2)

che associa alla classe di omotopia [φ] la classe di isomorfismo del fibrato
vettoriale E(φ).
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Proposizione 2.11. Se X1 e X2 sono contrattili, l’applicazione (2.2) è una
biiezione.

Dimostrazione. Dimostriamo la suriettività. Sia E un fibrato vettoriale su
X. In base al Teorema 2.8, esistono delle trivializzazioni

φ1 : E|X1

∼→ X1 × Cr, φ2 : E|X2

∼→ X2 × Cr.

Sull’intersezione X12 si ottiene dunque un isomorfismo di fibrati vettoriali
triviali

φ2 ◦ φ−1
1 : X12 × Cr ∼→ X12 × Cr.

Questo isomorfismo è determinato da una applicazione continua

φ : X12 → GL(Cr),

ed è chiaro che è E(φ) ∼= E.
Occupiamoci ora dell’iniettività. Siano φ e φ′ : X12 → GL(Cr) due funzio-

ni continue tali che E(φ) ∼= E(φ′). Considerando le restrizioni a Xi, i = 1, 2,
tale isomorfismo individua degli isomorfismi

E(φ)|Xi
= Xi × Cr ∼→ Xi × Cr = E(φ′)|Xi

,

che sono determinati da delle funzioni continue

gi : Xi → GL(Cr).

Dalle definizioni di E(φ) e E(φ′) si deduce immediatamente che, per ogni
x ∈ X12, si ha

φ′(x) = g2(x)φ(x)g1(x)
−1.

Se X1 e X2 sono contrattili, le applicazioni g1 e g2 sono omotope all’applica-
zione costante definita dall’elemento neutro idCr di GL(Cr). Ne deriva che φ
è omotopa a φ′.

Osservazione 2.12. Sotto la sola ipotesi che tutti i fibrati vettoriali su X1 e
X2 siano triviali, si ottiene comunque un’applicazione suriettiva

[X12,GL(Cr)] → Vettr(X).

Se X1 o X2 non sono contrattili, si definisce una relazione di equivalenza ∼
su [X12,GL(Cr)] ponendo φ ∼ φ′ se esistono delle funzioni continue gi : Xi →
GL(Cr), per i = 1, 2, tali che

φ′(x) = g2(x)φ(x)g1(x)
−1, ∀x ∈ X12.

Dalla dimostrazione della Proposizione 2.11 si deduce che l’insieme Vettr(X)
è in corrispondenza biunivoca con l’insieme quoziente [X12,GL(Cr)]/∼.
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Corollario 2.13. Vettr(Sn) ∼= πn−1(GL(Cr)).

Dimostrazione. Se ricopriamo la sfera Sn con due semisfere chiuse la cui
intersezione è una sfera Sn−1, ed osserviamo che le semisfere chiuse sono
contrattili, otteniamo una biiezione

Vettr(Sn) ∼= [Sn−1,GL(Cr)].

Osservando che GL(Cr) è connesso, da quanto visto nell’Osservazione 2.5 si
deduce che:

[Sn−1,GL(Cr)] ∼= πn−1(GL(Cr)).

Osservazione 2.14. Si osservi che, per n = 1, il corollario precedente afferma
che l’insieme delle classi di isomorfismo dei fibrati vettoriali topologici com-
plessi sul cerchio S1 è in corrispondenza biunivoca con l’insieme delle com-
ponenti connesse di GL(Cr), e quindi afferma in sostanza che ogni fibrato
vettoriale topologico complesso su S1 è triviale.

2.4 Superficie di Riemann

Consideriamo un poligono regolare P ⊂ C con 4g vertici Qk = e
ikπ
2g ed

indichiamo con ak, bk, a
−1
k , b−1

k i lati Qk−1Qk, a seconda che k sia congruo a
1, 2, 3 oppure 0 modulo 4, orientati nel verso positivo o negativo a seconda
che l’esponente sia 1 o −1. La figura riportata qui sotto illustra, a titolo di
esempio, il caso g = 2.
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Sia X lo spazio topologico quoziente di P per la relazione di equivalen-
za che identifica i lati ak con a−1

k e bk con b−1
k (rispettando l’orientazione

assegnata). Indichiamo con p : P → X la proiezione canonica. Lo spazio
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topologico X è una superficie reale connessa e compatta il cui gruppo fon-
damentale si può calcolare applicando il teorema di Seifert–van Kampen. Si
consideri il ricoprimento di P determinato dagli aperti

P1 = {z ∈ P : |z| > 1/3}

e

P2 = {z ∈ P : |z| < 2/3},

e siano X1 e X2 le loro rispettive immagini in X. L’aperto X1 è omotopo a
un fiore con 2g petali1, mentre l’aperto X2 è contrattile. Inoltre l’intersezione
X12 = X1 ∩ X2 è omotopa a un cerchio. Il teorema di Seifert–van Kampen
afferma che π1(X) è la somma amalgamata dei gruppi fondamentali di X1 e
X2 secondo il diagramma

π1(X1) π1(X2)

π1(X12).

eeKKKKKKKKKK

99ssssssssss

Sia αk la classe del circuito p(ak) e βk quella del circuito p(bk). Il gruppo
fondamentale di X si identifica al quoziente del gruppo libero generato da
α1, β1, . . . , αg, βg modulo il sottogruppo normale generato da

∏g
k=1[αk, βk],

ove [αk, βk] = αkβkα
−1
k β−1

k .

Ancora, usando il ricoprimento X1, X2 e la sequenza esatta di Mayer–
Vietoris,

H1(X) → H1(X1)
ρ→ H1(X12) → H2(X) → 0,

si possono determinare i numeri di Betti di X: la mappa ρ infatti è nulla e,
di conseguenza, si ha b1(X) = 2g e b2(X) = 1. La superficie X è dunque una
superficie orientabile di genere g.

Infine, è ben noto che ogni superficie orientabile, connessa e compatta, è
omeomorfa ad una superficie X del tipo descritto precedentemente.

1Si chiama fiore con k petali lo spazio topologico ottenuto da k circonferenze C1, . . . , Ck,
a due a due disgiunte, tramite l’identificazione dei punti P1 ∈ C1,. . . , Pk ∈ Ck.
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2.5 Fibrati vettoriali sulle superficie di Rie-

mann

In questa sezione indicheremo con Pic(X) il gruppo delle classi di isomorfismo
dei fibrati vettoriali topologici di rango 1 su X e con Cr

X il fibrato vettoriale
triviale di rango r.

Teorema 2.15. (i) Pic(X) ∼= Z;

(ii) L’applicazione
Pic(X) → Vettr(X)
L 7→ L⊕ Cr−1

X

è una biiezione.

Dimostrazione. (i). Consideriamo la sequenza esatta

0 → Z → OX → O∗
X → 0,

definita nella sezione 1.9 del Cap. 1. Utilizzando il fatto che il fascio OX è
“fine” e, di conseguenza, sono nulli i gruppi di coomologia H i(X,OX), per
i ≥ 1, dalla sequenza esatta lunga di coomologia associata a (2.5) si ottiene
un isomorfismo

Pic(X) ∼= H2(X,Z) ∼= Z,

che dimostra la prima asserzione.
(ii). Consideriamo il ricoprimento di P determinato dai sottoinsiemi chiusi

A′ = {z ∈ P : |z| ≥ 1/2}

e

B′ = {z ∈ P : |z| ≤ 1/2},

ed indichiamo con A e B le loro rispettive immagini in X. Si osservi che B
è contrattile, mentre A è omotopo a un fiore con 2g petali. L’intersezione
A ∩ B è un cerchio, che indicheremo con C. Ogni fibrato vettoriale su B
è triviale (in quanto B è contrattile) e, utilizzando l’Osservazione 2.14, si
dimostra facilmente che lo stesso vale per i fibrati vettoriali su A. Pertanto,
ricordando quanto detto nell’Osservazione 2.12, si ottiene un’applicazione
suriettiva

Z ∼= π1(GL(Cr)) ∼= [C,GL(Cr)] → Vettr(X).(2.3)
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Consideriamo ora l’inclusione C∗ ↪→ GL(Cr) definita da

λ 7→


λ 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

. . . 0
0 0 · · · 1

 .

Questa mappa induce un isomorfismo sui gruppi fondamentali. Si ha quindi
il seguente diagramma commutativo

Pic(X)

��

∼ // [C,C∗]

∼=
��

Vettr(X) [C,GL(Cr)],oo

ove l’applicazione Pic(X) → Vettr(X) associa ad un fibrato in rette L il
fibrato vettoriale L⊕ Cr−1

X . Componendo questa mappa con l’applicazione

det : Vettr(X) → Pic(X)

E 7→ det(E),

si ottiene:

Pic(X) → Vettr(X)
det−→ Pic(X)

L 7→ L⊕ Cr−1
X 7→ L,

da cui, tenendo conto dell’isomorfismo Pic(X) ∼= Z e della suriettività del-
l’applicazione (2.3), si deduce che l’applicazione L 7→ L⊕Cr−1

X è una biiezione
tra Pic(X) e Vettr(X).

Osservazione 2.16. Ricordando quanto detto nell’Osservazione 2.12, si ve-
de come, nel corso della dimostrazione della seconda asserzione del teorema
precedente, si ottenga una biiezione tra Vettr(X) e l’insieme [C,GL(Cr)]/∼,
ove ∼ è la relazione di equivalenza definita ponendo φ ∼ φ′ se esiste un’ap-
plicazione continua g : A → GL(Cr) tale che, per ogni x ∈ C, si abbia
φ′(x) = g(x)φ(x).

Si potrebbe, in effetti, dimostrare direttamente che l’azione di [A,GL(Cr)]
su [C,GL(Cr)] cos̀ı definita è triviale. In questo modo si otterrebbe subito
una biiezione tra Vettr(X) e [C,GL(Cr)] ∼= Z, valevole per ogni r ≥ 1.
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2.6 Osservazioni finali

Terminiamo con alcune osservazioni e con la presentazione di alcuni risultati
di cui ometteremo le dimostrazioni.

Sia X come sopra e L un fibrato in rette topologico su X. Si può dimo-
strare che L ha una sezione avente solo zeri isolati. Sia s una tale sezione e
x un suo zero. Si fissi un intorno D di x, omeomorfo a un disco, sul quale
il fibrato L ha una sezione non nulla e e sul quale s non ha altri zeri oltre a
x. Si scriva s(x) = f(x)e(x). Dato che D \ {x} ha il tipo di omotopia di un
cerchio, la funzione

f : D \ {x} → C∗

ha un grado indipendente dalla scelta di D e della sezione e. Questo numero
si chiama il grado locale di s in x, e sarà indicato con degx(s). Si può quindi
definire il grado della sezione s ponendo

deg(s) =
∑

x∈Z(s)

degx(s),

ove Z(s) indica il luogo degli zeri di s. Il risultato fondamentale è espresso
dal seguente teorema:

Teorema 2.17. Il grado di una sezione continua di L, avente solo zeri isolati,
è indipendente dalla sezione in questione.

Si chiamerà quindi grado di L tale numero, indicato con degL. Si ottiene
allora il risultato seguente:

Corollario 2.18. La funzione Pic(X) → Z, L 7→ degL, è un isomorfismo
di gruppi.

Se E è un fibrato vettoriale di rango r, il fibrato det(E) = ∧rE è un
fibrato in rette. Si definisce quindi il grado di E mediante

deg(E) = deg(det(E)).

Corollario 2.19. La funzione Vettr(X) → Z, E 7→ deg(E), è biiettiva.

Le curve algebriche proiettive liscie possono essere considerate come delle
superficie reali compatte, connesse ed orientate. Ad ogni fibrato vettoriale
algebrico E su una tale curva è associato il fibrato vettoriale topologico sog-
giacente Ẽ. Si dimostra allora che il grado (algebrico) di E, che definiremo
in seguito, coincide col grado (topologico) del fibrato Ẽ.
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Osservazione 2.20. È quasi superfluo far notare che la funzione grado

deg : Vettr(X) → Z

coincide con la biiezione fra Vettr(X) e Z costruita nella dimostrazione del
Teorema 2.15.



Capitolo 3

Classificazione algebrica

3.1 Fibrati in rette e divisori

Sia X una varietà complessa1, O∗
X il fascio delle funzioni olomorfe non nulle

e M ∗
X il fascio delle funzioni meromorfe non identicamente nulle su X.

Ricordiamo che un divisore (di Cartier) D su X è una sezione globale del
fascio M ∗

X/O
∗
X , cioè è il dato di un ricoprimento aperto U = (Ui)i∈I di X e

di una famiglia di funzioni meromorfe fi su Ui, tali che

fi

fj

∈ Γ(Ui ∩ Uj,O
∗
X).

Le fi sono dette le equazioni locali del divisore D. L’insieme dei divisori
su X, con l’operazione di somma determinata dal prodotto delle equazioni
locali, costituisce un gruppo abeliano.

Dalla sequenza esatta

0 → O∗
X → M ∗

X → M ∗
X/O

∗
X → 0

si ottiene una mappa naturale

H0(X,M ∗
X) → H0(X,M ∗

X/O
∗
X).

Un divisore D è detto principale se appartiene all’immagine di tale mappa,
cioè se è definito da un’unica equazione. Due divisori si dicono linearmente
equivalenti se la loro differenza è un divisore principale. La relazione di

1Tutto ciò che diremo vale anche per varietà algebriche o, più in generale, per schemi
(vedi [7]).

25
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equivalenza lineare è una relazione di equivalenza; l’insieme quoziente, cioè
l’insieme delle classi di equivalenza lineare dei divisori (di Cartier) su X sarà
indicato con CaCl(X).

Consideriamo un divisore D determinato da (Ui, fi)i∈I . Sull’intersezione
Uij = Ui ∩ Uj, poniamo

gij =
fi

fj

.

È immediato verificare che le funzioni gij soddisfano le identità (1.1) e (1.2) e
determinano pertanto un fibrato in rette su X, che indicheremo con OX(D).

Si dimostra facilmente che due fibrati in rette OX(D) e OX(D′) sono
isomorfi se e solo se i divisori D e D′ sono linearmente equivalenti. Si ottiene
cos̀ı una mappa

CaCl(X) → Pic(X).

Questa mappa è in realtà, sotto ipotesi molto deboli su X, un isomorfismo
di gruppi.

3.2 Fibrati in rette su una curva

Sia C una curva proiettiva irriducibile e non singolare. Un divisore su C è
una combinazione lineare formale di punti2

D =
N∑

i=1

niPi, ni ∈ Z.

Si definisce il grado di D mediante

deg(D) =
N∑

i=1

ni.

Il grado dipende in realtà solo dalla classe di equivalenza lineare del divisore
in questione e definisce pertanto una mappa

deg : CaCl(C) → Z.

Visto l’isomorfismo CaCl(C) ∼= Pic(C), si ottiene cos̀ı una funzione grado

deg : Pic(C) → Z.

Si pone allora Picd(C) = deg−1(d).
2Questa definizione di divisore su una curva è equivalente a quella data nella sezione

precedente.
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Osservazione 3.1. Nella sezione 2.6 si è visto come sia possibile definire il
grado di un fibrato in rette topologico. Come già osservato, si può dimostrare
che il grado del fibrato topologico soggiacente ad un fibrato in rette algebrico
su C coincide col grado definito in questa sezione.

Il grado di un fibrato in rette è un parametro discreto che fornisce la
decomposizione seguente:

Pic(C) =
⊔
d∈Z

Picd(C).

Per ogni d ∈ Z, si ha inoltre un isomorfismo

Pic0(C)
∼→ Picd(C)

determinato dal prodotto tensoriale con il fascio OC(n) = OC(1)⊗n.
In conclusione, si è visto che, per classificare tutti i fibrati in rette su

C, basta studiare Pic0(C), il gruppo delle classi di isomorfismo dei fibrati in
rette di grado 0 su C. Lo studio di Pic0(C) è oggetto di una teoria, ormai
classica, che risale a Jacobi. Esporremo qui brevemente i risultati principali
di tale teoria.

Sia C una curva proiettiva non singolare di genere g. Dal punto di vista
topologico, C è una superficie reale compatta, connessa ed orientata. Sia
(a1, . . . , ag, b1, . . . , bg) una base di 1-cicli di H1(C,Z), normalizzata in modo
tale che

(ai, aj) = 0, (bi, bj) = 0, (ai, bj) = δij.

Sia (ω1, . . . , ωg) una base di 1-forme olomorfe in H0(C, ωC), normalizzata in
modo che ∫

aj

ωi = δij.

Si consideri la matrice, detta dei B-periodi,

Ω =


∫

b1
ω1 · · ·

∫
bg
ω1

...
. . .

...∫
b1
ωg · · ·

∫
bg
ωg

 .

Si definisce allora la varietà jacobiana di C ponendo

J(C) = Cg/Λ,
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ove Λ è il reticolo generato dalle colonne della matrice

(1 |Ω) =


1 0 · · · 0

∫
b1
ω1 · · ·

∫
bg
ω1

0 1 · · · 0
∫

b1
ω2 · · ·

∫
bg
ω2

...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1
∫

b1
ωg · · ·

∫
bg
ωg

 .

La varietà jacobiana J(C) è un toro complesso.
Se D =

∑
i(Pi−Qi) è un divisore di grado 0 su C, è ben definito il punto

µ(D) =

(∑
i

∫ Pi

Qi

ω1, · · · ,
∑

i

∫ Pi

Qi

ωg

)
∈ J(C).

Il teorema di Abel afferma che, se D è un divisore principale, allora µ(D) = 0
e, di conseguenza,

µ(D) = µ(D′) ⇔ D è linearmente equivalente a D′.

Si ottiene cos̀ı una mappa iniettiva

µ : Pic0(C) → J(C).

Il teorema di inversione di Jacobi afferma che questa mappa è in realtà un
isomorfismo di gruppi.

Quest’ultimo risultato determina la struttura (di varietà) di Pic0(C) e
fornisce quindi una risposta al problema della classificazione dei fibrati in
rette su C.

Riassumento, abbiamo visto che le classi di isomorfismo dei fibrati in
rette su una curva proiettiva liscia e connessa C dipendono da un parametro
discreto, il grado, d ∈ Z, e da un parametro che varia in una varietà (toro
complesso) di dimensione pari al genere della curva C.

3.3 Fibrati vettoriali sulla retta proiettiva

In questa sezione indicheremo con P1 la retta proiettiva sul corpo dei numeri
complessi C. Il termine fibrato vettoriale indicherà allora un fibrato vettoriale
olomorfo (o algebrico).

La classificazione dei fibrati vettoriali sulla retta proiettiva è dovuta a
Grothendieck [4], che ha dimostrato come ogni fibrato vettoriale su P1 si
spezzi nella somma diretta di fibrati in rette. Precisamente vale il seguente
risultato:
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Teorema 3.2. Sia E un fibrato vettoriale di rango r su P1. Esistono degli
interi a1, . . . , ar ∈ Z, con a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar, tali che

E ∼= O(a1)⊕ · · · ⊕ O(ar).

Tali ai sono univocamente determinati.

Per la dimostrazione di questo teorema abbiamo bisogno di richiamare due
teoremi, dovuti a Serre, noti sotto il nome di Teoremi A e B rispettivamente.

Sia X una varietà proiettiva e sia OX(1) un fascio invertibile molto ampio
su X. Se E è un fascio localmente libero su X, si pone

E(n) = E ⊗OX
OX(n) = E ⊗OX

OX(1)⊗n.

Teorema A Per ogni fascio localmente libero E di rango r su X esiste un
intero m0 tale che, per ogni n ≥ m0, E(n) è generato dalle sue sezioni globali
(ciò significa che la mappa naturale H0(X,E(n)) → E(n)x è suriettiva, per
ogni x ∈ X).

Teorema B Per ogni fascio localmente libero E di rango r su X esiste un
intero n0 tale che, per ogni n ≥ n0, H

i(X,E(n)) = 0, per ogni i ≥ 1.

Osservazione 3.3. Si noti che, nei due teoremi precedenti, gli interi m0 e n0

dipendono dal fibrato E.

del Teorema 3.2. Si procede per induzione sul rango di E.
Se r = 1 non c’è niente da dimostrare. Supponiamo allora di aver dimo-

strato il teorema per tutti i fibrati di rango r. Sia E un fibrato vettoriale di
rango r+1 su P1. Utilizzando il Teorema B e la dualità di Serre, si trova che

H0(P1, E(n)) = 0, per n� 0.

Il Teorema A afferma però che

H0(P1, E(n)) 6= 0, per n� 0;

esiste quindi un unico intero n0 tale che

H0(P1, E(n0)) 6= 0, H0(P1, E(n)) = 0, per n < n0.

Sia allora s ∈ H0(P1, E(n0)), con s 6= 0. Una tale sezione non può annullarsi;
infatti se esistesse un punto x ∈ P1 con s(x) = 0, dalla sequenza esatta

0 → E(n0)⊗ O(−x) → E(n0) → E(n0)x → 0
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si dedurrebbe che s ∈ H0(P1, E(n0) ⊗ O(−x)) = H0(P1, E(n0 − 1)) = 0,
contraddicendo l’ipotesi.

La sezione s genera quindi un sottofibrato triviale di E. Si ha cos̀ı una
sequenza esatta corta di fibrati vettoriali

0 → O
s→ E(n0) → F → 0.(3.1)

Per l’ipotesi induttiva F è spezzato, cioè esistono degli interi b1, . . . , br,
univocamente determinati dalla condizione b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ br, tali che

F ∼= O(b1)⊕ · · · ⊕ O(br).

Per terminare la dimostrazione è allora sufficiente dimostrare che la sequenza
esatta (3.1) si spezza. Come ben noto (vedi Appendice A), l’ostruzione al
suo spezzamento stà nel gruppo

Ext1(F,O) = H1(P1, F ∗ ⊗ O) =
r⊕

i=1

H1(P1,O(−bi)).

Notiamo che
H1(P1,O(−bi)) ∼= H0(P1,O(bi − 2))∗,

quindi l’intero gruppo Ext1(F,O) si annulla se, per ogni i, si ha bi < 2.
Dimostreremo ora che si ha addirittura bi ≤ 0, per ogni i = 1, . . . , r.

Tensorizzando (3.1) per O(−1) otteniamo la sequenza esatta corta

0 → O(−1) → E(n0 − 1) →
r⊕

i=1

O(bi − 1) → 0,

la cui sequenza esatta lunga di coomologia è

0 → H0(P1, E(n0 − 1)) →
r⊕

i=1

H0(P1,O(bi − 1)) → H1(P1,O(−1)) = 0.

Si ha quindi

r⊕
i=1

H0(P1,O(bi − 1)) ∼= H0(P1, E(n0 − 1)) = 0,

ove l’ultima uguaglianza deriva dalla definizione di n0. Ciò implica quindi
che bi ≤ 0, per ogni i = 1, . . . , r.



3.3. Fibrati vettoriali sulla retta proiettiva 31

Abbiamo cos̀ı dimostrato che la sequenza esatta (3.1) è spezzata. Tenso-
rizzando per O(−n0) si ottiene allora

E ∼= O(−n0)⊕
r⊕

i=1

O(bi − n0) =
r+1⊕
i=1

O(ai),

con a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar+1.
Passiamo all’unicità. Supponiamo che ci siano due diverse decomposizioni

O(a1)⊕ · · · ⊕ O(ar) ∼= O(b1)⊕ · · · ⊕ O(br),(3.2)

con a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar e b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ br. Sia aj il primo degli a che
non è uguale a bj, in modo che si abbia a1 = b1,. . . , aj−1 = bj−1 e aj 6= bj.
Non è restrittivo supporre (a meno di scambiare gli a con i b) che aj > bj.
Tensorizzando (3.2) per O(−aj), si ottiene:

j−1⊕
i=1

O(ai − aj)⊕ O ⊕
r⊕

i=j+1

O(ai − aj) ∼=
j−1⊕
i=1

O(bi − aj)⊕
r⊕

i=j

O(bi − aj).

Dalle ipotesi fatte sugli a e sui b discende che, nel precedente isomorfismo, il
membro di sinistra ha più sezioni olomorfe di quello di destra, portanto cos̀ı
ad una contraddizione.

Osservazione 3.4. Abbiamo visto in precedenza che l’unico invariante topolo-
gico di un fibrato vettoriale di rango r su P1 è il suo grado d. In altri termini,
ogni fibrato vettoriale topologico E su P1 è della forma

E ∼= O(d)⊕ O⊗(r−1),

ove d = deg(E).
Per un fibrato vettoriale olomorfo

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(ar),

si ha deg(E) =
∑r

i=1 ai.
In conclusione, possiamo riassumere quanto visto affermando che le classi

di isomorfismo dei fibrati vettoriali olomorfi di rango r su P1 sono in corri-
spondenza biunivoca con le r-uple di interi (a1, . . . , ar), con a1 ≥ · · · ≥ ar.
Due tali r-uple determinano fibrati vettoriali topologicamente isomorfi se e
solo se le loro somme sono uguali. Questo significa, in particolare, che un
fibrato vettoriale topologico di rango r su P1 ammette, in generale, molte
strutture olomorfe differenti.
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3.4 Famiglie limitate

Nella sezione precedente ci siamo occupati della classificazione dei fibrati vet-
toriali sulla retta proiettiva. Passiamo ora a considerare il caso in cui la curva
di base abbia genere strettamente positivo. Il problema della classificazione
dei fibrati vettoriali si riconduce ad un “problema di moduli”, come descritto
in tutta generalità nell’Appendice B. In questa sezione vogliamo mettere in
evidenza un fenomeno che preclude l’esistenza di spazi di moduli per fibrati
vettoriali di rango e grado fissati su una curva.

Per ragioni tecniche, nello studio degli spazi di moduli è conveniente usare
la teoria degli schemi. Il lettore che non abbia familiarità con tale teoria può,
nella maggior parte dei casi, semplicemente sostituire il termine “schema” con
“varietà”. Nel seguito tutti gli schemi si intendono noetheriani e definiti su
C, e per “punto” si intenderà, salvo avviso contrario, un punto chiuso.

Sia C una curva algebrica proiettiva, liscia e connessa, di genere g. Ini-
ziamo con alcune definizioni:

Definizione 3.5. Sia dato un insieme A di classi di isomorfismo di fibrati
vettoriali su C. Una famiglia di elementi di A parametrizzata da uno schema
(noetheriano e definito su C) S è un fascio localmente libero F su S×C, tale
che, per ogni punto (chiuso) s di S, la classe di isomorfismo di Fs = F |{s}×C

sia un elemento di A .

Definizione 3.6. Un insieme A di classi di isomorfismo di fibrati vettoriali
su C è detto limitato se esiste uno schema S ed una famiglia di fibrati vet-
toriali F parametrizzata da S, tale che A sia contenuto nell’insieme delle
classi di isomorfismo dei fibrati vettoriali

Fs = F |{s}×C ,

al variare di s ∈ S.

Dal teorema di semicontinuità [7, Cap. 3, Teor. 12.8] si deduce immedia-
tamente il seguente risultato:

Proposizione 3.7. Se F è un fascio localmente libero su S × C (basta, in
realtà, supporre che F sia un fascio coerente su S × C, piatto3 su S), le

3Dato un morfismo di varietà f : X → Y ed un OX -modulo F , si dice che F è piatto
su Y se, per ogni x ∈ X, la fibra Fx è un OY,y-modulo piatto, ove y = f(x). Tale
concetto algebrico rivela delle proprietà geometriche estremamente interessanti, tanto da
far considerare la piattezza come una condizione naturale da imporre sulle famiglie.
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funzioni
s 7→ dimH0(C,Fs), s 7→ dimH1(C,Fs),

sono limitate e superiormente semicontinue.
Se queste funzioni sono costanti e se S è uno schema integro, i fasci p∗(F )

e R1p∗(F ), ove p : S × C → S è la proiezione canonica, sono localmente
liberi.

Se A è un insieme limitato, l’insieme dei valori assunti dalla coppia (ran-
go, grado) su A è finito. Dalla proposizione precedente deriva inoltre che è
pure finito l’insieme dei valori assunti da dimH0(C,E) e dimH1(C,E), al
variare di E in A .

Proposizione 3.8. Se r ≥ 2, l’insieme delle classi di isomorfismo dei fibrati
vettoriali di rango r e grado d su C non è limitato.

Dimostrazione. Sia P ∈ C e, per ogni intero k > 0, consideriamo il seguente
fibrato vettoriale (di rango r e grado d):

Ek = OC(−kP )⊕ OC((d+ k)P )⊕ O⊕(r−2)
C .

Per il teorema di Riemann–Roch, si ha

dimH1(C,OC(−kP )) = k + g − 1,

e quindi
dimH1(C,Ek) ≥ k + g − 1.

Dato che questo insieme di numeri non è limitato, l’insieme contenente i
fibrati Ek non può essere limitato.

Osservazione 3.9. Dall’esempio precedente si vede come ciò che impedisce
alla famiglia di essere limitata sia la presenza in essa di fibrati che hanno dei
sottofibrati di grado arbitrariamente elevato. Questo fatto è da mettere in
relazione con la nozione di stabilità che daremo in seguito.

3.5 Stabilità

Abbiamo visto che non può esistere uno spazio di moduli per le classi di
isomorfismo di tutti i fibrati vettoriali, di rango e grado fissati, su una curva
C. È quindi necessario restringerci ad un opportuno sottoinsieme. A questo
scopo, la nozione più conveniente risulta essere la stabilità.
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Definizione 3.10. Un fibrato vettoriale E su C è detto semistabile (risp.
stabile) se, per ogni sottofibrato proprio F ⊂ E, si ha:

µ(F ) ≤ µ(E) (risp. µ(F ) < µ(E)),

ove

µ(E) =
deg(E)

rk(E)

è detta la pendenza di E.

Osservazione 3.11. Equivalentemente, si può affermare che E è semistabile
(risp. stabile) se, per ogni fibrato quoziente proprio G di E, si ha:

µ(G) ≥ µ(E) (risp. µ(G) > µ(E)).

Le seguenti proprietà sono del tutto evidenti.

Proposizione 3.12. (i) Ogni fibrato in rette è stabile.

(ii) Se (rk(E), deg(E)) = 1 allora, per il fibrato vettoriale E, le nozioni di
stabilità e semistabilità coincidono.

(iii) E è semistabile (risp. stabile) se e solo se lo stesso vale per E∗.

(iv) Per ogni fibrato in rette L, E è semistabile (risp. stabile) se e solo se
E ⊗ L lo è.

Osservazione 3.13. Da quanto visto nella sezione 3.3 si deduce immediata-
mente che, sulla retta proiettiva, non esistono fibrati stabili di rango r ≥ 2.
Inoltre, se r non divide il grado d, non esistono neppure fibrati semistabili,
mentre, se r|d, esiste un unico (a meno di isomorfismo) fibrato semistabile di
rango r e grado d.

3.6 La filtrazione di Harder–Narasimhan

Sia E un fibrato vettoriale su C.

Lemma 3.14. Esiste un intero n0 tale che, per ogni sottofibrato F ⊂ E, si
ha

µ(F ) ≤ n0.
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Dimostrazione. Sia OC(1) un fascio molto ampio su C. Dal Teorema B di
Serre si deduce che esiste un intero N tale che, per ogni n ≥ N , si ha

Hom(OC(n), E) = H0(C,E(−n)) = 0.

Dal teorema di Riemann–Roch discende che, se L è un fibrato in rette con

degL > N deg OC(1) + g,

si ha:
Hom(OC(N), L) = H0(C,L(−N)) 6= 0,

da cui deriva che
Hom(L,E) = 0.

Sia ora F ⊂ E un sottofibrato di rango r′, con 1 ≤ r′ ≤ rk(E)− 1. Si ha cos̀ı
un omomorfismo non nullo

∧r′F → ∧r′E.

Applicando quanto sopra detto ai fibrati ∧r′E, al variare di r′, si deduce che
deg(∧r′F ) = degF è limitato. Di conseguenza è limitata anche la pendenza
µ(F ) = degF/ rkF .

Da questo lemma si deduce il seguente risultato:

Proposizione 3.15. Esiste un unico sottofibrato E1 di E tale che, per ogni
sottofibrato F di E, si abbia

µ(F ) ≤ µ(E1),

e, nel caso valga l’uguaglianza, sia

rk(F ) ≤ rk(E1).

Il fibrato E1 è quindi semistabile ed è chiamato il sottofibrato semistabile
massimale di E.

Dimostrazione. È chiaro che E1 esiste ed è semistabile. Dimostriamo che è
unico.

Supponiamo che E ′
1 soddisfi le stesse proprietà di E1 e che E ′

1 6= E1.
Consideriamo la proiezione

π : E → E/E ′
1.
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È chiaro che π(E1) 6= 0. Sia allora G il sottofibrato di E/E ′
1, generato da

π(E1). Dato che π(E1) è un quoziente di E1, che è semistabile, si deve avere

µ(G) ≥ µ(π(E1)) ≥ µ(E1).

D’altra parte, considerando la sequenza esatta di fibrati vettoriali

0 → E ′
1 → π−1(G) → G→ 0,

e tenendo presente che rk(π−1(G)) > rk(E ′
1), dalle proprietà di E ′

1 deriva che

µ(π−1(G)) < µ(E ′
1),

cioè

µ(π−1(G)) =
deg(π−1(G))

rk(π−1(G))
=

deg(G) + deg(E ′
1)

rk(G) + rk(E ′
1)

<
deg(E ′

1)

rk(E ′
1)
,

da cui segue che
µ(G) < µ(E ′

1) = µ(E1).

Si ottiene cos̀ı una contraddizione, che prova l’unicità di E1.

Da quest’ultimo risultato si deduce immediatamente il teorema seguente:

Teorema 3.16. (Harder–Narasimhan). Esiste un’unica filtrazione di E,

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Ek−1 ⊂ Ek = E,

costituita da sottofibrati vettoriali Ei, tali che, per 1 ≤ i ≤ k−1, Ei/Ei−1 sia
il sottofibrato semistabile massimale di E/Ei−1. Questa filtrazione è detta la
filtrazione di Harder–Narasimhan di E.

Dimostrazione. Diamo solo l’idea della dimostrazione, lasciando i dettagli al
lettore. Sia E1 il sottofibrato semistabile massimale di E. Se E1 6= E, si pro-
segua considerando E/E1 ed indicando con E2 il suo sottofibrato semistabile
massimale, etc.

3.7 La filtrazione di Jordan–Hölder

In questa sezione dimostreremo le principali proprietà dei fibrati (semi)stabili.

Proposizione 3.17. Siano E e F due fibrati vettoriali semistabili su C.
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(i) Se µ(E) > µ(F ), allora Hom(E,F ) = 0.

(ii) Se E e F sono stabili e µ(E) = µ(F ), allora si ha Hom(E,F ) = 0
oppure E ∼= F (cioè ogni omomorfismo non nullo di E in F è un
isomorfismo).

(iii) Se E è stabile, allora E è semplice, cioè End(E) ∼= C (ogni endomor-
fismo di E è una omotetia).

Dimostrazione. (i). Sia f : E → F , con f 6= 0. Dato che F è semistabile, si
ha

µ(Im(f)) ≤ µ(F ) < µ(E).

Ma Im(f) è isomorfo ad un quoziente di E, e l’ipotesi di semistabilità di E
implica che µ(Im(f)) ≥ µ(E), il che è assurdo.
(ii). Ripetendo il ragionamento appena fatto per la dimostrazione di (i), si
ottiene

µ(Im(f)) ≤ µ(F ) = µ(E).

Ora però E è stabile, e questo implica che E ∼= Im(f). Si ha quindi

µ(Im(f)) = µ(E) = µ(F ),

e, dato che anche F è stabile, si deve avere Im(f) ∼= F , quindi f deve essere
un isomorfismo.
(iii). Sia f : E → E un omomorfismo non nullo; in base al punto (ii), f è
dunque un isomorfismo. Sia x un punto di C e sia λ un autovalore di fx (qui
si usa l’ipotesi che il corpo di base è algebricamente chiuso). L’omomorfismo
f − λ id non è un isomorfismo e quindi deve essere identicamente nullo. Ciò
significa che f è un’omotetia.

Sia µ ∈ Q, ed indichiamo con C (µ) la categoria dei fibrati vettoriali
semistabili di pendenza µ.

Proposizione 3.18. Consideriamo una sequenza esatta di fibrati vettoriali

0 → E → F → G→ 0.

Se E e G sono oggetti di C (µ), anche F lo è.

Dimostrazione. Dato che deg(F ) = deg(E) + deg(G) e rk(F ) = rk(E) +
rk(G), si ha µ(F ) = µ. Dimostriamo ora che F è semistabile. Sia H un
sottofibrato proprio di F e H1 il suo sottofibrato semistabile massimale. Se
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µ(H) > µ(F ) = µ, allora, per definizione di H1, è anche µ(H1) > µ, e quindi,
in base al punto (i) della Proposizione 3.17, si ha Hom(H1, G) = 0. Da
ciò si deduce che H1 è un sottofibrato di E, il che è assurdo, dato che E è
semistabile.

Proposizione 3.19. La categoria C (µ) è abeliana.

Dimostrazione. In base a quanto già visto, è sufficiente dimostrare che ogni
morfismo ha un nucleo ed un conucleo. Consideriamo quindi un morfismo
non nullo f : E → F di fibrati vettoriali semistabili di pendenza µ. Si noti
che i fasci Ker(f) e Coker(f) sono dei fibrati vettoriali se e solo se f ha rango
costante, e ciò è lo stesso che dire che Coker(f) è privo di torsione. Se T è il
sottofascio di torsione di Coker(f), poniamo

F ′ = Ker(F → Coker(f)/T ).

Dato che E è semistabile, si ha µ(Im(f)) ≥ µ(E) e, dato che anche F è
semistabile, si ha µ(F ′) ≤ µ(F ). Si ottiene quindi, ricordando che Im(f) ⊂
F ′,

µ(F ) ≥ µ(F ′) ≥ µ(Im(f)) ≥ µ(E) = µ(F ) = µ,

e pertanto vale ovunque il segno di uguaglianza. Da ciò si deduce che Im(f) =
F ′ e cioè Im(f) è un sottofibrato di F , quindi f ha rango costante e, di
conseguenza, Ker(f) e Coker(f) sono dei fibrati vettoriali.

Dimostriamo ora che Ker(f) e Coker(f) sono semistabili. Se cos̀ı non
fosse, Ker(f) avrebbe un sottofibrato di pendenza > µ, ma tale sottofibrato
sarebbe anche un sottofibrato di E, il che sarebbe in contraddizione con la
semistabilità di E. Analogamente Coker(f) avrebbe un fibrato quoziente di
pendenza < µ, ma questo sarebbe anche un quoziente di F , contraddicendo
la semistabilità di F .

In questa categoria abeliana le filtrazioni decrescenti sono stazionarie,
dato che il rango è decrescente. Si dice allora che la categoria è artiniana. In
una tale categoria esiste una nozione di filtrazione di Jordan–Hölder.

Lemma 3.20. Sia E un fibrato vettoriale semistabile di pendenza µ. Esiste
un sottofibrato E1 ⊂ E, con µ(E1) = µ(E) = µ, che è stabile.

Dimostrazione. Se E è stabile si ponga E1 = E. Se E non è stabile esiste
un sottofibrato proprio F1 di E con µ(F1) = µ(E) = µ. Se F1 è stabile si
ponga E1 = F1, altrimenti deve esistere un sottofibrato proprio F2 ⊂ F1 con
µ(F2) = µ. Continuando in questo modo si deve arrivare ad un Fi che sia
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stabile, altrimenti si otterrebbe una filtrazione decrescente non stazionaria di
fibrati in C (µ).

Sia dunque E un oggetto di C (µ), e sia E1 un sottofibrato stabile di
E, con µ(E1) = µ(E) = µ. Allora E/E1 è ancora un oggetto di C (µ), e
si può ripetere la costruzione appena fatta. Si ottiene cos̀ı una sequenza
strettamente crescente di sottofibrati vettoriali in C (µ)

0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂ Ek = E,

tali che Ei/Ei−1 sia un fibrato stabile in C (µ). Una tale filtrazione è detta
filtrazione di Jordan–Hölder di E. L’intero k è la lunghezza della filtrazione
e il fibrato vettoriale

Gr(E) =
k⊕

i=1

Ei/Ei−1

è detto il graduato associato. Due fibrati vettoriali E e F tali che Gr(E) ∼=
Gr(F ) sono detti S-equivalenti. La relazione di S-equivalenza è una relazione
di equivalenza.

Proposizione 3.21. Sia E un fibrato vettoriale semistabile di pendenza µ.
Tutte le filtrazioni di Jordan–Hölder di E hanno la stessa lunghezza k. Inol-
tre, se (Ei) e (E ′

j) sono due filtrazioni di Jordan–Hölder con graduati associati⊕
iEi/Ei−1 e

⊕
j E

′
j/E

′
j−1, allora esiste una permutazione σ ∈ Sk tale che

Ei/Ei−1
∼= E ′

σ(i)/E
′
σ(i)−1.

In particolare i due graduati associati sono isomorfi. Quindi la classe di
isomorfismo dei graduati associati dipende solo da E (questo giustifica la
notazione Gr(E)).

Dimostrazione. Siano (Ei) e (E ′
j) due filtrazioni di Jordan–Hölder di E, di

lunghezze k e k′, rispettivamente. Sia j l’intero definito dalle condizioni{
E1 ⊂ E ′

j

E1 6⊂ E ′
j−1.

L’omomorfismo canonico
E1 → E ′

j/E
′
j−1

è dunque non nullo e, dato che E1 e E ′
j/E

′
j−1 sono fibrati stabili con la stes-

sa pendenza, deve pertanto essere un isomorfismo. Consideriamo allora le
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filtrazioni (Ēi) e (Ē ′
j) indotte sul quoziente E/E1. Si tratta ancora di filtra-

zioni di Jordan–Hölder di graduati associati
⊕

i≥2Ei/Ei−1 e
⊕

i6=j E
′
i/E

′
i−1,

rispettivamente. Il risultato si ottiene quindi per induzione sul rango: queste
due filtrazioni hanno la stessa lunghezza e, di conseguenza, k = k′. Inoltre,
dato che per l’ipotesi induttiva esiste una permutazione

τ : {2, . . . , k} → {1, . . . , k} \ {j}

tale che
Ei/Ei−1

∼= E ′
τ(i)/E

′
τ(i)−1,

per ottenere σ ∈ Sk basta prolungare τ ponendo σ(1) = j.

Terminiamo con un ultimo risultato che sarà utile nel seguito.

Proposizione 3.22. Sia E un oggetto di C (µ). Allora E è stabile se e solo
se, per ogni oggetto E ′ di C (µ) tale che Gr(E ′) ∼= Gr(E), si ha E ′ ∼= E.

Dimostrazione. Se E è stabile, allora 0 ⊂ E è una filtrazione di Jordan–
Hölder di E, e quindi Gr(E) ∼= E. Se E ′ è tale che Gr(E ′) ∼= Gr(E) ∼= E
allora, dato che E è stabile, Gr(E ′) deve avere un solo addendo diretto; si ha
quindi Gr(E ′) ∼= E ′, dunque E ′ ∼= E.

Viceversa, supponiamo che E abbia la proprietà enunciata ma non sia
stabile. Possiamo scrivere

Gr(E) = F1 ⊕ F2,

ove F1 è stabile e F2 è somma diretta di fibrati stabili.
Se E 6∼= F1 ⊕ F2, il fibrato F1 ⊕ F2 ha lo stesso graduato di E ma non è

isomorfo ad E, contraddicendo l’ipotesi. Se invece E ∼= F1⊕F2, è sufficiente
dimostrare che esistono delle estensioni non triviali

0 → F1 → F1 ⊕ F2 → F2 → 0

oppure
0 → F2 → F1 ⊕ F2 → F1 → 0.

Bisogna quindi dimostrare che

H1(C,F ∗
2 ⊗ F1) 6= 0,

oppure che
H1(C,F ∗

1 ⊗ F2) 6= 0.
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Dal punto (ii) della Proposizione 3.17 discende che

dimH0(C,F ∗
1 ⊗ F2) = dimH0(C,F ∗

2 ⊗ F1).

Dal teorema di Riemann–Roch segue allora che

dimH1(C,F ∗
2 ⊗ F1)− dimH1(C,F ∗

1 ⊗ F2) = 2µ(rk(F1)− rk(F2)).

Se questa quantità è non nulla, allora uno degli interi dimH1(C,F ∗
2 ⊗ F1)

oppure dimH1(C,F ∗
1 ⊗ F2) è diverso da zero. Nel caso contrario si ha

χ(F ∗
2 ⊗ F1) = rk(F1) rk(F2)(1− g) < 0,

e quindi, ancora, dimH1(C,F ∗
2 ⊗F1) 6= 0. Questo conclude la dimostrazione.

3.8 Spazi di moduli: definizioni

Siano r, d ∈ Z, con r ≥ 2. Indichiamo con S(r, d) l’insieme delle classi di iso-
morfismo dei fibrati semistabili su C di rango r e grado d. Indichiamo inoltre
con S ′(r, d) il sottoinsieme di S(r, d) costituito dalle classi di isomorfismo dei
fibrati stabili.

Osservazione 3.23. (i) Si osservi che, in base alle proprietà dei fibrati se-
mistabili, la scelta di un fibrato in rette L di grado k su C permette di
costruire delle biiezioni

S(r, d)
∼→ S(r, d+ rk)

e

S ′(r, d)
∼→ S ′(r, d+ rk),

definite associando ad un fibrato vettoriale E il fibrato E ⊗ L.

(ii) Si noti inoltre che, se (r, d) = 1, allora, per una questione puramente
aritmetica, si ha

S(r, d) = S ′(r, d).

Diamo ora le definizioni precise del “problema di moduli” di cui ci occu-
peremo in seguito. Iniziamo definendo la nozione di equivalenza di famiglie:
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Definizione 3.24. Sia dato un insieme A di fibrati vettoriali su C di rango
fissato. Due famiglie F1 e F2 di elementi di A parametrizzate da uno schema
S sono dette equivalenti se esiste un fascio invertibile L su S tale che

F2
∼= F1 ⊗ p∗S(L),

ove pS indica la proiezione canonica, pS : S ×C → S. Scriveremo in tal caso
F1 ∼ F2.

La definizione di equivalenza di famiglie appena data è del tutto sensata.
Vale infatti il seguente risultato:

Lemma 3.25. Siano F1, F2 due fibrati vettoriali su S × C tali che, per
ogni punto (chiuso) s di S, (F1)s è stabile e (F1)s

∼= (F2)s. Allora esiste
un fibrato in rette L su S tale che F2

∼= F1 ⊗ p∗S(L), ove pS : S × C → S è
la proiezione canonica.

Dimostrazione. Ricordiamo che l’immagine diretta p∗(F ) di un fascio F su
T , tramite un morfismo p : T → S, è definita dalla condizione

Γ(U, p∗(F )) = Γ(p−1(U), F ),

per ogni aperto U ⊂ S. Da ciò si deduce l’esistenza di un omomorfismo
naturale

p∗(p∗(F )) → F.

Applicando quanto detto al fascio H om(F1,F2) e al morfismo pS : S×C →
S, e tensorizzando con F1, si ottiene un omomorfismo

F1 ⊗ p∗SpS∗(H om(F1,F2)) → F1 ⊗H om(F1,F2).

Componendo con l’omomorfismo naturale F1 ⊗ H om(F1,F2) → F2, si
ottiene un omomorfismo

h : F1 ⊗ p∗SpS∗(H om(F1,F2)) → F2.

Ricordando che, per ogni punto s, (F1)s e (F2)s sono due fibrati vettoriali
stabili isomorfi, e ricordando le proprietà dei fibrati stabili, si deduce che:

(i) ogni omomorfismo non nullo (F1)s → (F2)s è un isomorfismo,

(ii) dimH0(C,H om((F1)s, (F2)s) = 1.
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Da (ii) deriva che pS∗(H om(F1,F2)) è localmente libero e che la sua fibra
nel punto s ∈ S non è altro che H0(C,H om((F1)s, (F2)s)) (vedi [7, Cap. 3,
Corollary 12.9]). Poniamo allora

L = pS∗(H om(F1,F2));

questo è un fibrato in rette su S. Si ha pertanto un omomorfismo

h : F1 ⊗ p∗S(L) → F2.

Da (i) discende allora che h è un isomorfismo.

Le definizioni degli spazi di moduli date nell’Appendice B si possono, in
questo caso, riformulare come segue:

Definizione 3.26. Uno spazio di moduli buono per A è il dato di uno schema
M e di una famiglia FM di elementi di A parametrizzata da M tale che,
per ogni famiglia F di elementi di A parametrizzata da uno schema (di tipo
finito) S esista un unico morfismo

ρF : S →M

tale che ρ∗F (FM) ∼ F .

Sia FA il funtore dalla categoria degli schemi noetheriani su C alla ca-
tegoria degli insiemi che ad ogni schema S associa l’insieme delle classi di
equivalenza delle famiglie di elementi di A parametrizzate da S (vedi Ap-
pendice B). Uno spazio di moduli buono non è altro che uno schema (noethe-
riano) M che rappresenta il funtore FA . È immediato provare che uno spazio
di moduli buono è unico a meno di isomorfismo. La famiglia universale FM

è chiamata anche “fibrato di Poincaré”.

Definizione 3.27. Uno spazio di moduli grossolano per A è una trasfoma-
zione naturale di funtori

Ψ : FA → Hom(·,M),

ove M è uno schema noetheriano, tale che:

(i) Ψ(Spec(C)) : FA (Spec(C)) →M(C) è una biiezione;
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(ii) per ogni trasformazione naturale di funtori

Ψ′ : FA → Hom(·,M ′),

ove M ′ è uno schema noetheriano, esiste un unico morfismo

f : M →M ′

tale che il diagramma

FA
Ψ //

Ψ′

%%KKKKKKKKKK Hom(·,M)

Hom(·,f)
��

Hom(·,M ′)

sia commutativo.

È immediato dimostrare che anche uno spazio di moduli grossolano è
unico a meno di isomorfismo.

Osservazione 3.28. Finora abbiamo parlato di fibrati stabili e semistabili e
delle loro proprietà. Non sappiamo nulla invece sulla loro esistenza. A questo
riguardo ammetteremo, senza dimostrazione, il risultato seguente: per ogni
curva C di genere g ≥ 2 ed ogni r, d ∈ Z, con r ≥ 2, l’insieme S ′(r, d) non
è vuoto. Per una dimostrazione, si veda [23]. Del caso C = P1 abbiamo già
discusso, mentre del caso in cui la curva C abbia genere 1 ci occuperemo
nella sezione seguente.

Illustriamo ora un fenomeno, noto sotto il nome di fenomeno del salto,
che preclude, in generale, l’esistenza degli spazi di moduli.

Consideriamo una sequenza esatta corta di fibrati vettoriali

0 → G→ E → F → 0,(3.3)

e sia ω ∈ Ext1(F,G) la classe corrispondente (vedi Appendice A).
Consideriamo ora la famiglia di fibrati vettoriali Et, t ∈ C, ove Et è

l’estensione di F tramite G definita dall’elemento tω ∈ Ext1(F,G). Abbiamo
visto nell’Osservazione A.3 che, per ogni t 6= 0, Et

∼= E, mentre, per t = 0,
si ha E0

∼= G⊕ F .
Se esistesse uno spazio di moduli M per le classi di isomorfismo di fibrati

vettoriali su C, si otterrebbe un morfismo

A1(C) → M

t 7→ [Et].
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Da ciò discende che, per continuità, i punti [E] e [G ⊕ F ] di M dovrebbero
essere identificati.

Questo fatto preclude l’esistenza di uno spazio di moduli per le classi di
isomorfismo dei fibrati vettoriali su C.

Osservazione 3.29. Il “fenomeno del salto” è un fenomeno del tutto generale.
Diamone un altro esempio, più semplice del precedente.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 2 su C. Ci proponiamo di
classificare gli automorfismi di V . Come è ben noto, un automorfismo di
V corrisponde ad una matrice in GL(2,C), modulo coniugazione per una
matrice invertibile. Ogni matrice invertibile si può ridurre alla sua forma
canonica di Jordan,(

λ1 0
0 λ2

)
oppure

(
λ 1
0 λ

)
.

Per ogni t ∈ C, poniamo

At =

(
1 t
0 1

)
.

È chiaro che, per ogni t 6= 0 e t′ 6= 0, le matrici At e At′ sono simili, mentre
At non è simile alla matrice A0.

Osservazione 3.30. Si potrebbe pensare, a questo punto, che fosse sufficiente
limitarsi a classificare fibrati vettoriali indecomponibili (un fibrato E è detto
indecomponibile se non si può esprimere come somma diretta di due fibrati
vettoriali non nulli). Purtroppo si può dimostrare che ciò non basta ad
eliminare il fenomeno del salto, anche se diventa più difficile trovare degli
esempi (vedi [15]).

Utilizzando il fenomeno del salto si può ancora fornire un risultato nega-
tivo riguardo l’esistenza di spazi di moduli di fibrati semistabili.

Proposizione 3.31. Se (r, d) 6= 1, allora non esiste uno spazio di moduli
grossolano per S(r, d).

Dimostrazione. Dato che (r, d) 6= 1, esistono due coppie di interi (r1, d1) e
(r2, d2), con r1 ≥ 1 e r2 ≥ 1, tali che

r1 + r2 = r, d1 + d2 = d,
d1

r1
=
d2

r2
=
d

r
.

Siano E1 e E2 due fibrati vettoriali stabili su C, di rango r1 e r2 e grado d1 e d2

rispettivamente. In base alla Proposizione 3.22, esiste un fibrato semistabile
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E su C di rango r e grado d tale che Gr(E) = E1 ⊕ E2, ma E 6∼= E1 ⊕ E2

(se non esistesse un tale E si dedurrebbe che E1 ⊕ E2 è stabile). In base a
quanto visto in precedenza, si deduce che esiste un fibrato vettoriale F su
A1(C)× C, tale che F |{0}×C

∼= E1 ⊕ E2 e F |{t}×C
∼= E, per ogni t 6= 0.

Supponiamo dunque che esista uno spazio di moduli grossolano M per
S(r, d) e sia ρ : S(r, d) → M la mappa naturale. La famiglia F determina
un morfismo

α : A1(C) →M,

e si ha α(0) = ρ(E1 ⊕ E2) e α(t) = ρ(E), per ogni t 6= 0. Dato che α è un
morfismo di schemi, si deve tuttavia avere, per continuità, α(0) = ρ(E), il
che conduce ad una contraddizione.

3.9 Fibrati vettoriali sulle curve: il caso ge-

nerale

Passiamo ora alla costruzione degli spazi di moduli dei fibrati vettoriali se-
mistabili su una curva nel caso generale. Sia dunque C una curva proiettiva,
irriducibile e liscia, di genere g ≥ 2, definita su C. Il primo passo consiste nel
costruire una famiglia di fibrati vettoriali su C che contenga tutti gli elementi
di S(r, d). In base all’Osservazione 3.23, per studiare S(r, d) è lecito supporre
d� 0. Si ha allora:

Lemma 3.32. Sia E un fibrato vettoriale semistabile su C di rango r ≥ 2 e
grado d > r(2g − 1). Allora:

(i) E è generato dalle sue sezioni globali;

(ii) H1(C,E) = 0 e dimH0(C,E) = d+ r(1− g).

Dimostrazione. Iniziamo dimostrando (ii). Supponiamo che H1(C,E) 6= 0.
Per la dualità di Serre, si ha:

H0(C,E∗ ⊗K) = Hom(E,K) 6= 0,

ove K è il fibrato in rette canonico su C. L’esistenza di omomorfismi non
nulli da E in K, e la semistabilità di E, implicano che

µ(K) ≥ µ(E),
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che equivale a
d ≤ r(2g − 2).

Ma ciò è falso per l’ipotesi fatta su d. Questo dimostra che H1(C,E) =
0. Utilizzando ora il teorema di Riemann–Roch, si dimostra la seconda
asserzione.

Passiamo al punto (i). Ciò che si deve dimostrare è che, per ogni punto
P ∈ C, l’omomorfismo canonico

rP : H0(C,E) → EP

è suriettivo.
Dalla sequenza esatta

0 → OC(−P ) → OC → OP → 0,

si ottiene la sequenza esatta

0 → E(−P ) → E → EP → 0,

la cui sequenza esatta lunga di coomologia fornisce

H0(C,E) → EP → H1(C,E(−P )).

Notiamo che si ha

degE(−P ) = degE + r deg OC(−P ) = d− r > r(2g − 2).

Come si è visto nel corso della dimostrazione del punto (ii), ciò implica che
H1(C,E(−P )) = 0, il che conclude la dimostrazione.

Con le stesse notazioni del lemma precedente, poniamo ora

p = d+ r(1− g).

Da quanto visto deriva che ogni fibrato E soddisfacente alle ipotesi del lemma
precedente è isomorfo ad un quoziente di H = OC ⊗ Cp. Il polinomio di
Hilbert di un tale fibrato è

P (t) = χ(E(t)) = dimH0(C,E(t)) = rt deg OC(1) + p,

e non dipende quindi dalla classe di E in S(r, d).



48 Capitolo 3. Classificazione algebrica

A questo punto entrano in scena gli schemi “Quot”. Sia

Q = QuotP
H/C/C

lo schema che parametrizza le classi di isomorfismo dei fasci quozienti coerenti
di H con polinomio di Hilbert P = P (t). Su Q × C esiste una famiglia
universale piatta Q di quozienti di H,

ρ : p∗C(H) → Q,

ove pC : Q× C → C è la proiezione canonica.
Dato che ogni fibrato E ∈ S(r, d) è isomorfo ad un quoziente di H, la

famiglia universale Q contiene tutti gli elementi di S(r, d). Tale famiglia
contiene però anche quozienti coerenti di H che non sono localmente liberi.
Si può tuttavia dimostrare che esiste un aperto R di Q caratterizzato dalla
proprietà seguente: per ogni punto q di R il fascio Qq (su Cq = {q} × C) è
localmente libero e l’applicazione canonica

H0(Cq, H) → H0(Cq,Qq)

è un isomorfismo. Inoltre, la restrizione V = Q|R è un fascio localmente
libero su R × C di rango r. Lo schema R, munito della famiglia universale
V , ha la proprietà universale locale espressa dalla proposizione seguente, per
la cui dimostrazione si rimanda a [23, Proposition 21, pag. 25]:

Proposizione 3.33. Dato uno schema noetheriano S su C ed un fascio
localmente libero F di rango r su S × C tale che, per ogni punto s di S, si
abbia

(i) Fs ha grado d,

(ii) Fs è generato dalle sue sezioni globali,

(iii) H1(C,Fs) = 0,

per ogni punto s0 di S esiste un intorno S0 di s0 in S ed un morfismo

f : S0 → R

tale che

F |S0×C
∼= (f × idC)∗(V ).
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Lo schema R, con la famiglia universale V , è molto vicino a quello che
volevamo ottenere. Tuttavia tale famiglia è ancora troppo grande, dato che
contiene anche fibrati che non sono semistabili. Bisognerà quindi, anco-
ra una volta, restringersi a degli opportuni sottoinsiemi di R. Prima però
soffermiamoci a studiare alcune proprietà di R.

Indichiamo con GL(p) il gruppo degli automorfismi di H = OC⊗Cp. Tale
gruppo agisce sullo schema Q e sulla famiglia universale Q nel modo che ora
descriveremo. Sia

ρ : p∗C(H) → Q,

l’omomorfismo canonico. Un elemento A ∈ GL(p) permette di costruire
un’altra famiglia di quozienti, parametrizzata da Q, nel modo seguente: come
fascio si consideri sempre Q, ma come omomorfismo canonico si consideri la
composizione

p∗C(H)
A−1

−→ p∗C(H)
ρ−→ Q.

Dalla proprietà universale di Q si deduce l’esistenza di un automorfismo

σA : Q→ Q

e di un isomorfismo
τA : Q → σ∗A(Q).

Esplicitamente, se q è il punto di Q corrispondente al quoziente

ρ : H → E,

allora σA(q) è il punto definito dal quoziente

ρ ◦ A−1 : H → E.

Analogamente non è difficile verificare che τA può essere descritto come segue:
se z è un punto di Q × C e Qz indica la fibra di Q al di sopra di z, allora,
per ogni u ∈ Qz, si ha:

τA(u) = Au.

Si noti che l’azione del sottogruppo C∗ · I di GL(p) su Q è triviale e, di
conseguenza, l’azione di GL(p) su Q si fattorizza attraverso un’azione di
PGL(p). Al contrario, l’azione di C∗ · I su Q non è triviale—tale gruppo
agisce infatti per omotetie—e quindi l’azione di GL(p) su Q non ne determina
una di PGL(p). Per quanto concerne il sottoschema R di Q, si dimostrano i
seguenti risultati:
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Proposizione 3.34. L’aperto R di Q è PGL(p)-invariante. Inoltre, per
ogni coppia (q1, q2) di punti (chiusi) di R, i fibrati vettoriali Qq1 e Qq2 sono
isomorfi se e solo se q1 e q2 appartengono alla stessa orbita per l’azione di
PGL(p) su R. Ancora, per ogni punto q di R, lo stabilizzatore di q per l’azione
di PGL(p) è isomorfo a Aut(Qq)/C∗ · I.

Per una dimostrazione si veda [22, Cap. 2, Proposizione 6], oppure [15,
Theorem 5.3, pag. 138] (qui si trova anche una dimostrazione del fatto che
R è aperto in Q).

Proposizione 3.35. Lo schema R è una varietà quasi-proiettiva, irriducibile
e liscia.

La dimostrazione di quest’ultimo risultato si può trovare in [23].

Osservazione 3.36. Lo schema Q è una varietà proiettiva, quindi l’aperto R
è una varietà quasi-proiettiva. La parte difficile è la dimostrazione dell’irri-
ducibilità di R. Per quanto riguarda la non singolarità, questa discende da
risultati generali, dimostrati da Grothendieck.

Sia q un punto di R, corrispondente alla sequenza esatta

0 → Fq → H → Qq → 0.(3.4)

Dai risultati di [6] deriva che lo spazio tangente TqR a R nel punto q è canoni-
camente isomorfo aH0(C,H om(Fq,Qq)). Inoltre vi è un’ostruzione alla non
singolarità di R nel punto q, che si trova nel gruppo H1(C,H om(Fq,Qq)).

Ricordando che H1(C,Qq) = 0, dalla sequenza esatta (3.4) si deduce che

H1(C,H om(Fq,Qq)) = 0,

da cui segue che R è liscio. Si ha dunque

dimR = dimH0(C,H om(Fq,Qq)),

da cui, applicando il teorema di Riemann–Roch, si deduce che

dimR = p2 + r2(g − 1).

Dalla Proposizione 3.34 si vede come, per costruire uno schema i cui
punti siano in corrispondenza biunivoca con le classi di isomorfismo dei fi-
brati vettoriali di rango r e grado d su C, basterebbe costruire il quoziente
R/PGL(p). Purtroppo, la teoria G.I.T. di Mumford (vedi [12]) mostra come
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un tale quoziente non esista nella categoria degli schemi. Affinché si pos-
sa costruire il quoziente di uno schema per l’azione di un gruppo bisogna
limitarsi a considerare degli opportuni sottoschemi; qui entrano in gioco i
concetti di stabilità e semistabilità (per una breve introduzione alla teoria
G.I.T. si rimanda all’Appendice C).

Introduciamo quindi due sottoschemi aperti di R: Rss ed Rs. Essi sono
definiti dalla condizione che l’insieme dei punti (chiusi) di Rss (risp. di Rs) è
costituito dai punti q di R tali che il fibrato vettoriale Qq su C è semistabile
(risp. stabile).

Dalla Proposizione 3.34 discende che Rss e Rs sono invarianti per l’azione
di PGL(p). Inoltre, in base al Lemma 3.32, è noto che, per ogni fibrato
vettoriale E su C la cui classe di isomorfismo appartiene a S(r, d), esiste un
punto q di Rss tale che Qq sia isomorfo a E. Si può pertanto affermare che
Rss (risp. Rs) “contiene” tutti i fibrati semistabili (risp. stabili) di rango r e
grado d su C. Ancora la Proposizione 3.34 permette di concludere che

S(r, d) = Rss/PGL(p), S ′(r, d) = Rs/PGL(p).

Come sopra accennato, per ottenere dei quozienti “algebrici” bisogna ricor-
rere alla teoria G.I.T. di Mumford, la quale afferma che si può costruire il
quoziente per l’azione di PGL(p) solo del sottoschema di R i cui punti sono
“semistabili” rispetto all’azione suddetta. Il risultato fondamentale—che è
anche il più difficile da dimostrare—che lega le due teorie è contenuto nella
proposizione seguente, la cui dimostrazione si può trovare in [23]:

Proposizione 3.37. I punti semistabili (risp. stabili) di R per l’azione di
PGL(p) corrispondono ai fibrati vettoriali semistabili (risp. stabili) su C.

La teoria di Mumford fornisce allora il seguente risultato:

Proposizione 3.38. (i) Esiste un buon quoziente (U (r, d), f) di Rss. La
varietà U (r, d) è una varietà proiettiva.

(ii) Se poniamo Us(r, d) = f(Rs), allora Us(r, d) è un sottoschema aperto
di U (r, d). La coppia (Us(r, d), f |Rs) è un quoziente geometrico.

(iii) Esiste una mappa suriettiva naturale

g : S(r, d) → U (r, d)(C),

ove U (r, d)(C) indica l’insieme dei punti di U (r, d) a valori in C. Si
ha inoltre:

S ′(r, d) = g−1(Us(r, d)(C)),
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e g induce una biiezione S ′(r, d)
∼→ Us(r, d)(C).

Si ottiene cos̀ı il seguente risultato:

Teorema 3.39. Siano r, d ∈ Z, con r ≥ 2. Esiste uno spazio di moduli
grossolano Us(r, d) per S ′(r, d). Us(r, d) è una varietà quasi-proiettiva li-
scia. Essa ha una compattificazione naturale U (r, d). L’insieme dei punti di
U (r, d) a valori in C è in corrispondenza biunivoca con l’insieme delle classi
di S-equivalenza dei fibrati vettoriali di rango r e grado d su C.

Si osservi che la condizione (i) della definizione di spazio di moduli grosso-
lano, cioè il fatto che i punti a valori in C di Us(r, d) corrispondano alle classi
di isomorfismo dei fibrati vettoriali stabili, è stato appena stabilito (punto
(iii) della Proposizione 3.38). La condizione (ii), ossia la proprietà universale,
deriva immediatamente dalla proprietà universale del quoziente Us(r, d). Il
fatto che Us(r, d) sia liscia e irriducibile discende dal fatto che lo stesso vale
per lo schema R (e da risultati generali di G.I.T.).

Certamente U (r, d) è una compattificazione naturale di Us(r, d), essendo
una varietà proiettiva che contiene Us(r, d). Si noti tuttavia che U (r, d) non
è uno spazio di moduli grossolano per S(r, d), dato che la mappa naturale

g : S(r, d) → U (r, d)

non è biiettiva. In effetti vale il risultato seguente (vedi [23, Proposizione 32,
pag. 35]):

Proposizione 3.40. Siano E1 e E2 due fibrati vettoriali su C tali che le loro
classi di isomorfismo [E1] e [E2] appartengano a S(r, d). Allora si ha

g([E1]) = g([E2])

se e solo se
Gr(E1) ∼= Gr(E2).

Come ultima cosa vogliamo ora dimostrare il seguente risultato:

Teorema 3.41. Siano r, d ∈ Z, con r ≥ 2 e (r, d) = 1. Allora esiste uno
spazio di moduli buono per S(r, d).

Dimostrazione. Notiamo subito che, se r e d sono coprimi, i concetti di stabi-
lità e semistabilità coincidono e quindi Us(r, d) = U (r, d) (vedi Osservazio-
ne 3.23 (ii)). Si tratta ora, innanzitutto, di costruire un fibrato di Poincaré
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su U (r, d). Si ricordi che su Rs esiste un fibrato quoziente universale V .
Dato che U (r, d) è ottenuto quozientando Rs per l’azione di PGL(p), si trat-
terebbe di quozientare anche il fibrato V . Purtroppo abbiamo visto che su
V agisce il gruppo GL(p) e tale azione non ne determina una di PGL(p), in
quanto l’azione del sottogruppo C∗ · I non è triviale (esso agisce infatti per
omotetie).

Questo problema si può risolvere considerando il fibrato V ′ su Rs definito
mediante

V ′ = V ⊗ p∗R(L−1),

ove L è un fibrato in rette su Rs sul quale GL(p) agisce linearmente, in modo
che il sottogruppo C∗ · I agisca per omotetie, e pR : Rs × C → Rs è la
proiezione canonica. In tal modo si ottiene un’azione di PGL(p) su V ′, e si
può cos̀ı costruire un fibrato quoziente.

Rimane, a questo punto, il problema di costruire il fibrato L, e questo si
potrà fare solo se (r, d) = 1.

Sia N un fibrato in rette di grado 1 su C. Indichiamo con pR : Rs×C →
Rs e pC : Rs×C → C le proiezioni canoniche. I fasci pR∗(V ) e pR∗(V ⊗p∗C(N))
sono localmente liberi (ciò deriva dal fatto che sono nulli i gruppi H1(C,Vq)
e H1(C,Vq ⊗N)) di rango

rk(pR∗(V )) = dimH0(C,Vq) = d+ r(1− g),
rk(pR∗(V ⊗ p∗C(N))) = dimH0(C,Vq ⊗N) = d+ r(2− g).

Dato che il gruppo C∗ ·I agisce per omotetie su V , la sua azione sul fibrato in
rette det(pR∗(V )) è determinata dalla moltiplicazione per λd+r(1−g), mentre
quella su det(pR∗(V ⊗ p∗C(N))) è data dalla moltiplicazione per λd+r(2−g), al
variare di λ in C∗.

Ricordando che r e d sono coprimi, si deduce che esistono due interi a e
b tali che

a(d+ r(1− g)) + b(d+ r(2− g)) = 1.

È allora sufficiente porre

L = (det(pR∗(V )))⊗a ⊗ (det(pR∗(V ⊗ p∗C(N))))⊗b,

per ottenere un fibrato in rette su cui C∗ · I agisce per omotetie.
A questo punto si osservi che il morfismo

g × idC : Rs × C → U (r, d)× C
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è piatto, dato che le varietà Rs e U (r, d) sono liscie e le fibre di g hanno
tutte la stessa dimensione. Si può quindi applicare la “teoria della discesa
per morfismi fedelmente piatti” di Grothendieck [5], ottenendo cos̀ı l’esistenza
di un fibrato vettoriale W su U (r, d)× C tale che

V ′ ∼= (g × idC)∗(W ).

Ora rimane solo da dimostrare che il dato del fibrato W su U (r, d) definisce
uno spazio di moduli buono per S(r, d).

Sia dunque S uno schema noetheriano su C e F una famiglia di elementi
di S(r, d) parametrizzata da S. Dato che U (r, d) = Us(r, d) è uno spazio di
moduli grossolano, esiste un morfismo

f : S → U (r, d)

tale che, per ogni punto (chiuso) s di S, il fibrato Fs sia isomorfo al fibrato
Wf(s). Dal fatto che un fibrato stabile è semplice, si deduce che il fascio
pS∗(H om(f ∗(W ),F )) è invertibile, ove pS : S × C → S è la proiezione
canonica. Come già visto nella dimostrazione del Lemma 3.25, da ciò segue
che

F ∼= f ∗(W )⊗ p∗S(pS∗(H om(f ∗(W ),F ))),

e quindi F ∼ f ∗(W ). Questo conclude la dimostrazione.

Osservazione 3.42. Il metodo usato per costruire gli spazi di moduli U (r, d)
può essere brevemente riassunto come segue: dapprima si aggiunge dell’ul-
teriore struttura agli oggetti in esame; invece di considerare fibrati vettoriali
E su C si considerano quozienti

OC ⊗ Cp → E → 0.

In questo modo ci si riduce ad un problema di moduli più facile da trattare,
oppure già noto; nel caso in questione si tratta degli schemi “Quot” di Gro-
thendieck. Successivamente si elimina la struttura che era stata aggiunta;
di solito questo si traduce nel fatto che sullo spazio di moduli cos̀ı trovato
vi è l’azione di un gruppo e gli oggetti che interessano sono le orbite di tale
azione. Ci si trova quindi di fronte al problema di costruire il quoziente di
uno schema per l’azione di un gruppo. Qui interviene la teoria G.I.T. di
Mumford, che chiarisce in quali condizioni sia possibile costruire il quoziente
appena citato. Usualmente è a questo punto che intervengono i concetti di
stabilità e semistabilità.

Questo tipo di approccio, che noi abbiamo descritto nel caso degli spazi
di moduli dei fibrati vettoriali, è comune a molti altri problemi di moduli in
geometria algebrica.
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3.10 Studio infinitesimale degli spazi di mo-

duli

Utilizzando i risultati generali dimostrati da Grothendieck [6] sulle proprietà
infinitesimali degli schemi “Quot”, e la teoria G.I.T. di Mumford, si può
dimostrare che la varietà Us(r, d) è non singolare, ha dimensione pari a r2(g−
1)+1 e che lo spazio tangente ad essa nel punto [E], corrispondente alla classe
di isomorfismo di un fibrato vettoriale E, è canonicamente isomorfo al primo
gruppo di coomologia H1(C,End(E)).

In questa sezione ci proponiamo di dare una dimostrazione diretta di tali
risultati.

Sia C[ε]/(ε2) l’anello dei numeri duali su C. Per comodità di notazione nel
seguito sarà indicato semplicemente con C[ε]. Indichiamo con Cε il prodotto
fibrato C×Spec(C[ε]). Se pε : Cε → C è il morfismo naturale e F è un fibrato
vettoriale su C, indicheremo con F [ε] il rialzamento di F a Cε:

F [ε] = p∗ε(F ).

Definizione 3.43. Una deformazione infinitesima (lineare) di un fibrato vet-
toriale E su C è un fibrato vettoriale Eε su Cε, con il dato di un isomorfismo

E ∼= Eε ⊗C[ε] C.

Diremo semplicemente che Eε si restringe ad E.
Un isomorfismo tra due deformazioni infinitesime E ′

ε ed E ′′
ε di E è un

isomorfismo di fibrati vettoriali λε : E ′
ε → E ′′

ε che si restringe all’identità su
E.

Proposizione 3.44. Le classi di isomorfismo delle deformazioni infinitesime
di un fibrato vettoriale E su C sono canonicamente parametrizzate dal primo
gruppo di coomologia H1(C,End(E)).4

Dimostrazione. Sia Eε una deformazione infinitesima di E. Consideriamo un
ricoprimento U = (Ui)i∈I di C con sottoinsiemi aperti affini Ui = Spec(Ai),
e poniamo Uij = Ui ∩ Uj = Spec(Aij). I sottoinsiemi aperti affini Ui[ε] =
Spec(Ai[ε]) costituiscono un ricoprimento aperto affine dello schema Cε. Po-
nendo Mi = Γ(Ui, E), Mij = Γ(Uij, E), per ogni i ∈ I, si ha un isomorfismo

fi : Eε|Ui[ε]
∼→ M̃i[ε].

4Un risultato analogo, e con la stessa dimostrazione, vale qualora si sostituisca la curva
C con una qualunque varietà X.
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Allora fj|Uij [ε]◦f−1
i |Uij [ε] induce un automorfismo di M̃ij[ε], che corrisponde ad

un elemento della forma 1+εηij ∈ End(Mij[ε]). Le condizioni di compatibilità
sull’intersezione di tre aperti mostrano che {ηij} è un 1-cociclo di Čech a
valori in End(E).

È facile dimostrare che due deformazioni infinitesime di E tra loro iso-
morfe determinano due cocicli che differiscono per un cobordo e definiscono
pertanto lo stesso elemento di H1(C,End(E)).

Viceversa, dato un 1-cociclo {ηij} a valori in End(E), il corrispondente

fascio localmente libero Eε può essere costruito incollando i fasci M̃i[ε] e M̃j[ε]
lungo gli aperti Uij[ε] tramite gli isomorfismi

˜1 + εηij : M̃i[ε]|Uij [ε]
∼→ M̃j[ε]|Uij [ε].

Le due costruzioni sono, ovviamente, l’inversa l’una dell’altra.

Dalla proprietà universale che caratterizza gli spazi di moduli, discende
immediatamente il seguente risultato:

Corollario 3.45. Sia [E] ∈ Us(r, d) il punto corrispondente alla classe di
isomorfismo di un fibrato vettoriale E. Si ha un’identificazione canonica

T[E]Us(r, d) ∼= H1(C,End(E)).

Utilizzando il teorema di Riemann–Roch, si può calcolare la dimensione
dello spazio tangente T[E]Us(r, d). Si ha, infatti:

dimH0(C,End(E))− dimH1(C,End(E)) = r2(1− g),

da cui, ricordando che l’ipotesi di stabilità di E implica cheH0(C,End(E)) ∼=
C, segue che

dimH1(C,End(E)) = r2(g − 1) + 1.

La dimensione dello spazio tangente T[E]Us(r, d) è dunque costante, al variare
di [E] in Us(r, d); ne deriva che la varietà Us(r, d) è non singolare ed ha
dimensione r2(g − 1) + 1.

Osservazione 3.46. Si noti che, per g = 0, la formula precedente fornisce

dim Us(r, d) = 1− r2,

che è negativo per r ≥ 2. Ciò è consistente col fatto che, su P1, gli unici
fibrati vettoriali stabili sono i fibrati in rette.
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3.11 Fibrati vettoriali sulle curve ellittiche

Come nel caso dei fibrati vettoriali sulla retta proiettiva, lo studio dei fibrati
vettoriali su una curva ellittica utilizza tecniche che non sono applicabili al
caso generale. Daremo in questa sezione solo un riassunto dei principali
risultati noti, rimandando ai lavori originali di Atiyah [1] e Tu [24] per le
dimostrazioni.

Sia C una curva ellittica ed indichiamo con E (r, d) l’insieme delle classi
di isomorfismo dei fibrati vettoriali indecomponibili su C, di rango r e gra-
do d (ricordiamo che un fibrato vettoriale è detto indecomponibile se non è
somma diretta di due sottofibrati propri). Atiyah ha classificato tali fibrati5,
dimostrando il seguente risultato:

Teorema 3.47. Ogni insieme E (r, d) può essere identificato con C in modo
tale che la mappa

det : E (r, d) → E (1, d) = Jd(C)

corrisponda alla mappa
H : C → C

definita ponendo H(P ) = hP = P + P + · · ·+ P (h volte), ove h = (r, d).

Il legame tra le nozioni di indecomponibilità e stabilità è dato dalla se-
guente proposizione, la cui dimostrazione si può trovare in [24, Appendix
A]:

Proposizione 3.48. Ogni fibrato vettoriale indecomponibile su una curva
ellittica è semistabile. Esso è stabile se e solo se il suo rango e grado sono
coprimi.

Per quanto riguarda la classificazione dei fibrati vettoriali (semi)stabili,
Tu dimostra i risultati seguenti:

Teorema 3.49. Lo spazio di moduli U (r, d) delle classi di S-equivalenza dei
fibrati vettoriali semistabili di rango r e grado d su una curva ellittica C è
isomorfo al prodotto simmetrico Symh(C), ove h = (r, d).

Se indichiamo con Us(r, d) ⊂ U (r, d) il sottoinsieme (aperto) che para-
metrizza le classi di isomorfismo dei fibrati vettoriali stabili, si ha:

Us(r, d) ∼=
{

∅ se (r, d) 6= 1,
C se (r, d) = 1.

5All’epoca in cui Atiyah ha scritto [1] il concetto di (semi)stabilità non esisteva ancora.
Esso verrà introdotto solo più tardi da Mumford.
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Teorema 3.50. Tramite la scelta di opportuni isomorfismi U (r, d) ∼= Symh(C)
e Jd(C) ∼= Jh(C), l’applicazione

det : U (r, d) → Jd(C)

può essere identificata con la mappa di Abel–Jacobi. In altri termini, si ha
un diagramma commutativo

U (r, d) ∼ //

det
��

Symh(C)

α

��
Jd(C)

∼ // Jh(C),

ove α : Symh(C) → Jh(C) è l’applicazione che associa ad un divisore effettivo
di grado h la classe di isomorfismo del fascio invertibile corrispondente.

Osservazione 3.51. C’è ancora un altro caso in cui si ha una descrizione
esplicita degli spazi di moduli dei fibrati vettoriali su una curva: quello dei
fibrati vettoriali di rango 2 su una curva iperellittica (per i fibrati vettoriali
di rango 1 su una curva iperellittica C, una descrizione esplicita dello spazio
di moduli, ossia della varietà jacobiana J(C), è stata fornita da Mumford in
[11]). Ci limiteremo qui a riportare, a titolo di esempio, un solo risultato,
rimandando a [2] per una trattazione più approfondita.

Siano λ1, . . . , λ2g+2, con g ≥ 2, dei punti a due a due distinti di A1(C)
e sia C la curva proiettiva liscia e irriducibile ottenuta come ricoprimento
doppio di P1(C), ramificato nei punti λ1, . . . , λ2g+2. Indichiamo con Q1 e Q2

le due quadriche di P2g+1(C) di equazioni

Q1 :

2g+2∑
i=1

x2
i = 0, Q2 :

2g+2∑
i=1

λix
2
i = 0.

Allora lo spazio di moduli U (2, L), che parametrizza le classi di isomorfismo
dei fibrati vettoriali stabili su C di rango 2 e determinante isomorfo al fibrato
in rette L, di grado dispari, è isomorfo alla varietà dei sottospazi di dimen-
sione g − 2 di P2g+1(C), contenuti nell’intersezione delle due quadriche Q1 e
Q2.
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Estensioni di fasci

Sia X una varietà (algebrica). Nel seguito chiameremo semplicemente fasci
su X i fasci di OX-moduli.

Siano F e G due fasci su X. Indicheremo con Exti(F ,G ) i funtori
derivati destri del funtore G 7→ Hom(F ,G ). Se

G
ε→ I ·

è una risoluzione iniettiva di G , si ha:

Exti(F ,G ) = H i(Hom(F ,I ·)).

Se F è un fascio localmente libero, allora

Exti(F ,G ) = H i(X,H om(F ,G )),

ove H om(F ,G ) indica il fascio degli omomorfismi di F in G .

Definizione A.1. Una estensione di F tramite G è una sequenza esatta
corta di fasci

0 → G
i→ E

p→ F → 0.

Diremo allora semplicemente che E è un’estensione di F tramite G .
Se E e E ′ sono due estensioni di F tramite G , un omomorfismo di esten-

sioni è un omomorfismo f : E → E ′ che rende commutativo il seguente
diagramma:

0 // G //

=

��

E //

f
��

F //

=

��

0

0 // G // E ′ //F // 0.
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Indicheremo con Ext(F ,G ) l’insieme delle classi di isomorfismo delle
estensioni di F tramite G .

Proposizione A.2. C’è un isomorfismo canonico

Ext(F ,G )
∼→ Ext1(F ,G ).

Dimostrazione. Sia data un’estensione

0 → G
i→ E

p→ F → 0.

Applicando il funtore Hom(F , ·), si ottiene una sequenza esatta lunga

· · · → Hom(F ,E ) → Hom(F ,F )
∂→ Ext1(F ,G ) → · · · .

Poniamo ω = ∂(idF ). Questo elemento dipende solo dalla classe di isomorfi-
smo dell’estensione data. Si ha cos̀ı una mappa

Φ : Ext(F ,G ) → Ext1(F ,G ).

Viceversa, sia ω ∈ Ext1(F ,G ). Fissata una risoluzione iniettiva

G
ε→ I ·

di G , possiamo rappresentare la classe ω con un elemento w ∈ Hom(F ,I 1)
tale che dw = 0, ove d è il differenziale del complesso I ·. Si ottiene cos̀ı la
seguente sequenza esatta corta di complessi:

0 // I 2 = // I 2 // 0 // 0

0 // I 1 = //

d

OO

I 1 //

d

OO

0 //

OO

0

0 // I 0 //

d

OO

I 0 ⊕F //

(d,w)

OO

F //

OO

0.

Poniamo Ew = Ker(d, w). Considerando la sequenza esatta lunga di coomo-
logia associata alla sequenza esatta corta di complessi precedente, si ottiene

0 → G → Ew → F → 0,

cioè un’estensione di F tramite G .
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Se w′ è un altro rappresentante della classe ω, si ha w′ = w + dg, ove
g ∈ Hom(F ,I 0). Si ha dunque un diagramma commutativo

I 1 = // I 1

I 0 ⊕F
φ //

(d,w′)

OO

I 0 ⊕F ,

(d,w)

OO

ove φ è dato dalla matrice (
id g
0 id

)
.

Da ciò si deduce che φ induce un isomorfismo

φ : Ew′
∼→ Ew,

compatibile con le estensioni associate.
Abbiamo cos̀ı ottenuto un’applicazione

Ψ : Ext1(F ,G ) → Ext(F ,G ).

Si tratta ora di dimostrare che Ψ è l’inversa di Φ.
Consideriamo un’estensione E di F tramite G ,

0 → G
i→ E

p→ F → 0.

Dato che I 0 è un OX-modulo iniettivo, l’omomorfismo ε : G → I 0 si estende
ad un omomorfismo η : E → I 0. L’omomorfismo dη : E → I 1 si annulla
su G , quindi definisce un morfismo F → I 1, che sarà indicato con −w. Si
ha dunque dη + wp = 0, oltre che, ovviamente dw = 0.

Si ha allora una sequenza esatta corta di complessi

0 // I 1 = // I 1 // 0 // 0

0 // I 0 //

d

OO

I 0 ⊕F //

(d,w)

OO

F //

OO

0

0 // G
i //

ε

OO

E
p //

(η,p)

OO

F //

=

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO



62 Appendice A. Estensioni di fasci

Se indichiamo con J · la risoluzione di E indicata nel diagramma precedente,
il calcolo di ω = ∂(idF ) si effettua attraverso il diagramma del serpente nella
sequenza esatta di complessi

0 → Hom(F ,I ·) → Hom(F ,J ·) → Hom(F ,F ) → 0.

Sviluppati i calcoli, si trova che l’immagine tramite Φ dell’estensione di par-
tenza non è altro che la classe ω definita da w in Ext1(F ,G ). Risulta allo-
ra evidente, dalla costruzione della mappa Ψ, che l’estensione associata a ω
tramite Ψ è l’estensione da cui siamo partiti. Questo dimostra che Ψ◦Φ = id.

Viceversa, partendo da una classe ω = [w] ∈ Ext1(F ,G ), si può scegliere
come η : Ew → I 0 la prima componente dell’inclusione

0 → Ew → I 0 ⊕F
(d,w)−→ I 1.

Si ha dunque dη + wp = 0 da cui, attraverso il diagramma del serpente, si
deduce che l’omomorfismo F → I 1 associato non è altro che w. Quindi
Φ ◦Ψ = id.

Osservazione A.3. Sia ω = [w] ∈ Ext1(F ,G ) e

0 → G → Ew → F → 0

l’estensione definita da ω. Usando le notazioni della dimostrazione preceden-
te, il fascio Ew è definito dalla sequenza esatta

0 → Ew → I 0 ⊕F
(d,w)−→ I 1.

Dato che Ext1(F ,G ) è un C-spazio vettoriale, si consideri, al variare di t ∈ C,
la famiglia di estensioni Etw, determinate da tω = [tw].

Il fascio Etw è quindi definito dalla sequenza esatta

0 → Etw → I 0 ⊕F
(d,tw)−→ I 1.

Considerando il seguente diagramma commutativo

0 // Etw
// I 0 ⊕F

(d,tw) //

(id,t)

��

I 1

=

��
0 // Ew

// I 0 ⊕F
(d,w) // I 1,

si deduce immediatamente che, per t 6= 0, i fasci Etw ed Ew sono isomorfi
(come fasci, non come estensioni) mentre, per t = 0, si ha E0

∼= G ⊕F .
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Spazi di moduli

In questa sezione vogliamo cercare di descrivere ciò che si intende, in generale,
per un “problema di moduli” in geometria algebrica (la trattazione che segue
è un po’ euristica, ma serve allo scopo di introdurre il tipo di problemi in
questione, senza appesantire troppo il discorso con dettagli tecnici. Delle
definizioni più precise sono fornite, nel caso degli spazi di moduli dei fibrati
vettoriali sulle curve, nel Cap. 3).

Sia A una collezione di “oggetti geometrici” e ∼ una relazione di equi-
valenza su A . La nozione fondamentale, in un problema di moduli, è quella
di famiglia di oggetti di A parametrizzata da una varietà S: si tratta di una
corrispondenza che ad ogni punto s ∈ S associa un oggetto Fs ∈ A , in modo
tale che gli oggetti Fs siano “collegati” tra loro in una maniera che rifletta,
in qualche modo, la struttura della varietà S.

Questa idea-guida generale deve essere precisata caso per caso.
Consideriamo, a titolo di esempio, il caso in cui A è l’insieme di tutti i

fibrati vettoriali su una varietà algebrica X. Come relazione di equivalenza
su A scegliamo la relazione di isomorfismo. L’idea precedente può essere
tradotta nella seguente definizione.

Definizione B.1. Una famiglia di fibrati vettoriali su X parametrizzata da
una varietà S è un fibrato vettoriale F su S ×X.

In corrispondenza ad ogni s ∈ S si ottiene un fibrato vettoriale Fs su X
ponendo

Fs = F |{s}×X .

In questo caso il summenzionato “legame” tra i vari fibrati Fs è dato dal
fatto che sono tutti ottenuti per restrizione da un unico fibrato F definito
su S ×X.
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Alla nozione di “famiglia di oggetti” risulta poi naturale imporre alcune
condizioni, molto ragionevoli:

(F1) Una famiglia di oggetti parametrizzata da un punto consiste di un
singolo oggetto di A ;

(F2) Deve essere definita una nozione di “equivalenza” di famiglie parame-
trizzate da una varietà S che si riduca alla relazione di equivalenza ∼
su A quando S = {pt}. Questa relazione di equivalenza verrà indicata
ancora con ∼.

(F3) Per ogni morfismo di varietà f : S ′ → S e per ogni famiglia F di oggetti
di A parametrizzata da S, ci deve essere una “famiglia indotta”, che
indicheremo con f ∗F , parametrizzata da S ′. Quest’ultima operazione
deve soddisfare a delle ovvie proprietà funtoriali e di compatibilità con
la relazione di equivalenza ∼:

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗,
id∗S = identità,

F ∼ F ′ ⇒ f ∗F ∼ f ∗F ′.

Gli ingredienti fondamentali di un “problema di moduli” sono dunque,
una collezione di oggetti A , una relazione di equivalenza ∼ su A ed una no-
zione di “famiglia di oggetti” che soddisfa le tre proprietà precedenti. Quello
che si desidera fare è dotare l’insieme quoziente A /∼ di una struttura di
varietà che rifletta, in qualche modo, la struttura delle famiglie di oggetti
di A . Più precisamente, supponiamo che M sia una varietà il cui insieme
soggiacente sia A /∼. Allora, in corrispondenza ad una famiglia F di oggetti
di A parametrizzata da S, otteniamo una mappa

ρF : S →M, s 7→ [Fs],

ove [Fs] indica la classe di ∼-equivalenza dell’oggetto Fs. Sembra ragione-
vole richiedere che questa mappa sia un morfismo di varietà. Il massimo che
si potrebbe sperare sarebbe poi che ρ definisse una corrispondenza biunivoca
tra classi di equivalenza di famiglie parametrizzate da S e morfismi S →M .

Questa idea può essere convenientemente espressa in termini di categorie
e di funtori. Indichiamo con FA (S) l’insieme delle classi di equivalenza delle
famiglie di elementi di A parametrizzate da S. Dalla condizione (F3) segue
che FA è un funtore controvariante dalla categoria delle varietà alla categoria
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degli insiemi. Inoltre, se Hom(S,M) denota l’insieme dei morfismi di varietà
da S in M , ci sono delle mappe naturali

Ψ(S) : FA (S) → Hom(S,M)

definite ponendo Ψ(S)(F ) = ρF . Queste mappe definiscono una trasforma-
zione naturale

Ψ : FA → Hom(·,M).

Quello che stiamo richiedendo è, in sostanza, che Ψ sia un isomorfismo di
funtori o, in altri termini, che il funtore FA sia rappresentato da M (più
precisamente, dalla coppia (M,Ψ)).

Diamo pertanto la seguente definizione:

Definizione B.2. Uno spazio di moduli buono (in inglese “fine”) per un dato
problema di moduli, è una coppia (M,Ψ) che rappresenta il funtore FA .

Si noti che, se (M,Ψ) rappresenta FA , si ha una biiezione naturale

Ψ(pt) : A /∼= FA (pt) → Hom(pt,M) = M.

Inoltre, per ogni varietà S ed ogni s ∈ S, l’inclusione {s} ↪→ S induce il
diagramma commutativo

FA (S)

��

Ψ(S) // Hom(S,M)

��
FA (pt)

Ψ(pt) //M.

Si ha quindi

ρF
def
= Ψ(pt) ◦ ρ′F = Ψ(S)(F ),

ove ρ′F : S → A /∼ è la mappa definita da ρ′F (s) = [Fs]. Inoltre, l’identità
idM determina, a meno di ∼-equivalenza, una famiglia FM parametrizzata
da M , ed è facile convincersi che, per ogni famiglia F parametrizzata da
S, le famiglie F e ρ∗F (FM) corrispondono entrambe allo stesso morfismo
ρF : S →M . Si ha quindi

F ∼ ρ∗F (FM).

Si ottiene pertanto la seguente definizione alternativa:
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Definizione B.3. Uno spazio di moduli buono è il dato di una varietà M
ed una famiglia FM parametrizzata da M tale che, per ogni famiglia F
parametrizzata da una varietà S, esiste un unico morfismo ρF : S →M tale
che F ∼ ρ∗F (FM). FM è detta una famiglia universale per il problema dato.

Nella maggior parte dei casi, purtroppo, non esiste uno spazio di moduli
buono. È quindi necessario trovare delle condizioni più deboli che, tuttavia,
determinino un’unica struttura di varietà su M . La soluzione consiste nel
richiedere una proprietà universale su Ψ piuttosto che su M .

Definizione B.4. Uno spazio di moduli grossolano per un dato problema di
moduli è una varietà M ed una trasformazione naturale di funtori

Ψ : FA → Hom(·,M),

tale che:

(i) Ψ(pt) è biiettiva;

(ii) per ogni varietà M ′ ed ogni trasformazione naturale

Ψ′ : FA → Hom(·,M ′),

esiste un’unica trasformazione naturale

Ω : Hom(·,M) → Hom(·,M ′)

tale che Ψ′ = Ω ◦Ψ.

Questa è una bella descrizione dal punto di vista categorico, ma il suo
significato intuitivo non è molto chiaro. Notiamo, tuttavia, che Ψ è ancora
determinato da

Ψ(S)(F ) = Ψ(pt) ◦ ρ′F .
Inoltre, per ogni trasformazione naturale

Ψ′ : FA → Hom(·,M ′),

si ha una mappa
f : Ψ′(pt) ◦Ψ(pt)−1 : M →M ′.

Se esiste una trasformazione naturale Ω come sopra, si deduce che f = Ω(pt)
coincide con il morfismo Ω(M)(idM). Infatti, in tutta generalità, si ha

Ω(S)(g) = f ◦ g,

per ogni g ∈ Hom(S,M).
Viceversa, se f è un morfismo di varietà, si può usare quest’ultima formula

per definire Ω. Si ottiene cos̀ı, ancora una volta, una definizione alternativa:
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Definizione B.5. Uno spazio di moduli grossolano è il dato di una varietà
M ed una biiezione

α : A /∼→M

tale che:

(i) per ogni famiglia F parametrizzata da una varietà S, ρF = α ◦ ρ′F è
un morfismo;

(ii) per ogni varietà M ′ ed ogni trasformazione naturale

Ψ′ : FA → Hom(·,M ′),

la mappa

f = Ψ′(pt) ◦ α−1 : M →M ′

è un morfismo di varietà.

Per quanto riguarda l’unicità, si ha:

Proposizione B.6. Siano (M1, α1) e (M2, α2) due spazi di moduli grossolani
per lo stesso problema di moduli. Esiste allora un isomorfismo f : M1 →M2

tale che f ◦ α1 = α2.

Dimostrazione. La mappa f = α2 ◦ α−1
1 : M1 → M2 è biiettiva, con inversa

α1 ◦α−1
2 . Dalla definizione precedente, precisamente, dal punto (ii), discende

che f e f−1 sono dei morfismi di varietà.

Dalla Definizione B.5 e dalla formula

Ψ(S)(F ) = Ψ(pt) ◦ ρ′F ,

deriva che il concetto di spazio di moduli grossolano è indipendente dalla par-
ticolare relazione di equivalenza definita sulle famiglie (purché, ovviamente,
questa soddisfi le condizioni richieste in (F1), (F2) e (F3)). Per gli spazi di
moduli buoni la situazione è molto diversa. Infatti si ha il seguente risultato:

Proposizione B.7. Uno spazio di moduli grossolano (M,Ψ) è uno spazio di
moduli buono se e solo se:

(i) esiste una famiglia FM parametrizzata da M tale che, per ogni m ∈M ,
(FM)m appartenga alla classe di equivalenza Ψ(pt)−1(m);
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(ii) per ogni coppia di famiglie F e F ′ parametrizzate da una varietà S,

ρF = ρF ′ ⇔ F ∼ F ′.

Dimostrazione. Discende subito dalle definizioni date. Infatti, si ha:

(i) ⇔ Ψ è suriettiva,
(ii) ⇔ Ψ è iniettiva.

Osservazione B.8. La Definizione B.2, essendo interamente categorica, si può
estendere anche ad altre categorie (schemi, spazi algebrici, etc.). Anche la
Definizione B.4 può essere estesa, ma bisogna prestare particolare attenzione
alla forma di (i). Tale condizione, infatti, è già troppo forte per varietà
definite su un corpo non algebricamente chiuso.
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Geometria invariante

In questa sezione daremo solo una breve descrizione dei principali risultati
della teoria G.I.T. di Mumford, rimandando a [15] e, soprattutto, a [12] per
una trattazione approfondita.

Iniziamo con alcune definizioni:

Definizione C.1. Un gruppo algebrico è una varietà algebrica G dotata di
una struttura di gruppo tale che le applicazioni

G×G→ G
(g1, g2) 7→ g1g2

e
G→ G
g 7→ g−1

siano morfismi di varietà algebriche.
Un omomorfismo di gruppi algebrici è un’applicazione che è, allo stesso

tempo, un morfismo di varietà e un omomorfismo di gruppi.

Definizione C.2. Una operazione (o azione) di un gruppo algebrico G su
una varietà algebrica X è un morfismo di varietà

G×X → X
(g, x) 7→ g · x,

tale che,
e · x = x,

e
g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x,

per ogni g1, g2 ∈ G e ogni x ∈ X, ove e indica l’elemento neutro di G.
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Sia data una varietà algebrica X e un’azione di un gruppo algebrico G
su di essa. Dato un punto x ∈ X, lo stabilizzatore Gx di x è il sottogruppo
chiuso di G definito da

Gx = {g ∈ G | g · x = x}.

L’orbita Orb(x) di x è il sottoinsieme di X definito da

Orb(x) = {g · x | g ∈ G},

ovvero l’immagine del morfismo

G→ X
g 7→ g · x.

L’azione di G è chiusa se tutte le orbite sono dei sottoinsiemi chiusi di X. Un
punto x ∈ X (risp. un sottoinsieme A ⊂ X) è detto invariante per l’azione
di G se g · x = x (risp. g · A ⊂ A), per ogni g ∈ G.

Siano X e Y due varietà su cui agisce il gruppo G. Un morfismo di varietà

f : X → Y

è detto equivariante se
f(g · x) = g · f(x),

per ogni g ∈ G e x ∈ X. Se l’azione di G su Y è triviale, cioè g · y = y, per
ogni g ∈ G e y ∈ Y , si ottiene la nozione di un morfismo G-invariante, cioè
un morfismo che è costante sulle orbite.

L’esempio più classico di un gruppo algebrico è GL(n,C), che agisce nel
modo ovvio su Cn. Di conseguenza, data una rappresentazione razionale di
un gruppo algebrico G, cioè un omomorfismo di gruppi algebrici

G→ GL(n,C),

si ottiene un’azione di G su Cn. Una tale azione è detta lineare.
In generale, un gruppo algebrico isomorfo ad un sottogruppo chiuso di

GL(n,C) è detto un gruppo algebrico lineare. Dato che GL(n,C) è una
varietà affine, lo stesso vale per ogni gruppo algebrico lineare (si dimostra
inoltre che ogni gruppo algebrico affine è lineare).

Se G agisce su una varietà X, per ogni g ∈ G e f ∈ Γ(X,OX) si definisce
f g mediante

f g(x) = f(g · x).
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Si ha, evidentemente,

f g1g2 = (f g1)g2 , f e = f,

e, inoltre, la mappa
f 7→ f g

è un automorfismo di C-algebre di Γ(X,OX).
Passiamo ora ad analizzare il concetto di “quoziente” di una varietà al-

gebrica per l’azione di un gruppo. D’ora in poi ci limiteremo a considerare
gruppi algebrici lineari, cioè sottogruppi chiusi di GL(n,C).

Sia X una varietà algebrica su cui agisce un gruppo algebrico (lineare)
G.

Definizione C.3. Un quoziente categorico di X per l’azione di G è una
coppia (Y, φ) costituita da una varietà algebrica Y e da un morfismo G-
invariante

φ : X → Y,

che soddisfa alla seguente proprietà universale: per ogni morfismoG-invarian-
te φ′ : X → Y ′, esiste un unico morfismo γ : Y → Y ′ che rende commutativo
il seguente diagramma:

X
φ //

φ′

  A
AA

AA
AA

A Y

γ

��
Y ′.

Dalla definizione deriva immediatamente che un quoziente categorico, se
esiste, è unico a meno di isomorfismo.

Esempio C.4. Sia M(n,C) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di
ordine n, su cui il gruppo lineare GL(n,C) agisce per coniugazione:

(g, a) 7→ gag−1,

per ogni g ∈ GL(n,C) e a ∈M(n,C).
I coefficienti σi(a) del polinomio caratteristico della matrice a,

λn − σ1(a)λ
n−1 + · · ·+ (−1)nσn(a),

sono delle funzioni polinomiali, invarianti per coniugazione. Si ottiene dunque
un morfismo GL(n,C)-invariante

φ : M(n,C) → Cn,
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inviando una matrice a nella n-upla (σ1(a), . . . , σn(a)).
La coppia (Cn, φ) è il quoziente categorico di M(n,C) per l’azione di

GL(n,C). Si può infatti costruire una sezione di φ,

s : Cn →M(n,C),

ponendo

s(x1, . . . , xn) =


0 −1 0 · · · 0
0 0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 −1
xn xn−1 · · · x2 x1

 .

Se φ′ : M(n,C) → Y ′ è un morfismo GL(n,C)-invariante, si definisce γ :
Cn → Y ′ ponendo γ = φ′ ◦ s. È immediato verificare che γ soddisfa alle
proprietà richieste.

Analizziamo, in particolare, il caso n = 2. Il morfismo

φ : M(2,C) → C2

è dato da

a 7→ (tr(a), det(a)).

Una matrice a ∈M(2,C) ha due autovalori distinti se tr(a)2 − 4 det(a) 6= 0.
Sia C la curva in C2 definita dall’equazione x2 − 4y = 0, e sia P = (x, y) un
punto di C2. La descrizione della fibra di φ sopra il punto P dipende dalla
posizione di P rispetto alla curva C:

(i) Se P /∈ C, la fibra φ−1(P ) è la classe di coniugazione della matrice
diagonale (

λ 0
0 µ

)
,

dove λ e µ sono le soluzioni dell’equazione t2 − xt+ y = 0.

(ii) Se P ∈ C, e se λ è la radice doppia dell’equazione precedente, la fibra
φ−1(P ) è l’unione delle classi di coniugazione delle matrici

a0 =

(
λ 0
0 λ

)
, a1 =

(
λ 1
0 λ

)
.
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Dato che, per t 6= 0, le matrici at =

(
λ t
0 λ

)
e a1 sono coniugate, si

scopre che la chiusura dell’orbita di a1 contiene la matrice a0. In particolare
quest’orbita non è chiusa, mentre lo è l’orbita di a0.

In conclusione, esiste un aperto, C2 \ C, del quoziente categorico C2 di
M(2,C), i cui punti sono in corrispondenza biunivoca con le orbite dell’azione
di GL(2,C).

Un quoziente categorico non ha, in generale, delle buone proprietà geo-
metriche. Per ovviare a questo inconveniente diamo le seguenti definizioni:

Definizione C.5. Un buon quoziente di X per l’azione di un gruppo G è
una coppia (Y, φ), costituita da una varietà algebrica Y e da un morfismo
G-invariante φ : X → Y , che soddisfa alle condizioni seguenti:

(i) Il morfismo φ è affine e suriettivo;

(ii) L’immagine di un sottoinsieme chiuso G-invariante di X è un chiuso
di Y . Due sottoinsiemi chiusi G-invarianti disgiunti di X hanno delle
immagini disgiunte in Y ;

(iii) Il fascio strutturale OY di Y è il sottofascio delle sezioni G-invarianti
del fascio strutturale di X.

Una sezione f ∈ Γ(U, φ∗OX) è G-invariante se è invariante in quanto
morfismo φ−1(U) → C. La condizione (iii) significa che OY = (φ∗OX)G.

I buoni quozienti hanno le seguenti proprietà:

Proposizione C.6. Sia (Y, φ) un buon quoziente di X per l’azione di G.
Allora:

(i) (Y, φ) è un quoziente categorico;

(ii) La varietà Y è munita della topologia quoziente;

(iii) La varietà Y parametrizza le orbite chiuse in X.

Definizione C.7. Un buon quoziente (Y, φ) di X per l’azione di G è un
quoziente geometrico se tutte le orbite in X sono chiuse.

Ciò significa che, se (Y, φ) è un quoziente geometrico, allora l’insieme
soggiacente a Y è in biiezione con l’insieme delle orbite in X.

Dei buoni risultati sull’esistenza dei quozienti si possono dimostrare, in
generale, solo per una certa classe di gruppi:
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Definizione C.8. Un gruppo algebrico lineare G è detto geometricamente
riduttivo se, per ogni azione lineare di G su Cn ed ogni punto invariante
x 6= 0 di Cn, esiste un polinomio omogeneo invariante f , di grado ≥ 1, tale
che f(x) 6= 0.

Questa definizione fornisce precisamente i risultati geometrici desiderati.
Vale infatti il seguente teorema:

Teorema C.9. Sia G un gruppo algebrico geometricamente riduttivo che
agisce su una varietà affine X. Allora esiste una varietà affine Y ed un
morfismo φ : X → Y , tale che la coppia (Y, φ) sia un buon quoziente di X.

(La dimostrazione si basa sul fatto che, se X = Spec(A), allora AG è una
C-algebra di tipo finito. Si pone quindi Y = Spec(AG); l’inclusione AG ↪→ A
fornisce il morfismo φ : X → Y .)

Osservazione C.10. Da questo risultato discende un semplice criterio per
stabilire quando due punti di X hanno la stessa immagine in Y . Si ha infatti:

φ(x1) = φ(x2) ⇔ Orb(x1) ∩Orb(x2) 6= ∅.

Da ciò segue che, se l’azione di G su X è chiusa, allora Y è un quoziente
geometrico.

Passiamo ora a considerare il caso delle varietà proiettive. Qui le cose si
complicano. Infatti, se X è una varietà proiettiva in Pn, si potrebbe pensare
di costruire un quoziente di X per l’azione di un gruppo G ricoprendo X con
degli aperti affini G-invarianti ed incollando poi opportunamente i quozienti
di questi aperti affini.

Purtroppo, in generale, non è possibile ricoprire X in questo modo. Tut-
tavia si può ottenere un quoziente di un aperto di X, precisamente dell’u-
nione di tutti i sottoinsiemi aperti affini G-invarianti di X. Per ottenere
un quoziente con delle buone proprietà globali è però necessario restringere
l’attenzione a dei particolari sottoinsiemi aperti affini di X, quelli del tipo
Xf , ove f è un polinomio omogeneo in C[x0, . . . , xn]. Bisogna quindi cercare
insiemi di questo tipo che siano invarianti per l’azione di G e, di conseguenza,
polinomi f che siano G-invarianti. Qui ci si trova di fronte ad un problema:
infatti l’azione di G su X non determina un’azione di G sull’anello dei po-
linomi C[x0, . . . , xn], né su alcun suo quoziente. Diamo quindi la seguente
definizione:
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Definizione C.11. Una linearizzazione1 dell’azione di un gruppo algebrico
G su una varietà proiettiva X in Pn è un’azione lineare di G su Cn+1 che
induce l’azione data su X. Un’azione lineare di G su X è il dato di un’azione
di G su X e di una sua linearizzazione.

Un’azione lineare di G su X determina naturalmente un’azione di G
sull’anello dei polinomi C[x0, . . . , xn]. Diamo quindi la seguente definizione:

Definizione C.12. Sia X una varietà proiettiva in Pn. Data un’azione
lineare di un gruppo geometricamente riduttivo G su X, un punto x ∈ X è
detto semistabile se esiste un polinomio omogeneo G-invariante f , di grado
≥ 1, tale che f(x) 6= 0. Il punto x è detto stabile2 se dim Orb(x) = dimG
e se esiste un polinomio omogeneo G-invariante f , di grado ≥ 1, tale che
f(x) 6= 0 e l’azione di G su Xf è chiusa.

Indichiamo allora con Xss e Xs rispettivamente gli insiemi dei punti se-
mistabili e stabili di X. Naturalmente gli insiemi Xss e Xs non dipendono
solo dall’azione di G su X, ma anche dall’immersione di X in Pn e dalla
scelta della linearizzazione dell’azione di G. Si può dimostrare che Xss e Xs

sono due sottoinsiemi aperti e G-invarianti di X.
Il risultato principale è espresso dal seguente teorema:

Teorema C.13. Sia X una varietà proiettiva in Pn e sia data un’azione
lineare di un gruppo geometricamente riduttivo G su X. Allora:

(i) Esiste un buon quoziente (Y, φ) di Xss per l’azione di G. Y è una
varietà proiettiva;

(ii) Esiste un aperto Y s di Y tale che φ−1(Y s) = Xs e (Y s, φ) è un quoziente
geometrico di Xs;

(iii) Per ogni x1, x2 ∈ Xss, si ha:

φ(x1) = φ(x2) ⇔ Orb(x1) ∩Orb(x2) ∩Xss 6= ∅;

(iv) Un punto semistabile x è stabile se e solo se dim Orb(x) = dimG e
Orb(x) è chiusa in Xss.

Osservazione C.14. Si noti che il fatto che Y sia una varietà proiettiva ci per-
mette di considerare Y come una compattificazione (naturale) del quoziente
geometrico di Xs per l’azione di G.

1La nozione di linearizzazione dell’azione di un gruppo si può generalizzare al concetto
di linearizzazione dell’azione di G rispetto alla scelta di un fibrato in rette sulla varietà X
(vedi [15], oppure [12]).

2Mumford dice “propriamente stabile”.
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Schemi “Quot”

In questa sezione richiamiamo brevemente i principali risultati dimostrati da
Grothendieck in [6].

Sia X uno schema su S e sia F un fascio di moduli quasi-coerente su X.
Indichiamo con Quot(F/X/S) l’insieme dei fasci di moduli quasi-coerenti
quozienti di F che sono piatti su S. In corrispondenza ad un morfismo di
cambiamento di base S ′ → S, poniamo X ′ = X ×S S

′ e F ′ = F ⊗OS
OS′ . In

questo modo si ottiene uno schema X ′ su S ′ munito di un fascio di moduli
quasi-coerente F ′ e possiamo cos̀ı considerare l’insieme Quot(F ′/X ′/S ′). Si
pone allora

QuotF/X/S(S ′) = Quot(F ′/X ′/S ′).

Se S ′′ → S ′ è un S-morfismo, lo schema X ′′ = X×SS
′′ è isomorfo a X ′×S′S

′′

e il fascio F ′′ è isomorfo a F ′⊗OS′
OS′′ . Inoltre, il funtore immagine inversa

G ′ 7→ G ′ ⊗OS′
OS′′ ,

dalla categoria dei fasci di moduli quasi-coerenti su X ′ a quella dei fasci di
moduli quasi-coerenti su X ′′ è esatto a destra e trasforma fasci di moduli
S ′-piatti in fasci di moduli S ′′-piatti. Si ha cos̀ı una mappa naturale

Quot(F ′/X ′/S ′) → Quot(F ′′/X ′′/S ′′).

Questo dimostra che QuotF/X/S è un funtore controvariante dalla categoria
degli schemi su S alla categoria degli insiemi.

Se supponiamo che S sia uno schema noetheriano, che X sia proiettivo su
S, che F sia un fascio di OX-moduli coerente, e se ci limitiamo a considerare
degli schemi S ′ che siano localmente noetheriani, si ha il seguente risultato:

76
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Teorema D.1. [6, Teorema 3.1]. Il funtore controvariante QuotF/X/S, sulla
categoria degli S-schemi localmente noetheriani, è rappresentabile da un S-
schema QuotF/X/S, somma di una serie di S-schemi proiettivi.

La decomposizione dello schema QuotF/X/S si ottiene nel modo seguente:
sia OX(1) un fascio invertibile su X molto ampio relativamente ad S. Ad
ogni fascio coerente F su X si può associare la funzione

PF (n) = χ(F (n)) = χ(F ⊗OX
OX(n)).

Si dimostra che PF (n) è un polinomio in n a coefficienti razionali, detto il
polinomio di Hilbert di F .

Per ogni polinomio P (n) a coefficienti razionali, sia QuotP (F/X/S) il sot-
toinsieme di Quot(F/X/S) costituito dai quozienti coerenti G di F , piatti
su S, e il cui polinomio di Hilbert è uguale a P . Se poniamo

QuotP
F/X/S(S ′) = QuotP (F ′/X ′/S ′),

si ottiene un sottofuntore di QuotF/X/S. Si dimostra allora che QuotF/X/S

è rappresentabile se e solo se lo sono i funtori QuotP
F/X/S. Inoltre lo schema

QuotF/X/S che rappresenta il funtore QuotF/X/S è isomorfo alla somma

degli schemi QuotP
F/X/S che rappresentano i funtori QuotP

F/X/S. Il teorema
precedente è allora una conseguenza del risultato seguente:

Teorema D.2. [6, Teorema 3.2]. Usando le notazioni precedenti, il funtore
QuotP

F/X/S è rappresentabile da un S-schema proiettivo QuotP
F/X/S.

Si può inoltre dimostrare che i due teoremi precedenti continuano a valere
se si suppone solo X quasi-proiettivo su S, a patto che, nei risultati, si
sostituisca la parola “proiettivo” con “quasi-proiettivo” e che si indichi con
QuotP

F/X/S(S ′) l’insieme dei quozienti coerenti di F ′, piatti su S ′, il cui
supporto è proprio su S ′.

Per terminare ricordiamo il seguente risultato, concernente lo studio infi-
nitesimale degli schemi “Quot”.

Supponiamo che lo schema Q = QuotF/X/S esista. Sia s ∈ S e sia x ∈ Q
un punto al di sopra di s; x è definito da un fascio di moduli coerente Gs,
quoziente di Fs,

Gs = Fs/Hs,

sulla fibra Xs al di sopra di s. Sotto tali ipotesi, si ha:

Teorema D.3. Lo spazio tangente TxQs alla fibra Qs nel punto x è canoni-
camente isomorfo a H0(Xs,H omOXs

(Hs,Gs)).
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Università degli Studi di Bergamo
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