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Esercizio 1. (a) Si dia la definizione di diffeomorfismo tra due varieta differenziabili M e N.

(b) Sia F': M — N un diffeomorfismo e sia X un campo di vettori su M. Si spieghi come & definito il
campo di vettori F, X su V.

(c) Sia M la seguente sottovarieta aperta di R?
M = {(x,y) € R*|z >0, y > 0}.

Sia F': M — M la funzione data da F(x,y) = (xy,y/x).
Si dimostri che F' & un diffeomorfismo e si calcolino i campi di vettori F, X e F.,Y, dove
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Esercizio 2. (a) Si dia la definizione di connessione lineare su una varieta differenziabile. Nel caso di
una varieta Riemanniana, cosa si intende dicendo che una connessione & compatibile con la metrica?

(b) Si dimostri che se V & una connessione compatibile con la metrica su una varietd Riemanniana (M, g),
e A€ TH(M) ¢ tale che
(AX,Y),2)+ (Y, AX,Z)) =0 (%)

per ogni X, Y, Z € T(M), allora V 4+ A ¢ ancora una connessione compatibile con la metrica. Si dimostri
inoltre che se Vi e V5 sono due connessioni compatibili con la metrica allora V; — V5 ¢ un campo
tensoriale di tipo (;) che soddisfa ().

Esercizio 3. Sia F un fibrato vettoriale di rango r su una varieta differenziabile M. Si dimostri che E &
triviale (cioe, E & diffeomorfo a M x R") se e solo se esistono r sezioni di F, s;: M — E,peri=1,...,r,
tali che {s1(P),...,s.(P)} ¢ una base dello spazio vettoriale Ep, per ogni P € M.

Usando questo fatto, si dimostri che un fibrato vettoriale 2 su M ¢ triviale se e solo se lo ¢ il fibrato
duale E*.

Esercizio 4. Dati due campi di vettori X e Y su una varietd M, si dia la definizione di derivata di Lie
LxY e si spieghi come si puo definire la derivata di Lie £yw per una 1-forma differenziale w.

Si considerino poi i seguenti campi di vettori nel piano:
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e Si calcoli [X,Y].

e Si calcolino i flussi # e ¥ di X e Y e si verifichi che i flussi non commutano, determinando esplici-
tamente degli intervalli aperti I e J contenenti 0 tali che 65 o ¥y e 1, o 6 siano entrambi definiti,
per ogni (s,t) € I x J, ma 05 oy # 1y o O, per qualche (s, ).



