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GEOMETRIA DIFFERENZIALE
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3° Appello — 1 luglio 2014

Esercizio 1. (a) Si dimostri che il cilindro S* x R ¢ diffeomorfo al piano privato dell’origine, R? \. {0}.

(b) Generalizzando quanto fatto nel punto (a), si dimostri che la varieta S™ xR & diffeomorfa a R" 1\ {0}.

Esercizio 2. Sia M, C R® (a € R, a > 0) il sottoinsieme definito dalle seguenti equazioni

M {(1‘1)24-($2)2+($3)2+($4)2+(3}5)2:1
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(a) Si dimostri che, per 0 < a < 1, M, & una sottovarieta compatta di R%, di dimensione 3.

(b) Si dimostri che, per a > 1, M, = @, mentre M; ¢ una sottovarietd di R® di dimensione 1.

Esercizio 3. Sia U C R3 la seguente sottovarietd aperta
M = {(z,y,2) eR®*|z >0,y >0, 2> 0}.

Sia D la distribuzione su U generata dai campi vettoriali

0 0 0 0

(a) Si stabilisca se D ¢& involutiva.

(b) Si determini esplicitamente una carta globale piatta per D su U.

Esercizio 4. Sia M una varieta differenziabile, X € 7(M) un campo di vettori su M e w € A*(M) una
1-forma differenziale.

(a) Si definisca la derivata di Lie Lx(w) e si spieghi come questa puo essere effettivamente calcolata.
(b) Sia (z!,...,2™) un sistema di coordinate locali in M. Si verifichi che, se scriviamo X = X'0; e
W = w;j dx?, allora si ha 4 . '

Ex(w) = ()(Z 81‘(,0]‘ =+ w; anz) dx’.

Esercizio 5. Siano M e N varieta differenziabili orientate, di dimensione m e n, rispettivamente, e
dotiamo M x N dell’orientazione prodotto. Siano pps; e py le proiezioni di M x N su M e N, rispetti-
vamente. Se o € Q™ (M) e f € Q™(N) hanno supporto compatto, si dimostri che (pi,;a) A (pi3) € una
(m 4 n)-forma a supporto compatto su M x N. Si dimostri poi il “Teorema di Fubini”
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