Cognome Nome Matricola

ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA

ProF. F. BoTTACIN, M. CANDILERA, E. DETOMI, G. GEROTTO, R. KLOOSTERMAN

2° Appello — 4 luglio 2017

Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale, Uy, ..., U, sottospazi vettoriali non nulli e distinti, tali che
Uy CU; € --- CU,. Mostrare che dimV > r.

Esercizio 2. Sia f: V — W una funzione lineare iniettiva tra due spazi vettoriali. Dimostrare che se i
vettori vy, va, ..., vx € V sono linearmente indipendenti allora anche le loro immagini f(v1), f(v2), ..,
f(vg) sono linearmente indipendenti.

Esercizio 3. Sia f: R™ — R"™ un endomorfismo lineare tale che Im(f) C Ker(f). Mostrare che fo f &
la funzione nulla. Chi sono gli autovalori di una tale f?

Esercizio 4. Indichiamo con M»(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2 a coefficienti
reali. Sia A, = (21k:k5 ,;21) e poniamo S = {4y | k € Z}. Osserviamo che 'insieme .S non ¢ un sottospazio
vettoriale di M>(R).

(a) Determinare per quale valore di k € Z la matrice Ay non ha rango 2.

(b) Determinare la dimensione e una base del pit piccolo sottospazio U di Ma(R) che contiene S.

(c¢) Sia V' C M3(R) il sottospazio vettoriale formato da tutte le matrici simmetriche. Scrivere una base
diunvV.

Esercizio 5. Si consideri la matrice

-1 3 6
A=t -1 6
0 0 -4

(a) Determinare per quali valori di ¢ tutti gli autovalori di A; sono reali.

(b) Siponga ora t = 3. Determinare gli autovalori e gli autospazi della matrice Az e stabilire se essa &
diagonalizzabile.

-40 0
(c) Sidica se Aj & simile alla matrice ( Lo g) (la risposta deve essere adeguatamente giustificata).

Esercizio 6. Nello spazio vettoriale euclideo R4, dotato del prodotto scalare usuale, sia U il sottospazio
generato dai vettori uw; = (1,—1,0,2), us = (0,2,1,—1) e sia L il sottospazio generato dal vettore
0=(-1,1,-1,1).

(a) Sidicase L C U™ e poi si determini una base di (U + L)*.

(b) Dato il vettore w = (3,1, 4, —2) si determini il vettore v di norma minima tale che v+ w € L.

(c) Si dica se esiste un sottospazio vettoriale W C R* tale che la proiezione ortogonale del vettore w
su W sia w' = (2,—-1,4,1) [la risposta deve essere adeguatamente giustificata).

Esercizio 7. Nello spazio affine A3 sono assegnati il punto P = (2,1,5) e la retta

r+2y+22—-5=0
T
20+2—1=0

(a) Determinare ’equazione cartesiana del piano 7 ortogonale alla retta r e passante per il punto P.

(b) Dato il piano o : 2z — z + 1 = 0, determinare le equazioni parametriche della retta s passante per
il punto A = r N o, contenuta nel piano o e ortogonale alla retta r.

(¢) Determinare le equazioni parametriche della retta 7/, simmetrica di r rispetto al piano o.
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Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale, Uy, ..., U, sottospazi vettoriali non nulli e distinti, tali che
Uy CU; € --- CU,. Mostrare che dimV > r.

Esercizio 2. Sia f: V — W una funzione lineare iniettiva tra due spazi vettoriali. Dimostrare che se i
vettori vy, va, ..., v € V sono linearmente indipendenti allora anche le loro immagini f(v1), f(v2), ...,
f(vg) sono linearmente indipendenti.

Esercizio 3. Sia f: R™ — R™ un endomorfismo lineare tale che Im(f) C Ker(f). Mostrare che fo f &
la funzione nulla. Chi sono gli autovalori di una tale f?

Esercizio 4. Indichiamo con Ms(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2 a coefficienti
reali. Sia A = (2;:41 on ') € poniamo S = {4y, | k € Z}. Osserviamo che I'insieme S non & un sottospazio
vettoriale di My (R).

(a) Determinare per quale valore di k € Z la matrice Ay non ha rango 2.

(b) Determinare la dimensione e una base del pit piccolo sottospazio U di Ma(R) che contiene S.

(c) Sia V' C M3(R) il sottospazio vettoriale formato da tutte le matrici simmetriche. Scrivere una base
diUnV.

Esercizio 5. Si consideri la matrice

4 3 2
A=t -1 -2
0 0 2

(a) Determinare per quali valori di ¢ tutti gli autovalori di A; sono reali.

(b) Siponga orat = —2. Determinare gli autovalori e gli autospazi della matrice A_s e stabilire se essa
¢ diagonalizzabile.

- o . 200 . N
c¢) Si dica se A_5 & simile alla matrice { 120 ) (la risposta deve essere adeguatamente giustificata).
001

Esercizio 6. Nello spazio vettoriale euclideo R*, dotato del prodotto scalare usuale, sia U il sottospazio
generato dai vettori u; = (2,0,2,—1), us = (1,—1,—2,0) e sia L il sottospazio generato dal vettore
¢=(1,1,0,2).

(a) Sidicase L C U e poi si determini una base di (U + L)*.

(b) Dato il vettore w = (1,—1,1, —6) si determini il vettore v di norma minima tale che v+ w € L.

(c) Si dica se esiste un sottospazio vettoriale W C R* tale che la proiezione ortogonale del vettore w
su W sia w’ = (2,—3,—1,—6) [la risposta deve essere adeguatamente giustificata).

Esercizio 7. Nello spazio affine A% sono assegnati il punto P = (1,3, —3) e la retta

Jr—y—2z+1=0
" 20 —2—5=0

(a) Determinare I’equazione cartesiana del piano 7 ortogonale alla retta r e passante per il punto P.

(b) Dato il piano o :  + 2y + 1 = 0 determinare le equazioni parametriche della retta s passante per il
punto A = r N o, contenuta nel piano o e ortogonale alla retta r.

(¢) Determinare le equazioni parametriche della retta 7/, simmetrica di r rispetto al piano o.
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Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale, Uy, ..., U, sottospazi vettoriali non nulli e distinti, tali che
Uy CU; € --- CU,. Mostrare che dimV > r.

Esercizio 2. Sia f: V — W una funzione lineare iniettiva tra due spazi vettoriali. Dimostrare che se i
vettori vy, va, ..., vx € V sono linearmente indipendenti allora anche le loro immagini f(v1), f(v2), ..,
f(vg) sono linearmente indipendenti.

Esercizio 3. Sia f: R” — R"™ un endomorfismo lineare tale che Im(f) C Ker(f). Mostrare che fo f &
la funzione nulla. Chi sono gli autovalori di una tale f?

Esercizio 4. Indichiamo con Ms(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2 a coefficienti

reali. Sia Ay = (577 2k1+4) e poniamo S = {4y | k € Z}. Osserviamo che 'insieme S non & un sottospazio

vettoriale di Ms(R).

(a) Determinare per quale valore di k € Z la matrice Ay non ha rango 2.
(b) Determinare la dimensione e una base del pit piccolo sottospazio U di M2(R) che contiene S.

(¢) Sia V C M>(R) il sottospazio vettoriale formato da tutte le matrici simmetriche. Scrivere una base
diUnV.

Esercizio 5. Si consideri la matrice

-7 t —4
A= 6 3 4
0 0 -1
(a) Determinare per quali valori di ¢ tutti gli autovalori di A; sono reali.
(b) Siponga orat = —4. Determinare gli autovalori e gli autospazi della matrice A_4 e stabilire se essa
& diagonalizzabile.

-10 0
c) Sidicase A_4 ¢ simile alla matrice [ 1 -1 0 la risposta deve essere adeguatamente giustificata).
0 0 -3

Esercizio 6. Nello spazio vettoriale euclideo R*, dotato del prodotto scalare usuale, sia U il sottospazio
generato dai vettori u; = (3,0,—1,1), us = (2,1,0,—2) e sia L il sottospazio generato dal vettore
0=(0,2,1,1).

(a) Sidicase L C U e poi si determini una base di (U + L)*.

(b) Dato il vettore w = (—1,2,5, 3) si determini il vettore v di norma minima tale che v + w € L.

(c) Si dica se esiste un sottospazio vettoriale W C R* tale che la proiezione ortogonale del vettore w
su W sia w’ = (=3,1,5,—1) [la risposta deve essere adeguatamente giustificatal.

Esercizio 7. Nello spazio affine A3 sono assegnati il punto P = (3,—1,3) e la retta

2c+y+2—3=0
T
r—y—5=0

(a) Determinare I’equazione cartesiana del piano 7 ortogonale alla retta r e passante per il punto P.

(b) Dato il piano o : 2z 4+ z — 5 = 0 determinare le equazioni parametriche della retta s passante per il
punto A = r N o, contenuta nel piano o e ortogonale alla retta 7.

(¢) Determinare le equazioni parametriche della retta 7/, simmetrica di r rispetto al piano o.



Cognome Nome Matricola

ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA

ProF. F. BoTTACIN, M. CANDILERA, E. DETOMI, G. GEROTTO, R. KLOOSTERMAN

2° Appello — 4 luglio 2017

Esercizio 1. Sia V uno spazio vettoriale, Uy, ..., U, sottospazi vettoriali non nulli e distinti, tali che
Uy CU; € --- CU,. Mostrare che dimV > r.

Esercizio 2. Sia f: V — W una funzione lineare iniettiva tra due spazi vettoriali. Dimostrare che se i
vettori vy, va, ..., v € V sono linearmente indipendenti allora anche le loro immagini f(v1), f(v2), ...,
f(vg) sono linearmente indipendenti.

Esercizio 3. Sia f: R™ — R™ un endomorfismo lineare tale che Im(f) C Ker(f). Mostrare che fo f &
la funzione nulla. Chi sono gli autovalori di una tale f?

Esercizio 4. Indichiamo con Ms(R) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine 2 a coefficienti

reali. Sia A = (Zkkff 5 % ) € poniamo S = {4y, | k € Z}. Osserviamo che I'insieme S non & un sottospazio

vettoriale di M>(R).

(a) Determinare per quale valore di k € Z la matrice Ay non ha rango 2.
(b) Determinare la dimensione e una base del pit piccolo sottospazio U di Ma(R) che contiene S.

(c) Sia V' C M3(R) il sottospazio vettoriale formato da tutte le matrici simmetriche. Scrivere una base
diUnV.

Esercizio 5. Si consideri la matrice

-1 ¢t 4
A=12 6 -2
0 0 3

(a) Determinare per quali valori di ¢ tutti gli autovalori di A; sono reali.

(b) Siponga orat = —6. Determinare gli autovalori e gli autospazi della matrice A_g e stabilire se essa
¢ diagonalizzabile.

- o . 300 . N
c) Sidica se A_g & simile alla matrice | 130 | (la risposta deve essere adeguatamente giustificata).
002

Esercizio 6. Nello spazio vettoriale euclideo R*, dotato del prodotto scalare usuale, sia U il sottospazio
generato dai vettori u; = (—2,1,2,0), us = (3,0,—1,1) e sia L il sottospazio generato dal vettore
¢=(1,0,1,-2).

(a) Sidicase L C U e poi si determini una base di (U + L)*.

(b) Dato il vettore w = (2, —3,4, —3) si determini il vettore v di norma minima tale che v+ w € L.

(c) Si dica se esiste un sottospazio vettoriale W C R* tale che la proiezione ortogonale del vettore w
su W sia w’ = (1,1,4, —2) [la risposta deve essere adequatamente giustificata).

Esercizio 7. Nello spazio affine A% sono assegnati il punto P = (3,2,4) e la retta

r—y+z2—4=0
T
20+24+1=0

(a) Determinare I'equazione cartesiana del piano 7 ortogonale alla retta r e passante per il punto P.

(b) Dato il piano o :  + 3y + 1 = 0 determinare le equazioni parametriche della retta s passante per il
punto A = r N o, contenuta nel piano o e ortogonale alla retta r.

(¢) Determinare le equazioni parametriche della retta 7/, simmetrica di r rispetto al piano o.



