ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA
3° appello — 16 settembre 2026

Esercizio 1. Consideriamo le seguenti funzioni lineari da R? in R:

filwy,...) =221 —x3, folz1,...) =21 — 22— 73, f3(71,...) =21 + w2 + 73.
(a) Scrivere le matrici Ay, Ag, A3 di fi, fa, f3 nelle basi canoniche. Determinare una base del
sottospazio V C R? generato dalle matrici Aq, Ay, As.

(b) Determinare la matrice M € V di una funzione lineare f: R?® — R tale che f(1,0,0) = 4
e £(0,0,1) = —3.

(c) Determinare l'intersezione dei nuclei di tutte le matrici A € V.

(d) Sia W I'insieme delle matrici delle funzioni f: R? — R tali che f(1,1,1) = 0. Determinare
una base di W e una base di VN W.

Esercizio 2. Sia f: R? — R3 la funzione lineare data da f(x,vy,2) = (2y—3z, x—y+z, x+y—22).
(a) Stabilire se f & suriettiva e dire per quale valore di t il vettore (3,¢,1) appartiene all’im-
magine di f. Trovare una base del nucleo di f.
(b) Calcolare gli autovalori di f.

(c) Determinare, se possibile, una base di R? rispetto alla quale la matrice di f sia diagonale.

Esercizio 3. In R?* dotato del prodotto scalare usuale, sia V il sottospazio di equazione
3x1 —xg + 223+ x4 = 0 e sia U C V il sottospazio generato dai vettori uy = (0,1,1,—1),
ug = (1,—-1,-2,0).

(a) Determinare una base di V+ e una base ortogonale di U.

(b) Determinare una base di un sottospazio W C U~ tale che V =U & W.

(c) Dato il vettore v; = (4,t,—5,3), si determini per quale valore di ¢ ¢ possibile scrivere
nw=u+w,conu €U ewée&W. Sitrovino inoltre esplicitamente tali vettori v e w.

Esercizio 4. Nello spazio affine A% sono assegnati il piano 7 : x —y — z — 1 = 0 e la retta

r—2—2=0
T
y+2—1=0
(a) Determinare 1’equazione cartesiana del piano o che contiene la retta r e forma un angolo

retto con il piano 7.

(b) Sia A = r N 7. Scrivere le equazioni parametriche della retta s passante per il punto A,
contenuta nel piano 7 e ortogonale alla retta r.

(c) Scrivere le equazioni parametriche della retta ¢ passante per il punto B = (0, 1, 1), parallela
al piano 7 e incidente la retta r.

(d) Trovare i punti di minima distanza delle rette s e t.
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Esercizio 1. Consideriamo le seguenti funzioni lineari da R? in R:
fl(ﬁ/jl,...):21'1—2l'2—|—l‘3, f2(l‘1,...):2l’1—l’2—|—2$3, f3($1,...):21‘1—4$2—$3.
(a) Scrivere le matrici Ay, Ag, A3 di fi, fa, f3 nelle basi canoniche. Determinare una base del

sottospazio V' C R? generato dalle matrici Aq, Ay, As.

(b) Determinare la matrice M € V di una funzione lineare f: R® — R tale che f(0,1,0) = —5
e £(0,0,1) =T.

(c) Determinare l'intersezione dei nuclei di tutte le matrici A € V.

(d) Sia W l'insieme delle matrici delle funzioni f: R3 — R tali che f(2,1,—1) = 0. Determi-
nare una base di W e una base di V. NW.

Esercizio 2. Sia f: R? — R3 la funzione lineare data da f(x,vy, 2) = (z—y+3z, 2y—z, v+y+22).
(a) Stabilire se f & suriettiva e dire per quale valore di t il vettore (3,¢,7) appartiene all’im-
magine di f. Trovare una base del nucleo di f.
(b) Calcolare gli autovalori di f.

(c) Determinare, se possibile, una base di R? rispetto alla quale la matrice di f sia diagonale.

Esercizio 3. In R?* dotato del prodotto scalare usuale, sia V il sottospazio di equazione
201 — w9 + x3 — 34 = 0 e sia U C V il sottospazio generato dai vettori uy = (1,—1,0,1),
ug = (0,—-2,1,1).

(a) Determinare una base di V+ e una base ortogonale di U.

(b) Determinare una base di un sottospazio W C U~ tale che V =U & W.

(c) Dato il vettore v; = (4,0,t,5), si determini per quale valore di ¢ & possibile scrivere v; =
u~+w, conu € U ew € W. Sitrovino inoltre esplicitamente tali vettori v e w.

Esercizio 4. Nello spazio affine A% sono assegnati il piano 7 : x +y — z = 0 e la retta

2 —2—-3=0
T
y+z+3=0
(a) Determinare 1’equazione cartesiana del piano o che contiene la retta r e forma un angolo
retto con il piano 7.

(b) Sia A = r N 7. Scrivere le equazioni parametriche della retta s passante per il punto A,
contenuta nel piano 7 e ortogonale alla retta r.

(c) Scrivere le equazioni parametriche della retta ¢ passante per il punto B = (2,1, 0), parallela
al piano 7 e incidente la retta r.

(d) Trovare i punti di minima distanza delle rette s e t.
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Esercizio 1. Consideriamo le seguenti funzioni lineari da R? in R:
fl(iL'l,...)ZQl‘l—xQ, fg(xl,...):m1—|—2x2—x3, f3($1,...)=3$1—4$2+l‘3.
(a) Scrivere le matrici Ay, Ag, A3 di fi, f2, f3 nelle basi canoniche. Determinare una base del

sottospazio V C R? generato dalle matrici Aq, Ay, As.

(b) Determinare la matrice M € V di una funzione lineare f: R?* — R tale che f(1,0,0) =5
e (0,1,0) = 0.

(c) Determinare l'intersezione dei nuclei di tutte le matrici A € V.

(d) Sia W l'insieme delle matrici delle funzioni f: R3 — R tali che f(1,1,—2) = 0. Determi-
nare una base di W e una base di V. NW.

Esercizio 2. Sia f: R? — R? la funzione lineare data da f(z,y,2) = (2 — vy, —2 + 3y + z,2 +
2y + 2).
(a) Stabilire se f ¢ suriettiva e dire per quale valore di ¢ il vettore (4, 3,t) appartiene all’im-
magine di f. Trovare una base del nucleo di f.
(b) Calcolare gli autovalori di f.

(c) Determinare, se possibile, una base di R? rispetto alla quale la matrice di f sia diagonale.

Esercizio 3. In R?* dotato del prodotto scalare usuale, sia V il sottospazio di equazione
2x1 — 3w + a3 — x4 = 0 e sia U C V il sottospazio generato dai vettori u; = (1,0,—1,1),
up = (2,1,0,1).

(a) Determinare una base di V+ e una base ortogonale di U.

(b) Determinare una base di un sottospazio W C U~ tale che V =U & W.

(c¢) Dato il vettore vy = (5,4,—3,t), si determini per quale valore di ¢ & possibile scrivere
vt =u—+w, conu €U eweW. Sitrovino inoltre esplicitamente tali vettori u e w.

Esercizio 4. Nello spazio affine A% sono assegnati il pianom: z+y — 24+ 1 =0 e la retta

r+y—1=0
r:
y—2+2=0

(a) Determinare I’equazione cartesiana del piano o che contiene la retta r e forma un angolo
retto con il piano 7.

(b) Sia A = r N 7. Scrivere le equazioni parametriche della retta s passante per il punto A,
contenuta nel piano 7 e ortogonale alla retta r.

(c) Scrivere le equazioni parametriche della retta ¢ passante per il punto B = (1,1, 0), parallela
al piano 7 e incidente la retta r.

(d) Trovare i punti di minima distanza delle rette s e t.
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Esercizio 1. Consideriamo le seguenti funzioni lineari da R? in R:
fl(fl‘l,...)ZZI'Q—l—l‘g, f2(l‘1,...):$1—2$2—|—1}3, f3(1}1,...)=2l’1—2l’2—|—3$3.
(a) Scrivere le matrici Ay, Ag, A3 di fi, f2, f3 nelle basi canoniche. Determinare una base del

sottospazio V' C R? generato dalle matrici Aq, Ay, As.

(b) Determinare la matrice M € V di una funzione lineare f: R® — R tale che f(0,1,0) = 4
e £(0,0,1) = 4.

(c) Determinare l'intersezione dei nuclei di tutte le matrici A € V.

(d) Sia W I'insieme delle matrici delle funzioni f: R? — R tali che f(2,1,2) = 0. Determinare
una base di W e una base di VN W.

Esercizio 2. Sia f: R3 — R? la funzione lineare data da f(z,y, 2) = (3z — 22, —2r+y — 2,z +
y — 32).
(a) Stabilire se f ¢ suriettiva e dire per quale valore di ¢ il vettore (4,t,—1) appartiene
all'immagine di f. Trovare una base del nucleo di f.
(b) Calcolare gli autovalori di f.

(c) Determinare, se possibile, una base di R? rispetto alla quale la matrice di f sia diagonale.

Esercizio 3. In R?* dotato del prodotto scalare usuale, sia V il sottospazio di equazione
1+ 2x9 — 3x3 — x4 = 0 e sia U C V il sottospazio generato dai vettori u; = (1,—1,0,—1),
up = (0,2,1,1).

(a) Determinare una base di V+ e una base ortogonale di U.

(b) Determinare una base di un sottospazio W C U~ tale che V =U & W.

(c¢) Dato il vettore vy = (0,¢,5,—7), si determini per quale valore di ¢ & possibile scrivere
vt =u+w, conu €U ew e W. Sitrovino inoltre esplicitamente tali vettori u e w.

Esercizio 4. Nello spazio affine A% sono assegnati il piano m: z —y + 2z = 0 e la retta

z+y+3=0
T
y—2z+3=0

(a) Determinare I’equazione cartesiana del piano o che contiene la retta r e forma un angolo
retto con il piano 7.

(b) Sia A = r N 7. Scrivere le equazioni parametriche della retta s passante per il punto A,
contenuta nel piano 7 e ortogonale alla retta r.

(c) Scrivere le equazioni parametriche della retta ¢ passante per il punto B = (1,0, 2), parallela
al piano 7 e incidente la retta r.

(d) Trovare i punti di minima distanza delle rette s e t.



