Istituzioni di Matematiche (CH-CI-MT) - Mod A

prova di accertamento del 19 novembre 2002 — Compito A

5(1 —
ESERCIZIO 1. Si consideri la funzione razionale f(x) = k) e si osservi che il denominatore
3 +3x2+x+3
si annulla per x = —3. Si determini una primitiva per f(x) e si calcolino

/01 f@)de  ed /1+°° (@) da.

Svolgimento. Si ha 23 + 322 + 2 + 3 = (x + 3)(2? + 1) e quindi

5(1 - z) A Bz+C ATB=0

—x T+

3 +3x2+2x+3 x+3 241 cott +
A+3C=5

Possiamo quindi concludere che

5(1 — z) 2 2% 1 (z + 3)2
dr= [ —dr— [ T det [ o de=log T 4 arctg +c.
/x3+3$2+$+3 ! z+3" /m2+1 x+/x2+1 r=log Ty tacer e

Applicando la formula di Barrow, si ottiene

1 2
5(1—x) (x+3) 8
- dr = |log ~—~—— t =log — + —
/0 P32 a4 [Og 21 s =leg Ty
© + 2
° 5(1 —x) ) (b+3) ™ ™
de = 1 1 tgb —log8 — —| = — — log8.
/1 B3 ta+3 bilfoo[og o b leS T = os
Cio conclude la discussione. O

ESERCIZIO 2. Si disegni sul piano di Gauss il triangolo che ha come vertici le soluzioni dell’equazione
2% — (2+14)x? + (2 — 2i)z = 0 e si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione del triangolo attorno
all’asse orizzontale.

Svolgimento. Si ha 23 — (2 4+ i)x? + (2 — 2i)z = x[2? — (2 + i)x + (2 — 24)] e quindi una soluzione & z; = 0.
Le soluzioni dell’equazione di secondo grado x? — (2 + i)z + (2 — 2i) = 0 sono

@4 E[249)2—42—2)]Y2  (3i—1) £ [12i — 5]1/2
22,3 = 2 - 2 ’

ove [12i — 5]'/2 indica una, qualsiasi, delle radici quadrate di 12i — 5.

11 numero complesso x + iy, con (x,y) € R?, & una radice di 12i — 5 se, e solo se,

22

|

22—y = —5 x=+2 :

OVVero . [

2y = 12 y =23 !
o

Dunque 2o = 2+ 2i e z3 = —i e nel piano di Gauf}, i tre punti sono i vertici del ! 2
triangolo evidenziato qui a fianco. Z3



2 MAURIZIO CANDILERA

Per determinare il volume, puo essere utile ribaltare la parte del triangolo che si trova
al di sotto dell’asse e considerare il volume del solido generato dalla rotazione della
figura cosl ottenuta. Il volume del solido & quindi

2/5 3 \2 2 2 /g 2 249
V=m / (1 — :c) dxr —|—/ 22dx — / (w — 1> dr| = —m.
0 2 2/5 2/3 2 225

Cio conclude la discussione. O

ESERCIZIO 3. Si calcoli la somma della serie

Ji:.o log v/2m

2ne2n
n=1

log 2
Svolgimento. Osserviamo che log /2™ = % e quindi si tratta di calcolare la somma della serie
10g2+z:OO 1 _1og2+OO 1 log2 1 _ log2
4 e  4e? L e?n Cde?2 1—e2  4(e2-1)
essendo, a meno del prodotto per una costante, la somma della serie geometrica di ragione e 2. (Il

ESERCIZIO 4. Si calcoli
sinx — 22 cos

li .
720 cosz(1 — cosx)log(1 — z2)

Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi di McLaurin, si ha

z3 2 x? x? zt
sin?z = (x kT + o(x?’)) =22 — = +o(zh), z?cosx = 2° <1 ~ 5 + o(mz)) =22 - +o(zh),

log(1 — %) = —2% + o(2?);

e quindi

sin? x — 22 cos & —% + % + o(z*) B ””—64 +o(z*)

cosw(l —cosa)log(L—a2) — (1+o(1)(% +o(a?)(~a2 +0(s?))  —% +o(ah)’

Passando al limite per x — 0, possiamo cancellare gli addendi trascurabili ed ottenere il valore del limite

richiesto, ovvero —%. ([l
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2-9
ESERCIZIO 1. Si consideri la funzione razionale f(x) = a e si osservi che il denominatore
a3 4222+ +2
si annulla per x = —2. Si determini una primitiva per f(x) e si calcolino

Alﬂxﬁ& ed .K+mf@0¢n

Svolgimento. Si ha 23 + 222 + 2 + 2 = (x + 2)(2? + 1) e quindi

29 A Bz+C A+B=0
— 9z T+
= 2B+ C =-9.
34+ 222+ +2 x+2+ 241 cont +
A+2C =2

Possiamo quindi concludere che

2 —9x 4 dx 1 (Z‘+2)4
de= [ —Zdo— [ =7 do— dr =log +o 20 _arctgz +c.
/x3+2x2+x+2 ’ /x+2 ! /172+1 ! /x2+1 Ty s e

Applicando la formula di Barrow, si ottiene

1 4 1
2 — 2 1
| CHRH PSS L T
0

3+ 222+ 42 (x2 4 1)2 0 64 4
e N ,
e 2 —9zx . (b+2) 81 =« T 81
de = 1 logc ~——7 _ —arctgx —log— + —| = —— — log —.
/1 B ro?rat2 biinoo{og(b2+1)2 arete s °g4+4] 1%
Cio conclude la discussione. O

ESERCIZIO 2. Si disegni sul piano di Gauss il triangolo che ha come vertici le soluzioni dell’equazione
23 — (2 —i)x? 4+ (2 — 4i)z = 0 e si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione del triangolo attorno

all’asse orizzontale.
Svolgimento. Si ha 23 — (2 —i)2? + (2 — 4i)z = z[2? — (2 — i)x + (2 — 44)] e quindi una soluzione ¢ z; = 0.
Le soluzioni dell’equazione di secondo grado x2 — (2 — i)z + (2 — 4i) = 0 sono

(2—i)+[(2—4)2—4(2—4)"? (2 —4)£][12i —5]'/?

2 2 ’

223 =
ove [12i — 5]'/? indica una, qualsiasi, delle radici quadrate di 12i — 5.

Il numero complesso x + iy, con (x,y) € R?, & una radice di 12i — 5 se, e solo se, 4

22
I

T =42 L= 2 Ly
2

.’172 _ y2 = _5
ovVvero . 21
20y =4 y =23
Dunque 2o = 2+ 14 e 23 = —2¢ e nel piano di Gauf}, i tre punti sono i vertici del
triangolo evidenziato qui a fianco. Z3



4 MAURIZIO CANDILERA

Per determinare il volume, puo essere utile ribaltare la prte del triangolo che si trova
al di sotto dell’asse e considerare il volume del solido generato dalla rotazione della
figura cosl ottenuta. Il volume del solido & quindi

1 2 2 2 2 2
1
/ (2—390) dm+/ x—daz—/ (3;10—2) dzx :—97T.

Cio conclude la discussione. O

V=mn

ESERCIZIO 3. Si calcoli la somma della serie

Jio log\/BW

3ne3n
n=1

log 3
Svolgimento. Osserviamo che log /3™ = % e quindi si tratta di calcolare la somma della serie
10g3+23OO 1 _1og3+OO 1 log3 1 _ log3
6 “—edn ~ 6e3 L edn 6e3 1—e3  6(e3-1)
essendo, a meno del prodotto per una costante, la somma della serie geometrica di ragione e 3. (Il

ESERCIZIO 4. Si calcoli

. zsinz —tg2x
lim -
z—0 e*(sinz — z) log(1 + z)

Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi di McLaurin, si ha

3 4 3 2 4
2
rsinx = x (w - % + 0(x3)> =a2? - % + o(z*), tg e = <x + % + 0(m3)> =22+ % + o(z%),
log(1+ z) = z + o(x);
e quindi
4 4 4
rsinx — tg2x B -2 — 2 4 o(z?) =3 4 o(at)
ez —n)logl +2) (14 o))~ % +o@) @ +o(@)  —% +oleh)

Passando al limite per x — 0, possiamo cancellare gli addendi trascurabili ed ottenere il valore del limite
richiesto, ovvero 5. ]
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ESERCIZIO 1. Si consideri la funzione razionale f(x) = ot e si osservi che il denominatore
»4+r2+r+1
si annulla per x = —1. Si determini una primitiva per f(x) e si calcolino

/01 f@)de  ed /foo (@) da.

Svolgimento. Si ha 3 + 2% + .+ 1 = (z + 1)(z? + 1) e quindi

5z +1 A Bz+C A+B=0
x + T+
= B 025.
42 4+x+1 ;1:+1+:172—|—1 con +
A+C=1

Possiamo quindi concludere che

5 + 1 -2 2x 1 22+ 1
- —dr = | ——d ———dr+3 | ——dr=log—— + 3arct .
/x3+:c2+:c+1 T /m+1 x+/w2+1 x + /x2+1 X og<x+1)2+ arctgzr +c
Applicando la formula di Barrow, si ottiene

1 2 1
5 1 1 3
/ Ldmz [1ogx+2+3arctgx] :Zﬂ—log2
0

B+a2+r+1 (x+1) o
¢ +
e 5+ 1 b?+1 3 37
——————dx = li log ———— + 3arctgb +1log2 — — | = — +log 2.
/1 P i rrrl T bjlem[og(b+1)2+ arctg 0 + log 4} 4Jrog
Cio conclude la discussione. O

ESERCIZIO 2. Si disegni sul piano di Gauss il triangolo che ha come vertici le soluzioni dell’equazione
2% — 222 + (1 —2i)z = 0 e si calcoli il volume del solido generato dalla rotazione del triangolo attorno all’asse
orizzontale.

Svolgimento. Si ha 23 — 222 + (1 — 2i)z = z[2? — 22 + (1 — 24)] e quindi una soluzione & z; = 0. Le soluzioni
dell’equazione di secondo grado 22 — 2z + (1 — 24) = 0 sono

Zoz=14[1—(1—2)]"2 =120/
ove [2i]'/? indica una, qualsiasi, delle radici quadrate di 2i.

Il numero complesso = + iy, con (z,y) € R?, & una radice di 2i se, e solo se,

22—y =0 r ==+l
ovvero i
2xy = 2 y==+1 1

22

NG p———

Dunque zo = 2+ i e 23 = —i e nel piano di Gauf}, i tre punti sono i vertici del “3

triangolo evidenziato qui a fianco.



6 MAURIZIO CANDILERA

Per determinare il volume, puo essere utile ribaltare la parte del triangolo che si trova
al di sotto dell’asse e considerare il volume del solido generato dalla rotazione della
figura cosl ottenuta. Il volume del solido & quindi

2/3 2 2 2 17
V=mr / (1—x)2dx+/ —d:v—/ (x—1)%dz| = —.
0 2/3 4 1 27

Cio conclude la discussione. O

ESERCIZIO 3. Si calcoli la somma della serie

Jio log\/57

5nedn
n=1

log 5

n
Svolgimento. Osserviamo che log /5™ = 5 e quindi si tratta di calcolare la somma della serie

log5+§ 1 _log;5+DO 1 logh 1 log 5

10 2= e5n ~ 1065 4= 51~ 1068 T—e 5  10(ed — 1)

n= =

essendo, a meno del prodotto per una costante, la somma della serie geometrica di ragione e . (Il

ESERCIZIO 4. Si calcoli
. log?(1+ ) — 2% *
lim - .
=0 ( + 1)(z — sinh x) tgx

Svolgimento. Utilizzando gli sviluppi di McLaurin, si ha

22 4
e = g (1 —Th ot o(:nz)) =22 —2*+ -5 1 o(z?),
2 3 2 1124
log?(1+4z) = x—x——kx——ko(x?’) A S +o(z*),
2 3 12
3
sinha:zx—l—g—ko(a:‘?), tgr =z + o(x);
e quindi
4 4 4
g1 ) — %~ Yoo

(z+1)(z —sinhz)tgz (14 0(1)) (=% +o(z3))(z +o(x)) —Z +o(z4)

Passando al limite per x — 0, possiamo cancellare gli addendi trascurabili ed ottenere il valore del limite

richiesto, ovvero f%. O



