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Curve

In questo capitolo vogliamo dare una rapida introduzione delle tecniche della Geometria Differenziale
applicate allo studio delle curve immerse nello spazio.

1. Cammini parametrizzati. Equazioni di Frenet

1.1 Definizione. Un cammino in R™ & un’applicazione continua 7 : [a,b] — R™. Se &/ & una suddivi-
sione finita a =tg < t; < -+ < t,, = b dell’intervallo [a, b], si pone

L) =Y Ilv(t) — (-l
i=1

Si dice che il cammino «y & rettificabile se esiste finito [(y) = sup, [, (/) al variare di &/ tra le suddivisioni
finite dell’intervallo [a,b]. In tal caso si dice che () & la lunghezza del cammino 7.

Osserviamo che la lunghezza del cammino v non dipende dalla sua parametrizzazione, infatti, se
f e, d] — [a,b] & un’applicazione biunivoca e continua (e quindi monotona) allora il cammino § =~y o f
ha la stessa lunghezza di ~.

Il cammino ~ si dice di classe €% a tratti se esiste una suddivisione finita a =ty <t; <--- <ty =0b
dell’intervallo [a,b], tale che la restrizione vy,_, s+, (eventualmente prolungata per continuita) sia una
funzione di classe €%, per ognii =1,...,s.

Due cammini di classe €%, k > 1, v : [a,b] = R e § : [¢,d] — R™, si dicono €*-equivalenti se esiste
un’applicazione biunivoca e crescente f : [a,b] — [c,d], di classe €% assieme con la sua inversa, tale che
~(t) = 6(f(t)), per ogni t € [a,b].

Un cammino di classe €%, con k > 1, si dice regolare se v'(t) # 0 per ogni valore di t e le classi di
equivalenza di cammini regolari sono dette curve orientate.

Ricordiamo un risultato elementare

1.2 Proposizione. Se : [a,b] — R" & un cammino di classe €' a tratti, allora vy & rettificabile ed
b
1) = [ Il de

dim. Sia & una suddivisione finita a = tg < t; < -+ < t, = b dell'intervallo [a,b]. Per j = 1,...,n,
indichiamo con v;(t) la j-esima componente del vettore y(t) € R™ ed osserviamo che, trattandosi di
funzioni di classe €, si ha

Vi(ti) — v (tim1) = / i Vi(t)dt = (7} (t:) + Nij)(ti — tiz1).

ti—1

Quindi si ha
1

Nos| = [|—— < L) — A~ ()]
| Aij PR < opax [v; (8) —;(t:)]

/ ") — ()t

ti—1
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In termini di vettori possiamo quindi scrivere

[Y(ti) = ()] =7 (8)(t — tica) = Ni(ti — tiza),
ove \; ¢ il vettore che ha come componenti i \;; e, dalla disuguaglianza |||v| — ||Jw||| < |lv — w]|, valida
per ogni coppia di vettori, si deduce

[v(t) = vt )| = I (E) |t = tima)| < HNall(ts = tiy) < flmal|(t: — i),

ove indichiamo con m; i vettori che hanno come componenti i termini m;; = max;ep,_, ¢, [7;(t) —
7§ (t;)], per j = 1,...,n. Sommiamo su tutti gli intervalli della suddivisione e separariamo la somma
Soi_i lmill(t; — ti—1) in due parti. Sugli intervallini che non contengono punti di discontinuita della
curva, le componenti del vettore «' sono funzioni uniformemente continue e quindi le componenti del vet-
tore m; tendono a zero al tendere a zero dell’ampiezza dell’intervallino e quindi la somma di questi addendi
€ maggiorata dal prodotto di una funzione tendente a zero con la massima ampiezza della suddivisione
per 'ampiezza dell’intervallo b — a. I punti di discontinuita sono in numero finito come gli intervallini
che 1i contengono; ampiezza delle oscillazioni delle componenti del vettore 7' su questi intervallini &
maggiorata da una costante K e quindi questa somma finita & maggiorata da una costante per la somma
di un numero finito (indipendente dalla suddivisione) di ampiezze di intervallini, e quindi tende a zero al
tendere a zero della massima ampiezza della suddivisione. Si conclude che la differenza

Iy () = Z I @) (E: = tiza)

tende a zero al tendere a zero della massima ampiezza della suddivisione e quindi che () coincide con il
limite delle somme integrali. CVD O

Un cammino regolare (o, meglio, 1-regolare), v : [a,b] — R™, pud essere riparametrizzato in modo
“canonico”. Infatti, posto

s(t)=c+ / I () ld,

ove ¢ & una costante arbitraria, la funzione cosi definita ¢ di classe €* con derivata strettamente positiva
e quindi crescente ed invertibile. Sia ¢(s) I'inversa (sempre crescente e di classe €*) ed osserviamo che il

cammino §(s) = y(t(s)) ha ancora classe €* ed ha la proprieta che ||§’(s)|| = 1 per ogni s. Il parametro
s e detto la lunghezza d’arco della curva vy, e si ha % = ‘;—z .

Lo 40 dy g, V() : (%)
Il vettore unitario — = —- 7= = e detto il wettore tangente'*) alla curva ~.
ds dt |y
1.3 Definizione. Diremo che un cammino 7 : [a,b] — R" & k-regolare se & di classe €% in [a,b] ed i
vettori 7/(t),...,7*)(t) sono linearmente indipendenti, per ogni t € [a,b]. In tal caso, per ogni i < k,
il sottospazio affine (sottovarieta lineare), passante per y(t) e parallelo al sottospazio (v'(t),...,7?(t))
¢ detto l'i-esimo spazio osculatore a + in ~(t). Si verifica facilmente che questa sottovarieta lineare &

indipendente dalla scelta della parametrizzazione della curva +.

Ad esempio osserviamo che, per una curva regolare v, la retta y(¢)+(7/(t)) (1-sottospazio osculatore),
altri non e che la retta tangente a v nel punto ().

Se la curva § & n — l-regolare e contenuta nell’iperpiano 7 : £(X) = a, allora I'iperpiano osculatore a
§ coincide con 7 in ogni punto §(t), perché, derivando la relazione £(y(t)) = a, si ottiene £(v*)(t)) = 0
perognik=1,...,n—1.

In particolare, se una curva 2-regolare § & contenuta in un piano, allora questo ¢ il piano osculatore
alla curva in ogni punto.

() Alcuni autori lo chiamano versore tangente, indicando come vettore tangente il vettore +/(t) che, nelle nostre notazioni,
dipende dal cammino scelto e non dalla curva. Per questo motivo riserviamo il nome di vettore tangente al caso in cui il

cammino & parametrizzato “canonicamente”.
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1.4 Definizione. Dati n vettori vy (t),...,v,(t), di classe €%, con k > 1, in R", diremo che formano
(nell’ordine) un riferimento mobile ortonormale concorde con la base canonica se, per ogni ¢y € [a,b], 1
vettori v1(tp), . . ., v, (to) sono una base ortonormale orientata concordemente con la base canonica di R™.

Un riferimento mobile ortonormale in R™ si puo quindi considerare come un cammino parametrizzato
nel gruppo ortogonale O, (R).
In particolare, se v1(t),. .., v, (t) formano un riferimento mobile ortonormale, si ha

v;(t):Zaij(t)vi(t), perj=1,...,n
j=1

ovvero, indicando con V' la matrice che ha come colonne le coordinate dei vettori vy (t), ..., v, (t) (rispetto
alla base canonica di R™), si ha V' = V' A, ove A = (a;j(t))1<i, j<n. Derivando la relazione di ortogonalita,
V'V =1, si ricava che

V'V +WV =0, ovvero  'A(VV)+(VV)A="A+A=0 (1.5)

e quindi A deve essere una matrice antisimmetrica.
Vogliamo mostrare come, ad ogni curva di classe €™, n — 1-regolare, si possa associare un riferimento
mobile ortonormale (riferimento di Frenet) e come questo determini a sua volta la curva data.

1.6 Definizione. Sia v una curva un riferimento di Frenet lungo ~y (se esiste) ¢ un riferimento mo-

bile ortonormale vy (t),...,v,(t) concorde con l'orientamento e tale che, per 1 < k < n — 1 il sot-
tospazio (vy(t),...,vr(t)) coincida con il k-esimo sottospazio osculatore e le basi +/(t),...,7*)(t) e
{v1(¢),...,vx(t)} siano orientate concordemente.

Una curva generica v puo non avere un riferimento di Frenet, ad esempio la curva piana

1
e/t <0> set<0

A(t) = (g) st =0

1
e_l/t2(1> set>0

e di classe ¥°°, ma non esiste un vettore unitario v(t), differenziabile rispetto a t, tale che X (t) =
[IN (#)|lv(t) per ogni t. Cid perché nel punto A(0) = (0,0) il vettore X' (¢) si annulla e quindi la curva non
¢ regolare.

1.7 Proposizione. Sia 7 : [a,b] — R™ una curva n — 1-regolare. Allora esiste un’unico riferimento di
Frenet {e1(t),...,en(t)} lungo ~.

dim. Ricordiamo che due basi sono orientate concordemente se il determinante del cambiamento di
base e positivo. Cio detto, la dimostrazione si riduce all’applicazione del processo di ortonormaliz-
zazione di Gram-Schmidt ai vettori 7/(t),...,7™ Y (t) e scegliere come ultimo vettore della base un
vettore unitario, e, (t), normale al sottospazio <7'(t), . 7V(k)(t)>, in modo che orientamento della base
Y (t),...,7"®)(t),e,(t) sia concorde con la base canonica di R™.

In modo esplicito, si procede ricorsivamente ponendo e; (t) = H:Egu e poi, supponendo di aver definito

i vettori ey (t),...,e;(t), per 1 <i <n—1, si pone dapprima

i

v (0) = 7@ = 37 (Y@ - 5(0)) e (1)

j=1
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— vit1(t)
lvig (O]
Costruiti i vettori ey (t),...,e,—1(t), si pud prendere il loro “prodotto vettoriale”, ovvero il vettore

vn(t) che ha come coordinate i minori di ordine n — 1 (presi con segno opportuno) della matrice che
ha come colonne le coordinate dei vettori e (t),...,e,—1(t) rispetto alla base canonica, ed infine porre

_ _oa(t)
en(t) = ENGIR CVD a

Osserviamo che, se v & una curva n — l-regolare ed e; (¢), ..., e,(t) & un riferimento di Frenet del tipo
descritto nella Proposizione precedente, allora si ha

ed infine e;41(¢)

(e1(t),...,e. (1) = (e1(t),...,en(t))A [equazioni di Frenet]

’r n

ove A & una matrice antisimmetrica [cf. (I.1.5)]. Inoltre, in base alla costruzione descritta, si ha che

ei(t) € (Y (t),...,7" V() = (e1(t),...,ei41(t)) e quindi la matrice A & necessariamente della forma
0 —Ww1 0 ce 0
w1 0 —W9 N 0
(1.8) A= 0 wWo
: 0 —Wn—1
0 0 wp 0

Le equazioni di Frenet si possono quindi scrivere come
(1.9) €] = wies; e =wiei1 —wi1ei1, 2<i<n-—1; €, = —Wn_16n_1.
1.10 Proposizione. Sia v : [a,b] — R™ una curva n — 1-regolare e siano
(€(t),...,e.(t) = (e1(t),...,en(t))A
le equazioni di Frenet associate, allora si ha w;(t) > 0 per 1 <i<n — 2.

dim. In base al procedimento di costruzione del riferimento di Frenet, per 1 <i <n —1, si ha

ei(t) = zl:bki(t)y(k) (t), con b;(t) >0,
k=1

e quindi, invertendo la matrice di cambiamento di base, si ha
i
YO (@t) =Y aji(t)e;(t), com ag(t) =bi(t)"" > 0.
j=1
Poiché il riferimento di Frenet & ortonormale, per 1 < i <n — 2, si ha
i i
Wi =€ - €1 = <Z by + Z bki'V(k+1)> ceipr = bis (Y - eipn) = bibyh 4 > 0
k=1 k=1

che & quanto volevamo verificare. CVD O

E immediato verificare che le equazioni di Frenet non cambiano se si trasforma la curva con un’isome-
tria dello spazio R™; infatti, se B : R™ — R™ ¢ un’isometria, allora la curva 4(t) = Bo~(t) ha il riferimento
di Frenet é;(t) = Bei(t),...,é,(t) = Bey(t) e le equazioni di Frenet sono quindi (& (t),...,ée (t)) =
(é1(t),...,en(t))A.



I1§.1 Cammini parametrizzati. Equazioni di Frenet 7

Consideriamo ora una riparametrizzazione della curva -y, ovvero confrontiamo le equazioni di Frenet
della curva (t) e della curva 5(s) = ~(t(s)), ove t(s) & una funzione di classe €™, con t'(s) > 01,
Usando la formula di derivazione delle funzioni composte, si ha che, per ogni i, <’y'(t(s)), @ (t(s))> =
<ﬁ’ (5),...,7@ (s)> e quindi coincidono i riferimenti di Frenet. Per la formula di derivazione delle funzioni

de; (t(s)) de; (t(s)) dt

composte, si ha quindi ==~ = =7~

e quindi le equazioni di Frenet diventano

L ((t5)), - enlt()) = (€1 (86, - en(t(s))AES)) T

e quindi la matrice A viene moltiplicata per una funzione scalare.

1.11 Definizione. Sia 7 : [a,b] — R™ una curva n — l-regolare, sia ei(t),...,ey(t) il riferimento di
Frenet lungo v e siano wy,...,w,_1 i coefficienti dell’equazione di Frenet [cf. (I.1.8)]. Si chiama i-esima
i (T
curvatura della curva v la funzione scalare k;(t) = ”wjét))”, per1 <i:<n-—1.
Y

E facile verificare che le curvature non dipendono dalla parametrizzazione della curva y e sono
invarianti per isometrie dello spazio R™. In particolare, se si riparametrizza la curva y con la lunghezza
d’arco, i coefficienti dell’equazione di Frenet coincidono con le curvature di 7.

1.12 Osservazione. Nel caso di una curva 7 : [a,b] — R? vi sono solo due curvature e, tradizionalmente, sono
indicate come
k(t) := k1(t) [curvatural, 7(t) := K2(t) [torsione].

Supponiamo che la curva sia parametrizzata dalla lunghezza d’arco, ovvero consideriamo la curva d(s) con
[16°(s)|l = 1 (per ogni s). Allora e1(s) = &§'(s) & il vettore tangente e 6" & ortogonale a & = e1. Si ha quindi

6‘:((:)) ¢ il vettore normale. Infine, il terzo vettore

del riferimento di Frenet & il vettore binormale e3(s) = e1 X ez ed e5(s) = —7(s)e2(s). A volte si indicano anche
con T, N e B, rispettivamente, i vettori tangente, normale e binormale. Osserviamo che la curvatura misura la
variazione del vettore tangente e la torsione misura la variazione del piano osculatore.

8" = kea, ove k(s) > 0 ¢ la curvatura della curva § ed e2(s) =

In particolare, se 7(s) = 0 per ogni s, significa che il vettore binormale & costante e quindi i piani osculatori
sono tutti paralleli tra loro. Inoltre, dalle equazioni di Frenet si ricava

(6‘63)/:((5~61Xeg),:el‘elX€2+(5~H62X627(5-61XI€61:0

e quindi la curva § & contenuta in un piano ortogonale ad es.

Consideriamo una curva §(s), parametrizzata dalla lunghezza d’arco, e supponiamo che si abbia 6" = 0
(ovvero che § abbia “curvatura nulla”). Allora, consideriamo il vettore tangente e;(s) = &’(s), che & un vettore
costante e si ha

(bxe) =6xd+6x8" =0

e quindi la curva § & una retta parallela al vettore e;.

Esercizio 1.1. (a) Verificare che per una curva piana regolare 7 : [a, b] — R?, si ha

_ det(v'(8),7" (1)
)= I F

(b) Verificare che per una curva regolare v : [a,b] — R3, si ha

Iy 0l o det(y/(.4"().1" (1)
=R O =0 xroOr

() Si osservi che, affinché 7 sia regolare, deve aversi t'(s) 7# 0 per ogni s e scegliamo le riparametrizzazioni con derivata

positiva, perché rispettano il verso di percorrenza della curva.
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O

Sia v : [a,b] — R™ una curva regolare e sia P = (o) un suo punto. Possiamo considerare il cerchio osculatore
alla curva in P, ovvero un cerchio per P che abbia in comune con 7 il vettore tangente in P. Se indichiamo con
K la curvatura di v e con e, ez i primi due vettori del riferimento di Frenet, possiamo considerare il cerchio di
centro C' = vy(to) + (1 >€2(t0) e raggio (t 5, contenuto nel piano osculatore, ovvero la curva

3(0) =C+ a5 )(cosé’el(to) + sin ez (to)), 0 € [0, 27).

E facile verificare che, per § = 32, il cerchio tocca la curva in P = ~(to) e che il vettore tangente a ¢ in quel punto
coincide con e1 (to).

Sia « : [a,b] — R?® una curva regolare parametrizzata dalla lunghezza d’arco e sia so € (a,b). Possiamo
considerare lo sviluppo di Taylor delle componenti di v nel punto sg e scrivere

)M +7”’(80)M

3
3 5 +o(s —s0)".

v(s) = 7(s0) + 7' (s0)(s — s0) + " (s0

Ricordando che ~ & parametrizzata dalla lunghezza d’arco ed applicando le equazioni di Frenet, si ricava v’ = e1,

7" = el = kea, ¥ = k'e2 + K(Tes — ke1); e quindi la rappresentazione normale della curva in so, ovvero

206 =600 + (5= 30 = C2 00 atoo) + (52 nt0) 4 E2 L))o

La rappresentazione normale, puo essere utile per studiare le proiezioni della curva sui piani fondamentali del
riferimento di Frenet in so o proprieta locali della curva. Ad esempio, ¢ facile verificare che il piano osculatore in
so ¢ il limite per h — 0 dei piani contenenti la retta tangente alla curva in so ed il punto y(so + h). Infatti, per

h # 0, si ha il piano z = #&/&y che tende al piano osculatore, z = 0, quando htende a 0.

Le curvature caratterizzano una curva regolare. Infatti, fissate opportunamente le n — 1 funzioni
k1(t), ..., kn—1(t) esiste una curva regolare che abbia queste funzioni come curvature e inoltre, se due
curve regolari hanno le stesse curvature allora esiste un’isometria dello spazio R™ che trasforma una curva
nell’altra. Diamo un cenno della dimostrazione di questi fatti che discendono dal Teorema di esistenza
ed unicitd delle soluzioni di equazioni differenziali [cf. ad es. G. de Marco, Analisi due, Cap. XIJ.

1.13 Proposizione. Siano~ : [a,b] — R" e¢ : [a,b] — R™ due curve n—1-regolari e siano e (t), ..., e, (t)
ed fi(t), ..., fu(t) i rispettivi riferimenti di Frenet. Se ||y'(t)|| = ||6’(¢)|| per ogni t e le due curve hanno le
stesse curvature, k1(t),...,kn—1(t), allora esiste un’unica isometria B : R™ — R™ tale che 6(t) = B o~(t)

per ogni t e B rispetta 'orientamento dello spazio.

dim. Fissato un punto ty € [a,b], esiste un unica isometria B : R” — R™ tale che d(ty) = B~(to)
ed f;(to) = Be;(tg) per i = 1,...,n ed ha determinante positivo perche i due riferimenti di Frenet sono
orientati concordemente. Se consideriamo i due riferimenti mobili Boey(t),..., Boe,(t) ed fi(t),..., fa(t),

si ha che entrambi soddisfano alle stesse equazioni di Frenet e coincidono nel punto ty. Per I'unicita delle
soluzioni di un sistema di equazioni differenziali si puo concludere che i due riferimenti mobili coincidono
su tutto l'intervallo [a, b], ma facciamo lo stesso una verifica diretta di questa affermazione. Precisamente,
mostriamo che H(t) = Y"1, || Be;(t) — fi(t)||* = 0. Infatti, si ha

n

%diZIIBeZ L2 =" (Bej(t) — f(1) - (Bei(t) — fi(t))

i=1



I §.2 Un risultato globale per le curve piane 9

e utilizzando le equazioni di Frenet [cf. (I.1.9)], questa grandezza coincide con

n—1
wi(t)(Bea(t) = fa(t)) - (Ber(t) = fi(8) + Y [wi(Beira(t) = fira (1)) - (Beit) = filt)) —

=2

—wi—1(Bei—1(t) = fi-1(t)) - (Bei(t) = fi(t))] — wn-1(t)(Ben-1(t) — fun-1(t)) - (Ben(t) — fa(t)) =0

Dungque la somma H(t) & costante al variare di ¢ e si annulla per ¢ = t;. Si conclude che ¢ identicamente
nulla, ovvero Be;(t) = fi(t), 1 < i < n, qualunque sia t.
Da cio si deduce che

By'(t) = IV ()| Bex(t) = [|0" (@) f1(£) = 6" (1)

e quindi

t t
BA(t) - Blto) = [ Byt = [ 50yt =5(0) - 3(t)
to to
da cui si conclude che By(t) = d(t).
Infine, data un’isometria B’ tale che §(t) = B’ o v(¢), per ogni ¢, allora deve aversi f;(t) = B'e;(t)
per i =1,...,n. Cio vale, in particolare, per t = tg e quindi necessariamente B’ = B. CVD O

1.14 Proposizione. Siano £1(8),...,kn—1(s) funzioni differenziabili definite in un intorno di 0 € R, con
ki(s) > 0 per 1 < i <n—2. Allora esistono un intervallo [a, b], contenente 0, ed una curva n — 1-regolare,
v : la,b] — R™, parametrizzata dalla lunghezza d’arco, che abbia come i-esima curvatura la funzione k;(s)
peri=1,...,n—1.

dim. Sia A la matrice di Frenet [cf. (I.1.8)] con w;(s) = k;(s), 1 <i < n — 1, e consideriamo il sistema
di equazioni differenziali X’ = X A, con la condizione iniziale X (0) = 1,. Per il Teorema di esistenza
ed unicita delle soluzioni di equazioni differenziali, esiste una matrice di soluzioni X (s), definita in un
intervallo [a, b], contenente 0. Le colonne della matrice X (s) formano un riferimento mobile, ortonormale,
perché A & antisimmetrica (*A = —A). Infatti, £ (X'X) = (XA)'X + X{(XA) = 0, e quindi il prodotto
XX & costante ed & uguale a 1,, per s = 0.

Indicata con e;(s) la prima colonna di X(s), si pone

al variare di s in [a, b] e si ottiene cosi una curva che ha e; come vettore tangente (e quindi & parametrizzata
dalla lunghezza d’arco) ed ha le colonne della matrice X (s) come riferimento di Frenet. Quindi le funzioni
K1(8), ..., kn—1(8) sono le curvature di y(s). CVD O
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2. Un risultato globale per le curve piane

In questa sezione vogliamo dare I’esempio di un risultato globale sulle curve piane, noto col nome di
Umlaufsatz. Potremmo pensare a questo risultato come ad una generalizzazione dell’osservazione che la
somma degli angoli esterni ad un poligono piano & uguale a 27. Cominciamo con alcune definizioni che
ci serviranno nel seguito.

2.1 Definizione. Una curva v : [a,b] — R ¢ chiusa se esiste una curva 7 : R — R" tale che J),5 =7 e
A(t+w) = A(¢t) per ogni t € R, ove w = b — a.
Diremo che la curva v ¢ semplice e chiusa se & chiusa e 74, ¢ biiettiva.

La curva chiusa v ¢ di classe €% se lo ¢ anche 4 e quindi deve aversi v)(at) = 7 (b™) per
j=1,... k.
Data una curva piana, regolare, 7 : [a,b] — R2, si definisce la mappa indotta e; : [a, b] — S*, ponendo
7'(t) 1 2
e1(t) = eSS ={CeR?||¢C=1}.
oo < = e ld=1)

Alla mappa e si puod associare una funzione che “misura le rotazioni del vettore e1”.

2.2 Proposizione. Sia 7 : [a,b] — R? una curva piana regolare, allora esiste una funzione continua e
derivabile ¥ : [a,b] — R tale che e1(t) = cosd(t)e; + sin(t)ez, ove e1,ey & la base canonica di R?. La
differenza ¥(b) — ¥(a) & indipendente dal cammino e dalla scelta della funzione 9.

dim. La funzione ¥(t) & determinata dalle condizioni cos¥(t) = e1(t)-e; e sin¥(t) = e1(t) ez, a meno della
scelta del valore iniziale ¥(a) che & determinato a meno di multipli interi di 27 e la differenza ¥(b) —¥(a) &
indipendente da tale scelta. Notiamo infine che il vettore e () ¢ il primo vettore del riferimento di Frenet

e quindi non dipende dal cammino scelto per rappresentare la curva v o dalla sua parametrizzazione.
CVD a

La funzione “angolo” esiste anche in casi piu generali, come mostra il seguente risultato, che uti-
lizzeremo nel seguito. Ricordiamo che un sottoinsieme, .S, di R” si dice stellato rispetto ad un suo punto,
Zp, se, per ogni punto y € S, il segmento che congiunge zy con y & contenuto in S.

2.3 Lemma. Siae: T — S! una funzione continua, definita sul sottoinsieme T C R2, stellato rispetto
al punto xg. Allora esiste una funzione ¥ : T — R tale che, per ognit in T si abbia e(t) = cos¥(t)e; +
sind(t)es, ove ey, ez & la base canonica di R?. Due tali funzioni differiscono per multipli interi di 27.

dim. Fissiamo il valore ¥(z() ed osserviamo che, in base alla proposizione precedente, preso comunque
un punto z € T, possiamo definire coerentemente la funzione ¥ sul segmento che congiunge o con z e la
funzione é continua su tale segmento. Dobbiamo mostrare che la funzione cosi definita ¢ continua in ogni
punto yo € T'.

Poiché il segmento chiuso di estremi zy ed yg € compatto e ¥ & continua su tale segmento, esiste un
numero reale positivo § tale che per ogni coppia di punti y, ' del segmento chiuso, con ||y — || < §, si
abbia [9(y) — ¥(y')| < 7.

Poiché la funzione e & continua, preso comunque € > 0, esiste un intorno U di yg tale che U sia
contenuto nella sfera aperta di centro yg e raggio § e per y € U, si abbia |¥(y) — (yo)| = &’ + 2k7 con
le’| < e ek € Z, dipendenti dal punto y.

Fissato un punto y € U, consideriamo la funzione ¢(s) = ¥(xg + s(y — o)) — Hxo + s(yo — xo)), al
variare di s in [0, 1]. Le due funzioni di cui si considera la differenza, sono continue e quindi anche ¢ lo &
e la distanza tra i due argomenti di ¢ ¢ ||s(y — yo)|| < d. Quindi |¢(s) — ¢(0)| < 7, ed essendo ¢(0) = 0,
si ha

™ > (1)) = [9(y) — I(yo)| = |2k + ||

e quindi k =0 e ¥ é continua. CVD O
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2.4 Definizione. Sia 7 : [0,w] — R? una curva chiusa, liscia e regolare a tratti, e sia 0 = b_1 = ag <
bp = a1 < by =ay < -+ < by = w una suddivisione dell’intervallo [0,w] tale che ~ sia liscia e regolare
sugli intervallini [a;, b;], per i =0, ... k.

L’angolo esterno, o € (—m, ), alla curva vy nel
punto a; = bj_; ¢ I'angolo orientato tra i vettori
v'(bj_q) e ’y’(a;'), e non ¢ definito se i due vettori
formano un angolo piatto.

Indicata con ¥; la funzione definita nella
Proposizione 1.2.2 per il tratto di vy parametriz-
zato dall'intervallo [a;,b;], si definisce il numero
di rotazioni, n., della curva chiusa y ponendo

2.5 Esempi elementari. (a) Se v & un triangolo o, pil in generale, un poligono convesso, n, & uguale alla
somma degli angoli esterni divisa per 27 3 quindi, n, = 1.

(b) Se v & un cerchio, non ci sono angoli esterni ed n, conta il numero di giri compiuti, ovvero quante volte la
curva 7y percorre il cerchio.

Osserviamo che, qualunque sia la curva chiusa (liscia a tratti), il numero di rotazioni, n., & un
numero intero. Infatti, basta osservare che, per definizione, ¥;_1(b;_1) — ¥;(a;) + a; € 2nZ. Inoltre, se
indichiamo con s la lunghezza d’arco (di un tratto regolare) della curva ~, si ha 9¥'(s) = k(s), ove k(s) &
la curvatura definita dalle equazioni di Frenet. Infatti, nelle consuete notazioni, si ha cos¥(s) = e1(s) - e1
e quindi, derivando rispetto ad s si ottiene

—9'(s)sind(s) = €| (s) - e1 = k(s)ea(s) - e1 = —k(s)e1(s) - ea = —k(s) sin(s).

Se la curva non & parametrizzata dalla lunghezza d’arco, si ha () = ¥'(s)% = x(t)||7/(t)||, quindi, per
il teorema fondamentale del calcolo integrale, si ha

b;
05(65) = 95(ay) = [ n(olly @)

J

su ogni tratto regolare della curva 7. Ricordando che le curvature sono invarianti per riparametrizzazioni
ed isometrie orientate, possiamo concludere che lo stesso vale per il numero di rotazioni. Raccogliamo le
osservazioni nella seguente

2.6 Proposizione. Sia v : [0,w] — R? una curva chiusa, liscia e regolare a tratti. Allora il numero di
rotazioni di y é un intero e si ha

k b k
1 J
Ny =5 > / (1Y (@)t + )
X B =0

In particolare, n., & invariante per riparametrizzazioni ed isometrie che conservino I’orientamento.

Possiamo quindi enunciare e dimostrare il risultato fondamentale di questa sezione, che afferma che
una curva chiusa e semplice, liscia e regolare a tratti ha numero di rotazioni uguale a £1. Questo teorema
prende il nome di Umlaufsatz, dal Tedesco, Umlaufzahl = “numero di rotazioni” e Satz = “teorema’.
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2.7 Teorema. [Umlaufsatz] Sia v : [a,b] — R? una curva chiusa e semplice, liscia e regolare a tratti. Se
nessuno degli angoli esterni é uguale a 7 in valore assoluto, allora n, = £1.

dim. Dividiamo la dimostrazione in vari passi.

Passo 1. Sia r una retta che interseca -,
poiché 7y & un compatto, c¢’e almeno un punto
P di r N~ tale che una delle due semirette
uscenti da P non intersechi v in altri punti e
non e restrittivo supporre che P non sia uno
dei punti angolosi di v. Indichiamo con A il
versore della semiretta in questione.
Possiamo supporre di aver riparametriz-
zato v con la lunghezza d’arco e ponendo
7' (0) = ey ~7(0) = y(w) = P. Con una rototraslazione,

« \/ possiamo ulteriormente supporre che P sia
y(ag—1) [h Porigine del piano e che v/(0) = e1(0) = e; =
v(a1) (1)
o)

Passo 2. Sia0 < a; <ag < - - < agp—1 < a; = w una suddivisione di [0, w] tale che ~ sia liscia e regolare
sugli intervalli [a;,—1,a;], per i =2,...,k.
Consideriamo il sottoinsieme T = { (t1,t2) € R*| 0 <ty <to <w }\{(aj,a;)| j=1,....,k—1}.

L’insieme T ¢ stellato rispetto al punto (0,w) e si definisce la

funzione e : T — S', ponendo to
A
’)//(tl) se tl = tQ 75 a; w
—v'(0 se (ti,t2) = (0,w
ety ts) = 7'(0) (t1,t2) = (0,w) ) T

Y(t2) — y(t1)
lv(t2) — vt

In base al Lemma I.2.3 esiste una funzione continua, ¢ : T — R,

tale che e(tr,t2) = (oo

a meno di multipli interi di 2w. Possiamo fissarla ponendo 0| a1 a2 ""rag—1 w
9(0,w) = =, essendo e(0,w) = —/(0) = —e.

altrimenti

) e questa funzione ¢ definita I

Passo 3. Se t appartiene all'intervallo (0,w), allora ¥(t,w) — ¥(0,w) & langolo tra —e; ed e(t,w) =
%, con y(w) = 4(0) = P. Poiché e(t,w) non pud mai essere uguale a —h, si conclude che
H(t,w) — ¥(0,w) & sempre minore di 27 e, per t = w, si ha Hw,w) — ¥(0,w) = £m.

Analogamente, 9(0,t) — 1(0,0) & uguale a 0 per t = 0 e non pud superare 27 e, per ¢ tendente ad w,
la differenza tende a +m con lo stesso segno del caso precedente.

Quindi, si ha ¥(w,w) — 9(0,0) = d(w,w) — ¥(0,w) + ¥(0,w) — 9(0,0) = +27.
Passo 4. Consideriamo un punto angoloso v(a;) e sia «; I’angolo esterno in tal punto. Poniamo

d(aj,a;)t = lim 9(t,t) e  Y(aj,a;)” = lim I(t1).

t—aT t—a
J J

Assumiamo che si abbia

(2.8) aj = 9(aj,a;)" —9(aj,a;)7.



I §.3 Appendice. Curve di Peano 13

Se cio e vero, si ha

k—1 k—1 k—1
21 = D(w,w) —9(0,0) = Vw,w) = Y _Iaj,a;)" +> d(aj,a;)” + Y a; —9(0,0).
Jj=1 j=1 j=1

Osservando che J(aj,a;)* = 9(a;)*, la somma a destra ¢ proprio 27n., che ¢ quanto dovevamo di-
mostrare.

P.asso'5'. [dim. di (I.2.8)] Consideriamo il triangolo ﬁf]iy‘(aj —¢) z1 = v(a; +e)
di vertici x_1 = y(a; —¢), xo = v(a;), x1 = y(a;+¢)
(cf. la figura a fianco) ove € ¢ scelto in modo che
il triangolo non degeneri e a;_1 < a; —¢ < a; <
a; +¢ < ajy1. Supponiamo inoltre che i punti x_1,
o, 1 siano ordinati nel verso positivo di rotazione
ed indichiamo con B_1, By e (1 'angolo opposto al
vertice nei punti x_1, o ed 21 (cf. disegno a fianco).
Siha ¥(aj,a;+¢) —¥(a; —¢€,a; +¢€) = B1 + 2k per
qualche intero k; e, se € ¢ scelto sufficientemente pic-
colo, la differenza tra i due angoli non puo superare
27 e quindi si ha k; = 0.

Analogamente, ¥(a; —¢,a; +¢) — ¥(a; —€,a;) = f—1 e quindi
¥aj,a; +¢€) —Va; —e,a5) = 1+ -1 =7 — Po.
Quando ¢ tende a 0, m — By tende all’angolo esterno alla curva e cio € quanto volevamo. CVD O

Alla luce della Proposizione 1.2.6, si pud concludere con il seguente

2.9 Corollario. Data una curva, v : [a,b] — R, liscia, regolare, chiusa e semplice, con ||y (t)|| = 1 per
ogni t, si ha

1 b
— t)dt = +1.
%/am



14 Curve 18.3

3. Appendice. Curve di Peano

All'inizio di questo capitolo abbiamo definito un cammino in R™ come un’applicazione continua
v : [a,b] — R", ma nel seguito abbiamo ristretto la nostra attenzione a curve di classe almeno ¢ o
addirittura a curve regolari. I cammini continui sono una classe forse troppo ampia che contiene esempi
“patologici”, molto lontani dall’idea intuitiva di curva. Uno di questi esempi e dato dalle cosiddette
curve di Peano, ovvero applicazioni continue e suriettive dell'intervallo [0, 1] nel cubo [0,1]™. In questa
sezione diamo una rapida descrizione di come si possa costruire la curva di Peano che ha come immagine
il quadrato unitario in R2.

Per prima cosa definiamo un sottoinsieme dell’intervallo [0,1] che sara essenziale nella costruzione
delle curve di Peano.

3.1 Definizione. Si chiama insieme di Cantor il sottoinsieme C' della retta reale cosi definito

an
C= 237 an € {0,2}

n>1

Per definizione, I'insieme C' & in corrispondenza biunivoca con Iinsieme {0,2}" delle successioni a
valori in {0, 2}, definita associando ad = ) -, 52 la successione delle cifre dello sviluppo in base 3,
(an)n>1. In questa corrispondenza, la topologia di C' come sottospazio di R coincide con la topologia

prodotto su {0, 2} [cf. Definizione II.3.5].

Tutte le serie in C' hanno i termini positivi e sono maggiorate da %Zn>0 3% che converge ad 1 e
quindi C' C [0,1]. Si tratta infatti dei numeri reali il cui sviluppo in base 3 contiene solo le cifre 0 e 2:
sono quindi esclusi tutti i numeri compresi (strettamente) tra 1/3 e 2/3, i numeri compresi tra 1/9 e 2/9
e quelli tra 7/9 ed 8/9, e cosl via. Dunque l'insieme di Cantor si puo ottenere come intersezione di una
famiglia di unioni finite di intervalli chiusi; si tratta quindi di un insieme chiuso in [0, 1] e quindi di un
compatto.

In particolare, c¢’¢ una corrispondenza biunivoca e continua (5 : C' — C' x C, definita da

w(re)-(Teye

n>1 n>1 n>1

In particolare, anche I'inversa di 82 € continua, ovvero si tratta di un omeomorfismo. Lasciamo al lettore
il compito di definire un’analogo omeomorfismo G, : C — C”, per ogni intero r > 2.

Vi & un’applicazione continua e suriettiva, ¢ : C' — [0, 1], definita ponendo

¥ Z% :ZQZL

n>1 n>1

ovvero alla successione di cifre in base 3, (a,)n>1, si associa la successione di cifre binarie (a,/2),>1 ed ¢
quindi chiara la continuita e la suriettivita. In particolare, la funzione 1 si puo prolungare all’intervallo
[0,1] in modo che, al di fuori dell’insieme di Cantor, il grafico sia costituito da segmenti orizzontali ed ha
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Questa funzione (continua, debolmente crescente) ¢ anche detta la scalinata del diavolo.
Tramite ¢ e By possiamo definire la curva di Peano. Infatti, si ha un’applicazione continua e suriettiva
p:C —[0,1] x [0, 1], componendo
C —— CxC —— [0,1] x [0,1].
B2 PxP ’
questa applicazione si pud prolungare ad un cammino continuo p : [0,1] — [0,1]?, congiungendo con
segmenti di retta i valori agli estremi dell’insieme di Cantor. Ad esempio,

()= (Z5) - (ZrZe) () < o))

n>2 n>2 n>1

e quindi I'intervallo (%, %), contenuto nel complementare dell’insieme di Cantor, viene mandato nel seg-

mento verticale che congiunge i due punti scritti sopra. Si puo verificare che, in questo modo, tutti gli
intervalli nel complementare dell’insieme di Cantor vengono trasformati in segmenti orizzontali o verticali.

Usando gli omeomorfismi 3, : C' — C", r > 2, si possono costruire in modo analogo curve di Peano
che riempiono il cubo [0, 1]". Non & difficile disegnare delle approssimazioni della curva di Peano prendendo
I'unione di intervallini di ampiezza 1/3™ in luogo di C, calcolando p agli estremi degli intervallini (che sono
punti di C') ed approssimando con segmenti di retta i tratti mancanti della curva di Peano; si ottengono
in questo modo le figure sottostanti, ove n = 2,4, 10, rispettivamente.
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Nelle figure, i tratti orizzontali e verticali sono parte della curva di Peano, mentre i tratti obliqui sono
approssimazioni. Nella prima delle 3 € stato evidenziato il verso con cui si percorre il cammino. Si vede che,
passando alle approssimazioni successive, i tratti obliqui vengono sostituiti dal “motivo” rappresentato
dalla prima curva, riprodotto in dimensioni sempre piu ridotte. La natura “frattale” di questa figura
¢ dovuta alla natura stessa dell’insieme di Cantor che, come abbiamo visto, si costruisce suddividendo
I'intervallo [0, 1] ed iterando la stessa suddivisione sugli intervallini cosi ottenuti.

Per concludere mostriamo un disegno di un’approssimazione della curva di Peano che riempie il cubo
tridimensionale. La curva e costruita in modo analogo a quanto fatto nel caso del quadrato.




Superficie (teoria locale)

Nel capitolo precedente abbiamo visto rapidamente alcuni aspetti dello studio delle curve dal punto
di vista della Geometria Differenziale. In questo capitolo vogliamo illustrare alcuni strumenti utili allo
studio delle superficie immerse nello spazio tridimensionale e delle curve che giacciono su queste superficie.

1. Alcuni richiami sulle funzioni di piu variabili

Richiamiamo alcune definizioni e qualche notazione.

1.1 Definizione. Siano A e B due aperti di R”. Un omeomorfismo f : A — B ¢ una biiezione continua
tra i due aperti, la cui inversa sia pure continua. Un omeomorfismo f: A — B & un diffeomorfismo di
classe €% se f e la sua inversa sono funzioni di classe €*.

Data una funzione f : U — R™, ove U & un aperto di R™, indichiamo con Jp f la matrice Jacobiana
di f nel punto P € U, ovvero

d ) d
Fr(P) () SR
of2 :
Jpf=| 9= (P)
Ofm  Ofum
Sapy ... Y=(P)
e chiameremo rango di f nel punto P, il rango della sua matrice Jacobiana Jpf. Se x = (z1,...,2,) € un

gruppo di variabili, talvolta scriveremo f per indicare la matrice Jacobiana di f rispetto a quel gruppo
di variabili.

Enunciamo ora alcuni risultati sulle funzioni da aperti di R™ ed a valori in R™ che ci saranno utili
nel seguito, la cui dimostrazione costituira il contenuto di questa sezione.

1.2 Teorema. [Teorema della funzione inversa] Sia U un aperto di R™ e sia f : U — R™ un’applicazione
di classe €, (k > 1). Se la matrice Jacobiana Jp, f & invertibile nel punto Py € U, allora esiste un intorno
aperto V di Py tale che W = f(V') sia aperto e I'applicazione ristretta fy, : V. — W sia un diffeomorfismo
di classe €.

Ricordiamo che un cubo aperto di R™ ¢ il prodotto di n intervalli aperti.

1.3 Corollario. [Teorema del rango] Sia U un aperto di R™ e sia f : U — R™ un’applicazione di classe
€*,(k > 1). Supponiamo che il rango di f sia costantemente uguale ad r su U. Allora, se P ¢ un punto
di U, esistono degli intorni aperti A di P e B di f(P) e dei diffeomorfismi di classe €%, a: A — C e
B:B — D, ove C e D sono cubi in R™ ed R™, tali che 3o foa™! sia della forma

(T1,. oy xn) — (21, -, 20,0,...,0).
Si possono scegliere A = C' ed o = id4 quando r = n, oppure B = D e [ = idg quando r = m (ma non
entrambo le cose contemporaneamente quando r =n =m).
1.4 Corollario. [Teorema delle funzioni implicite] Sia U un aperto di R™ x R™ e sia f : U — R”
un’applicazione di classe €%, (k > 1). Indichiamo con x = (x1,...,2,) ed y = (y1,...,Ym) le variabili in
R™ ed R™. Se in un punto (zo,yo) € U la matrice gf e 1nvert1b1]e allora esistono degli intorni aperti A

di g, B di yo ed una funzione ¢ : B — A, di classe €%, tali che { (z,y) € A x B| f(z,y) = f(xo,y0) }
coincide con il grafico di ¢, ovvero con { (¢(y),y)| y € B}.

Facciamo precedere la dimostrazione degli enunciati soprastanti da un Lemma elementare che ci
servira nel seguito.

17
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1.5 Lemma. Sia U un aperto convesso di R ed f : U — R™ un’applicazione di classe €*, con k > 1,
tale che H Bachi H < ¢ uniformemente su U. Allora dati P e Q in U, si ha

1£(Q) = F(P)Il < ev/nl|Q — PI.

dim. Consideriamo la restrizione di f sull’intervallo PQ, ovvero la funzione F(t) = f(¢(Q — P) + P). Si
tratta di una funzione di classe almeno %' e quindi si ha

n 1
1@ - 57 = F) - Fo) = [ B = > (w0 [ 2@~ P)+ Pyt

Poiché le derivate parziali di f sono limitate in modulo dalla costante ¢, si deduce che

f
Hf(Q) ||<Z|qz DPi o Q P)+P) dt<EZIQZ pz
1=1
Ricordiamo infine che, dati n numeri reali aq,...,a,, la media dei quadrati & sempre maggiore o uguale

del quadrato della media, essendo

n(af -t a) = (ot ta)’+ Y (a—ay)
1<i<j<n

Si conclude cosi che
n 2
(Z i —ml) <n|Q - P|?
i=1

da cui si ottiene la tesi. CVD O

Passiamo quindi alla dimostrazione del primo dei Teoremi enunciati.

dim. (del Teorema I1.1.2) Possiamo ridurci al caso in cui Py = O = f(FPy) e Jp, f = 1,,. Infatti, posto

p(x) = (Jp, /) (f (@ + Po) — f(Po)),

si ha che ¢ soddisfa alle due ipotesi ulteriori e quindi, se la tesi ¢ verificata in questo caso, esistono un
intorno V'’ di O tale che la restrizione di ¢ sia un diffeomorfismo di classe €% su ¢(V'). Posto quindi
V = Py+ V', la restrizione di f a V & uguale a 7(p,) o Jp, f o ¢|v» o T_p, che & quindi un diffeomorfismo
di classe €% su W = f(V) = 75(py) (Jp, (6(V"))).

Supponiamo quindi che Py = O = f(P) ¢ Jp,f = 1,, e si ponga Ty, (z) =  — f(z) + y. Osserviamo
che f(x) =y se, e solo se, Ty(x) = x. Le derivate parziali di T}, si annullano tutte in O, quindi, fissato

e > 0, esiste una sfera chiusa B(O,r), su cui le derivate parziali di T} hanno tutte norma minore di
€ e possiamo supporre che in ogni punto di tale sfera la matrice Jacobiana di f sia invertibile. Per il
Lemma I1.1.5, si deduce che, per ogni coppia di punti, P,Q € B(O,r), si ha

IT,(P) = T, (Q)]| < ev/nlP - Q.

r

In particolare, per & < ﬁ, si ottiene ||T,(P) — Ty,(Q)|| < :[P — Q|| e quindi, se |ly| < %, per ogni
P e B(O,r), si ha

1 Lo 1 r
1Ty (P = Iyl < 1Ty (P) =yl = ITy(P) = T, (O) < 7Pl equindi  |IT,(P)]l < llyll + ;IP]l < 5-
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Dunque T}, & una contrazione ¢ manda i punti della sfera chiusa B(O,r) su punti della sfera B(O,r/2).
Ne consegue che T}, ha un solo punto fisso in B(O, r) [cf. Proposizione I1.3.31] e che tale punto appartiene
a B(O,r/2). Si conclude che, per ogni y € B(O,r/4), esiste un unico x € B(O,r) tale che f(z) =y
e tale x appartiene a B(O,r/2). Quindi, la restrizione di f al sottoinsieme f~1B(O,r/4) N B(O,r/2) &
un’applicazione iniettiva e continua che ha come immagine B(O,r/4). Osservando che f~1B(O,r/4) N
B(0,r/2) & un compatto e B(O,r/4) & uno spazio di Hausdorff, si conclude che f & chiusa e quindi & un
omeomorfismo [cf. Appendice, Corollario I1.3.25]. Posto V = f~1B(O,r/4) N B(O,r/2) e W = f(V) =
B(O,r/4), la restrizione fjy : V — W & quindi un omeomorfismo tra i due aperti e la matrice Jacobiana
¢ invertibile in ogni punto.

Resta quindi da verificare che I'applicazione inversa di f}y, che indicheremo con g : W — V, ¢

un’applicazione di classe €’*. Osserviamo dapprima che, per P,Q € B(O,r) ed y € B(O,r/4), si ha

1P = QI - I£(P) - F(QI < |P @ - F(P) + FQ)] = IT,(P) - T,(@)]| < +11P - Q|

e quindi 2||P — Q|| < || f(P) — f(Q)|. Dati P,Q appartenenti a W, e ricordando che f ¢ differenziabile
in ¢g(Q), si ha

lg(P) = 9(Q) = (o) (P = Q) <
1o H) " Ty F)(9(P) = 9(Q)) = f(g(P)) + F(a(@))]l = olg(P) — g(@)])-

Essendo, per quanto visto, ||g(P) — g(Q)]| = O(||P — Q||), si conclude che ¢ & differenziabile in @ e
Jog = (Jyq) f )~L. Per mostrare che g ¢ di classe % dobbiamo verificare che le entrate della matrice Jgg
sono funzioni di classe €%~ ovvero, essendo la matrice inversa, che (Jg@)f) ¢ di classe ¢*=1 ¢ quindi &
sufficiente verificare che g ¢ di classe €*~1. Ragionando allo stesso modo ¢ quindi sufficiente verificare
che g & di classe €*~2 e cosi via. La tesi ¢ quindi verificata perché g & continua. CVD O

Dimostriamo ora il Teorema del rango

dim. (del Corollario II.1.3) Scriviamo i punti di R™ nella forma (z,y), ove z € R" ed y € R"" e scriviamo
pure f(z,y) = (9(x,y), h(z,y)) con g a valori in R” ed h a valori in R™~". Consideriamo separatamente
i vari casi.
e r =n < m. A meno di cambiare l'ordine delle variabili e di restringere U, possiamo supporre
che la matrice Jacobiana % sia invertibile su tutto U. Definiamo F : U x R™™" — R™ ponendo
F(xz,n) = (g9(x), h(z) + n). La matrice Jacobiana di F &

e
(% 1)
Oz 1m7n
e quindi det(JF) = det(%) # 0. Per il Teorema II.1.2 esiste un cubo D = A x D', con A e D’

cubi in R™ ed in R™™", tale che B = F(D) sia aperto e l'applicazione ristretta Fp : D — B abbia
un’inversa 3 di classe €*. In particolare, si ha 3(g(z), h(x) +n) = (z,7) e, ponendo 1 = 0, si ottiene

B(f(x)) = B(g(x), h(x)) = (x,0)

che ¢ quanto volevamo.

e 7 =m < n. A meno di cambiare ’ordine delle variabili e di restringere U, possiamo supporre che la
matrice Jacobiana % sia invertibile su tutto U. Definiamo ora o : U — R™, di classe €, ponendo
alz,y) = (f(z,y),y). La matrice Jacobiana &

o of
Ja= (%I 1fym)
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e det Ja = det(%) # 0. Per il Teorema II.1.2, esiste un intorno aperto A di P tale che C = «a(A)
sia un cubo e che o : A — C abbia un’inversa di classe €*. Scriviamo a~1(z,y) = (y(z,y),5(z,y))
con 7y a valori in R™ e § a valori in R”~". Allora si ha

y=90(y), x=f(y(z,y),d(x,y) equndi z=f(v(z,y),y)

Dunque f(a=!(x,y)) =z e B = f(A) & un cubo.

e Caso generale. A meno di cambiare I'ordine delle variabili e di restringere U, possiamo supporre che
la matrice Jacobiana g—g sia invertibile su tutto U. Vi sono dunque un intorno A di P, un cubo C di
R" ed un diffeomorfismo o : A — C tali che g(a~!(z,y)) = x per ogni (z,y) € C. Dunque

fla Yo, y) = (@ h(a" (@) e J(foa—1>:(a(h§;1> a<ho‘ll>)
ox oy

per ogni (z,y) € C. La matrice Jacobiana J(f o a~!) ha rango 7 in ogni punto e quindi deve aversi
a(hgiz_l) = 0, ovvero h(a~'(z,y)) = ¥ (z), per un’opportuna funzione 1 di classe €*. Possiamo
quindi scrivere f(a~!(z,y)) = (2,9 (z)). Decomponendo il cubo C = C’ x C”, ove C’ & un cubo di
R" e C” & un cubo in R™", si pud definire I’applicazione 8 : C! x R™™" — C’ x R™~", ponendo
B(&,m) = (&,m —¥(£)), che & un diffeomorfismo di classe €*. Si ha inoltre

B(fla™ (z,y))) = Bz, ¢(2)) = (2,0).

Scelto un cubo D" in R™~", contenente I'origine, e posto D = €' x D", B = 371(D) la dimostrazione
e conclusa. CVD g

dim. (del Corollario I1.1.4). La dimostrazione & analoga alla precedente. Si definisce I'applicazione
F:U — R"” xR™, ponendo F(z,y) = (f(x,y),y) e si ha

of  of of
det(J(zg,yo) F') = det ( 8095 fi) = det ((%E(J:O,yo)> # 0.

Per il Teorema II.1.2 esiste un intorno aperto di (zg, o), che possiamo supporre del tipo A x B’, tale che
la restrizione di F' ad A x B’ sia un diffeomorfismo sull’immagine W = F(A x B’). Scriviamo la funzione
inversa di F]4x p nella forma

r=G(&n), y=H(E&mn)  ovvero &= f(G(&n),H(Emn), n=HEn).
Si ha quindi § = f(G(&,7),n) e

{(z,y) € Ax B'| f(z,y) = f(zo,90) } = F ' ({ (x,y) € W |z = f(x0,90) }) =
={ (G(f(z0,90),9),y) | (f(z0,%0),y) € W }.

Si pud trovare un intorno B di yg tale che {f(x,y0)} x B C W e si ha quindi

{ (z,y) € Ax B f(z,y) = f(z0,50) } = { (G(f (w0, %0),9),y) |y € B}.

Posto ¢(y) = G(f(x0,¥0),y), si ha la tesi. CVD a
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2. Superficie

2.1 Definizione. Chiamiamo superficie parametrizzata ogni applicazione o : U — R3 di classe €*
(k> 1), ove U & un aperto di R? e

e « ¢ un omeomorfismo di U su a(U);

e Ja ha rango 2 su tutto U.

Nel seguito supporremo sempre che k sia abbastanza grande perché abbiano senso tutte le operazioni
di derivazione necessarie, ovvero come se tutte le funzioni coinvolte fossero ¥°°. Indicheremo con (uy, us)
le coordinate su U.

Sia o : U — R? una superficie di classe €*. Diremo che un cammino v : [a,b] — R3 & tracciato
sulla superficie S = a(U) se v([a,b]) C S. Possiamo scrivere (t) = a(ui(t), ua(t)), perché o & un
omeomorfismo di U su S. Le funzioni u(t) ed ua(t) sono continue e, se v & una curva di classe €%,
(k' < k), anche uy(t) ed us(t) sono di classe €% (cf. Corollario I1.1.3).

2.2 Definizione. Sia a : U — R? una superficie di classe €% e P € S = o(U) un punto. Un vettore
tangente ad S in P ¢ il vettore 7/ (to) per una qualche curva ~, tracciata su S e passante per P = ~(to).
L’insieme dei vettori tangenti alla superficie in P si indica con Tp(S).

Se 7 : [a,b] — R? & una curva tracciata su S e passante per P = (o), allora y(t) = a(uy(t),ua(t)) e

Ja O
"(to) = v} (to) =— (p1, uh(to) =— ,
3 (t0) = 1) o s pa) + hllo) o 1, )
ove (u1(to),u2(to)) = (p1,p2); quindi ogni vettore tangente & combinazione lineare di aaTal e 5—5‘2. D’altra
parte, data una combinazione lineare v = aé‘?—j‘l + b%’ si ha che v = +/(0) ove ¥(t) = a(p1 + at, p2 + bt).

Poiché Jo ha rango 2 su tutto U, i due vettori 88—51 e é‘?—;’é sono una base di Tp(S) che ha quindi dimensione

2 su tutti i punti di S.

I vettori tangenti ad S si possono interpretare come derivate direzionali. Dato un vettore tangente
X € Tp(9) ed una funzione f, definita in un intorno di P in S e tale che f o « sia almeno di classe €,
se v : [a,b] — R3 & una curva tracciata su S e passante per P = v(ty) tale che X = ~/(ty), allora si pone

x(5) = Mo gy)

T(tO) = Ui(tO)an)(Pl,Pz) + U/z(tO)a(gi;a)(th)

Quindi X (f) dipende solo dal vettore X e non dalla scelta di 7 e 'operazione cosi descritta € lineare in
X ed in f e soddisfa alla Regola di Leibniz

X(fg9) = fX(g) +gX(f)

2.3 Definizione. Sia o : U — R? una superficie di classe €% e P € S = a(U) un punto. Si chiama
prima forma fondamentale ’applicazione bilineare indotta su Tp(S) dalla restrizione del prodotto scalare

di R3. In particolare si indicherd con G = (g;;) la sua matrice rispetto alla base {g—j‘l, 887“2}, ovvero si
pone
_ Oa O«
91 = aui 8Uj.
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La superficie S @ immersa in R3 e quindi, a partire dai (campi di) vettori tangenti possiamo definire
il campo vettoriale normale alla superficie, ovvero, per ogni punto P = «(uj,us), considerare il vettore
(unitario)

[ole X [ole
ou ou
Np o= 20 = Bus () 0y,
da da
8ul 8ug

2.4 Definizione. Grazie al vettore normale possiamo definire I’ applicazione di Weingarten L : Tp(S) —
Tp(S). Per ogni vettore tangente X € T,,(5), si pone LX = —V x N, ovvero l'opposto del vettore che si
ottiene derivando le componenti del vettore N rispetto ad X. Il vettore LX € Tp(S), perché

2LX -N = (~VxN)-N+N-(~VxN)=—-X(N-N)=0

essendo N - N = 1.

L & un’applicazione lineare ed un’altra proprieta fondamentale dell’applicazione di Weingarten & il
fatto di essere autoaggiunta rispetto alla prima forma fondamentale, ovvero LX - Y = X - LY per ogni
coppia di vettori X,Y € Tp(S). Infatti, si ha

3u,87uj__6u187uj

da  Oa ON Ou 0 O 0% 9%

perché N e ortogonale a %. Quest’ultima espressione ¢ chiaramente invariante rispetto allo scambio di
J
i con j. Abbiamo quindi una nuova applicazione bilineare simmetrica sullo spazio tangente ad S, ovvero

2.5 Definizione. Sia o : U — R® una superficie di classe €% e P € S = a(U) un punto. Si chiama
seconda forma fondamentale 1'applicazione bilineare simmetrica su Tp(S) definita ponendo h(X,Y) =
LX -Y per ogni coppia di vettori X,Y € Tp(S). Si indichera con H = (h;;) la sua matrice rispetto alla

base {gT“l, g—j‘?}, ovvero si pone

ON O«

AT T

Ricordiamo infine che un vettore tangente, X, si dice asintotico se € isotropo rispetto alla seconda forma
fondamentale, ovvero se LX - X = 0.

2.6 Osservazione. L’applicazione di Weingarten puo essere considerata una generalizzazione alle superficie (in
Rg) di cio che la curvatura & per le curve piane. Dato un cammino regolare v : [a,b] — R2, possiamo considerare
il vettore normale unitario n a 7. Dato un punto P = 7(to), un vettore tangente a v in P altro non & che un
multiplo ¢y (to) del vettore unitario, T, tangente alla curva in P. Allora, in perfetta analogia con quanto fatto
sulle superficie, si puod definire LX = —Vx(n); e si ha

dn__ @@_C@KT:KLX

LX=Vx(n) =—cqr ==, =

ovvero ’analogo della mappa di Weingarten per le curve piane coincide con la moltiplicazione dei vettori tangenti
alla curva per la curvatura.

Tornando alla superficie S, osserviamo che, poiché 'applicazione di Weingarten e autoaggiunta,
esiste una base ortonormale, X, Y, di Tp(S) costituita da autovettori per L, gli autovalori corrispondenti
si indicano con h e k e sono chiamati le curvature principali di S in P. Se h # k, i due autovettori
X ed Y sono univocamente determinati a meno del segno ed i sottospazi generati da X ed Y sono le
direzioni principali di curvatura in P. Se le curvature principali coincidono in P, ogni vettore tangente &
un autovettore ed il punto P viene detto un ombelico.
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2.7 Osservazione. Osserviamo che, se ogni punto di una superficie o : U — R3 & un ombelico, allora la superficie

S = a(U) é una porzione di piano oppure una porzione di sfera.
Infatti, dire che tutti i punti sono ombelichi, significa dire che la mappa di Weingarten coincide con la
moltiplicazione per una grandezza scalare k. Sia N il vettore normale ed osserviamo che si ha

ON 0 0 .
_Oui.X_Laui.X_kauilX per ogni X € Tp(S)
e quindi % = _k% per ¢ = 1,2. Da cio si deduce
N _ 9 (00 _ 0koa , o
8ui8uj - 8’&1 8u]- - 8%1 au]- au,-auj
_i(, 8&)_7%8a7k &a
o au]‘ aui o 8Uj 8’&1' 8uj8u,—
e, per I'indipendenza lineare di %, %, si conclude che % =0= % e quindi che k € una costante.
i 7 J

Se k =0, allora % =0= %, e quindi N é costante e dunque la superficie S € contenuta in un piano.
i J
Se k # 0, allora

0 (N
— = p=1,2;
an<k +a) 0 per ¢ ,2;

quindi ¥ + o & uguale ad un vettore costante zo. Si conclude percid che [l — zof = H%H = ﬁ e quindi S e

contenuta nella superficie della sfera di centro xo e raggio ﬁ

2.8 Definizione. Su una superficie S, si definiscono la curvatura media, H(P), e la curvatura gaussiana,
K (P), ponendo
H(P) = itrL e K(P)=detL
ove L e l'applicazione di Weingarten.
A differenza del segno della curvatura media, il segno di K(P) non dipende dal verso del vettore

normale alla superficie ed un punto P si dice
ellittico, se K(P) > 0; parabolico, se K(P) = 0; iperbolico, se K(P) < 0.

Diamo una rappresentazione grafica della differenza tra superficie a punti ellittici, parabolici o iper-
bolici, disegnando delle porzioni di tali superficie

‘:\\\\ /!
Q=

KRR B
W
7 'l’ll//;/;///

superficie a punti ellittici superficie a punti parabolici superficie a punti iperbolici

Vogliamo mettere in evidenza le relazioni esistenti tra la seconda forma fondamentale e la geometria
delle curve tracciate sulla superficie. Sia a : U — R3 una superficie e v(s) = a(u;(s), u2(s)) una curva
tracciata sulla superficie, dove s ¢ la lunghezza d’arco. Possiamo associare alla curva  un riferimento

mobile ortonormale (cf. Definizione 1.1.4) nel modo seguente. Il primo vettore v; = Z—Z e il vettore
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tangente alla curva (|jv1(s)|| = 1 perché s e la lunghezza d’arco). Il vettore v & ortogonale a vy, tangente
alla superficie, di norma 1 e tale che v; X v coincida con il vettore normale alla superficie nei punti di ~.
Infine, vs(s) = N(u1(s),uz2(s)), ove N indica il vettore normale alla superficie. I tre vettori cosi definiti
costituiscono il riferimento di Darboux associato alla curva « sulla superficie s. Come per il riferimento
mobile di Frenét, resta determinato un sistema di equazioni differenziali, della forma

0 —w —w:s
dv1 dvg d’U3 21 31
Ts ' ds’ ds ) = (v1,v2,v3) | wai 0 —ws32 |,
w31 w32 0
i cui coefficienti prendono il nome di
wo1 = curvatura geodetica w31 = curvatura normale w3o = torsione geodetica

della curva «. Vogliamo dimostrare la seguente affermazione

2.9 Proposizione. Siay una curva sulla superficie S e sia {v1, vy, v3} il riferimento di Darboux associato
a -y in un punto P. Detta h : Tp(S) x Tp(S) — R la seconda forma fondamentale su S, si ha

w31 = h(vi,v1) e wsp = h(vi,v).
: _ . _dy _ dui O« duz da C
dim. Essendo y(s) = a(u1(s), ua(s)), si ha v1 = gl = G 5% + G2 5% e quindi
du1 aN dUQ 8]\7 d d’l)g
Loy = -V, N=200r A%y ==
U1 v1 ds Ouy + ds Ouy ds (u1(s), uz(s)) ds s + w3202,

e si conclude ricordando che h(X,Y) = (LX) Y per ogni coppia di vettori tangenti, X,¥Y. CVD a

In particolare, il risultato precedente ci dice che la curvatura normale e la torsione geodetica di una
curva su una superficie dipendono solo dal vettore tangente e non dalla curva stessa, ovvero che due curve
sulla superficie, che abbiano lo stesso vettore tangente in un punto P, hanno la stessa curvatura normale
e la stessa torsione geodetica in quel punto.

Le tre funzioni wsy,ws1,wss ci permettono di caratterizzare alcune importanti famiglie di curve su
una superficie. Ricordiamo che un vettore tangente in P € una direzione principale se, e solo se, € un
autovettore per I'applicazione di Weingarten. In particolare, cio accade per il vettore vy del riferimento di
Darboux di una curva, 7, se, e solo se, wsy = 0. Le linee di curvatura su una superficie sono caratterizzate
dall’annullarsi in tutti i punti della funzione wss.

Ricordiamo che un vettore tangente in P & una direzione asintotica se, e solo se, € un vettore
isotropo per la seconda forma fondamentale. In particolare, cid accade per il vettore v; del riferimento di
Darboux di una curva, -, se, e solo se, ws; = 0. Le linee asintotiche su una superficie sono caratterizzate
dall’annullarsi in tutti i punti della funzione ws;.

Infine, possiamo dare la seguente

. nizione. Un cammino racciato sulla superficie ¢ una geodetica se la sua curvatura
2.10 Defi one. U , v, b t 11 ficie S, det 1 t
geodetica, wo1, ¢ identicamente nulla ed il vettore 4/ ha norma costante.

Una curva, -, su una superficie, S, & una sezione normale alla superficie se, in ogni punto il vettore
normale alla curva, es nel riferimento di Frenét, e parallelo al vettore, N, normale alla superficie. Lasciamo
al lettore la verifica che le sezioni normali a una superficie sono geodetiche.

Esercizio 2.1. Sia S una superficie parametrizzata da o : U — R®. Sia  una sezione normale alla superficie in un
punto P e v il vettore tangente (||v|| = 1) alla curva.
(a) Si mostri che la curvatura di v coincide con h(v,v), ove h : Tp(S) x Tp(S) — R & la seconda forma
fondamentale su S.
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(b) Per ogni vettore x € Tp(S) \ {0}, si consideri il numero k(z) = % Si mostri che gli autovalori
dell’applicazione di Weingarten, L, coincidono con il massimo ed il minimo della funzione k(x). O
2.11 Esempi. (a) Consideriamo la sfera,

COS U1 COS U2
a(ur,u2) = | cosuisinug |, (u1,u2) € [—g, g} x [0, 2m)
sin uy
Lo spazio tangente € generato dai due vettori
Do — sinuz cos u Do — cosuq sin ug
v1 = -—— = | —sinuisinus |, v = — = | cosuicosuz |,
8u1 au2
cos uy 0
e la matrice della I forma fondamentale in questa base e
1 0
0 cos”up
Il vettore normale &
— COS U1 COS U2
V1 X V2 .
N(ui,up) = ———— = | —cosuisinus | = —a(ui,uz).
llvr X vzl

—sinuq

Quindi la II forma fondamentale ha matrice

. vy . Ovg _ON | _ON .
H = N ouq N duq _ Ouy U1 Ouq V2 _ V1-V1 V1-02
N.9%vu . v —ON 4y BN g, Vo V1 Vg - Vs

I Ous

[
Q

Consideriamo ora due famiglie di curve sulla superficie della sfera.

Meridiani. Sia

Q. Cosu
2 2
c(u) = ¢a,p)(u) = [ Beosu cona” + (=1
sinu
Si ha
—asinu —Qcosu
dc . de1
— = | —fsinu | = ey, — = | —fBcosu | =e2
du du .
cos u —sinu

e quindi le curve han tutte curvatura costante ed uguale ad 1, ovvero si tratta di cerchi (di raggio 1). Infatti

&)
es =e1 Xez = [ —a | e quindi la curva ha torsione 7 = 0 (ovvero il piano osculatore & costante e si tratta quindi

0
di una curva piana). In particolare, si pud verificare che N = ez e quindi che si tratta di una sezione normale
della superficie della sfera.
Paralleli. Sia

Acosu
c(u) = cinpy(u) = | Asinu |, con A\ 4% =1.
I

La curva non & parametrizzata dalla lunghezza d’arco, essendo

de —Asinu

-— = Acosu |, e quindi
du 0

dc
—|| = |\
‘duH A
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Comunque, la norma del vettore tangente & costante e si ha

4 S S
—sin 5+ — COS 757
[A] dey 1 Ry 1

er(s)=| cosip | Fak B —singg; | = Wez(s).

Dungque si tratta di una curva a curvatura costante, x(s) = ‘17‘

0

ez =e; Xex = (0) costante, e la torsione & nulla e quindi la curva & una curva piana. Non & pero una sezione
1

, ovvero di un cerchio, ed infatti il vettore binormale

normale perché
—Acos ﬁ
N(s)=| —Xsin 55 | € (e1(s),e2(s)), se § £ 0.
—H
Quindi I'unico parallelo che sia una sezione normale & I’equatore della sfera.

(b) Consideriamo ora il toro, ovvero la superficie

cosu1(b+ acosus)
T(ui,u2) = | sinui(b+acosuz) |, (con 0 < a < bed (u1,u2) € [0,2m) x [0,27).
a sin us

Lo spazio tangente & generato dai due vettori
_or —sinu1 (b + acosus) _or —a cos U1 Sin us

= —= cosu1(b + acosus) , vg = — = | —asinu;sinus |,
8u1 aUQ
0 a cos u2

U1

e la matrice della I forma fondamentale in questa base &

[ (b+acosuz)> 0
oo (et 1)

Il vettore normale &
COS U1 COS U2
V1 X V2 .
N(ui,u2) = ——— = | sinwujcosus |,
Hvl X 1)2“ .
sin us

e la II forma fondamentale ha matrice

v v
- N’Tui N.Tui _ *%‘Ul *%'W [ —cosuz(b+acosuz) O
T\ N.2u N Ov2 | T ON ON - 0 )

dus Bus Tous V1 Tou, V2 —a
essendo
—sinuy cosu —cosui sinu
aN 1 2 8N ) 1 ! 2
— = COS U1 COS U2 s — = | —sinwu;sinueg
81“ 8“2
0 COS U2

Analogamente a quanto fatto sulla sfera, consideriamo ora due famiglie di curve sulla superficie del toro.

Meridiani. Sia
a(b+ acosu)

c(u) = (o, (u) = | B(b+ acosu) con o’ 4+ 3> =1.
asinu
Si ha
de —aasiny
Y —afBsinu | = aei(u);

acosu
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e quindi si puo riparametrizzare la curva con la lunghezza d’arco e scrivere:

a(b+acos 2) —asin 2 de, 1 [ —@cos 2 1
c(s)=| B(b+acos2) |, ei(s)=| —fBsin2 |; ds —a —Bcos 2 | = Se2
asin 2 cos > —sin 2

e quindi le curve han tutte curvatura costante ed uguale ad 1/a, ovvero si tratta di cerchi (di raggio a). Infatti
B

es =e1 Xea = | —a | e quindi la curva ha torsione 7 = 0 (ovvero il piano osculatore & costante e si tratta quindi
0

di una curva piana). In particolare, si puo verificare che si tratta di una sezione normale della superficie del toro,

essendo

acos 2
a

N(s)=| Bcos2 | €{e1,e2).
sin 2
Paralleli. Sia
(b+ aX)cosu
c(u) =cop(uw) = (b+aX)sinu |, con \> 4% =1.
ap

La curva non ¢ parametrizzata dalla lunghezza d’arco, essendo

—(b+a))sinu

dc . .. |l de
— =1 (b+aX)cosu |, e quindi ’—H:b—FaA.
du du
0
ma la norma del vettore tangente e costante e si ha
b+ aX) cos T
c(s) = | (b+aN)sin 355 con s € [0,2(b+ aX));
ap
3 S S
TS prax deq 1 TS pEax )
“es e b s T bran | e | T mmaea(s)
Dunque si trattadi nuovo di una curva a curvatura costante, k(s) = ﬁ, ovvero di un cerchio, ed infatti il vettore
0
binormale ¢ e3 = e1 X e2 = 0) costante, e la torsione ¢ nulla e quindi la curva ¢ una curva piana. Non & pero
1
una sezione normale perché
—Acos 3755
N(S) = —)\ sin b‘i’% ¢ <€1 (5)7 62(5)> 9 se u # 0.
—HK

Quindi vi sono due paralleli che sono una sezione normale che possiamo chiamare gli equatori del toro.
Applichiamo ora le tecniche introdotte per fare qualche calcolo su curve e superficie.

2.12 Osservazione. Si verifichino le seguenti affermazioni.
(a) Se tutte le rette tangenti ad una curva passano per uno stesso punto allora la curva é piana.
(b) Se tutti i piani osculatori ad una curva passano per uno stesso punto allora la curva é piana.
(c) Le geodetiche di una sfera sono i cerchi massimi.

dim. (a) Sia v : [a,b] — R"™ la curva in questione e supponiamo che il punto comune a tutte le rette tangenti a

sia I’origine. Allora, se y(t) # 0, si ha v/ (t) = a(t)y(t) per un’opportuna funzione scalare .. Si deduce da cio che
la componente i-esima del vettore v ¢ uguale a

t
Yi(t) = cie?® ove p(t) = / a(t)dt.
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Si conclude che ~(t) = voeP® e quindi che la curva v & un segmento di retta parallelo al vettore (costante) vo,
che ha come componenti i valori iniziali c;.
(b) Sia sempre ~ la curva in questione e, anche in questo caso, supponiamo che il punto comune a tutti i piani
osculatori sia l'origine. Si ha quindi v = ae1 + bez, ove e1 ed ez sono il vettore tangente ed il vettore normale
alla curva 7. Se b & identicamente nulla, si ricade nel caso descritto nel punto precedente e la tesi & verificata.
Supponiamo che cio non accada ed applichiamo le equazioni di Frenet alla relazione scritta sopra, supponendo
che « sia parametrizzata dalla lunghezza d’arco. Si ha quindi

e —d—’y—a@—l—b&—&—@e +@e = (@ bm)e —i—(@—l—an)e + bre

'Tas T Vs ds "ds ' ds ® \ds ! ds 2 >

In particolare, da cio si deduce che b = 0 che, per b # 0, implica annullarsi della torsione e quindi che v & una
curva piana.
(c) Se v & una geodetica per la superficie della sfera, allora, in ogni suo punto, il vettore normale alla curva &
parallelo al vettore normale alla superficie e quindi, nel caso di una sfera, cido implica che tutti i piani osculatori
passano per il centro della sfera. Per il punto precedente, cio implica che « € una sezione piana della sfera e
precisamente una circonferenza tagliata da un piano passante per il centro, ovvero un cerchio massimo. CVD

O

3. Appendice. Richiami di Topologia generale

Ricordiamo rapidamente alcuni fatti di topologia generale.

3.1 Definizione. Sia X un insieme (non vuoto), una topologia su X & una famiglia .7 di sottoinsiemi
di X soddisfacente alle seguenti condizioni
(a) @ e X appartengono a J;
(b) se U,V e 7, alloraUNV € .7;
(c) se Us € 7 per ogni i€ I, allora | J;.,; U; € 7.

Si chiama spazio topologico una coppia (X, 7), ove X & un insieme e Z & una topologia su X. Gli
elementi di 7 sono gli aperti dello spazio topologico, mentre si chiamano chiusi i complementari degli
aperti.

Su un insieme possono essere poste diverse topologie. Se 7 ed 7’ sono topologie su X, si dice
che 7 & pit fine di T’ se 7' C 7. E immediato osservare che, su ogni insieme X, la topologia banale
P = {0, X} &lameno fine tra tutte le topologie, mentre la topologia discreta, che ha come aperti tutti i
sottoinsiemi di X, e la piu fine tra tutte le topologie.

3.2 Osservazione. [interno, chiusura, frontiera] Abbiamo definito la topologia dando le proprieta dell’insieme
degli aperti dello spazio. Si poteva, equivalentemente, definire le proprieta della famiglia dei chiusi dello spazio,
ovvero le proprieta dei complementari degli aperti. Queste sono
(a) @ e X sono chiusi;
(b) se F,G sono chiusi, allora F'UG & chiuso;
(c) se F; & chiuso per ogni i € I, allora ﬂie[ F; & chiuso.
Naturalmente, in uno spazio topologico ci possono essere insiemi che non sono né aperti né chiusi, ma per
ogni sottoinsieme A si definiscono
e interno di A, ovvero il massimo aperto A° contenuto in A;
e la chiusura di A, ovvero il minimo chiuso A contenente A;
e la frontiera di A, ovvero il sottoinsieme 9A = A\ A°.
Si ha
|J v=4a°caci= () F

U aperto F' chiuso
UCA ACF



II §.3 Appendice. Richiami di Topologia generale 29

E facile verificare che, se A & aperto, allora A° = A4; se A & chiuso, allora A = A; infine, ogni aperto U, contenente
un punto di frontiera di A, interseca sia A che il complementare di A (questa condizione caratterizza i punti di
frontiera).

Base per una topologia. Spesso, e preferibile definire una topologia dando solo degli aperti sufficienti a generare
ogni altro aperto.

3.3 Definizione. Sia (X,.7) uno spazio topologico. Un sottoinsieme %8 C .7 & una base per .7 se ogni aperto
si scrive come unione di elementi di %.

Possiamo caratterizzare le basi con la seguente osservazione, la cui dimostrazione ¢ lasciata come esercizio.

3.4 Osservazione. Siano (X, 7)) uno spazio topologico e 8 C 7. Allora % ¢ una base se, e solo se, per ogni
A€ T eperognixec Aesiste U € P tale chex € U C A.

A titolo di esempio osserviamo che

(a) Una base per la topologia discreta su X ¢ data dall’insieme & = { {z}| z € X }.

(b) L’usuale topologia di R™ ha una base numerabile data da tutte le palle B(§,r) = {z € R"| |lz — &[] <7},
ove £ € Q" ed r varia tra i numeri razionali positivi.

Chiudiamo osservando che, data una base 4, un sottoinsieme U & aperto nella topologia generata da % se,
e solo se, per ogni x € U esiste un aperto di base B € 4 tale che x € B C U.

Se (X, 7) & uno spazio topologico ed Y & un sottoinsieme non vuoto di X, possiamo porre su Y la
topologia indotta ovvero quella per cui gli aperti di Y sono tutti e soli i sottoinsiemi Y N U al variare di
U in 7. 1l sottoinsieme Y dotato della topologia indotta ¢ detto un sottospazio topologico di X.

3.5 Definizione. Sia (X;, Z;);c; una famiglia di spazi topologici e consideriamo il prodotto cartesiano

X = H X; con le proiezioni canoniche p; : X — X;. Si chiama topologia prodotto la topologia su X che
iel

ha come aperti, oltre al vuoto ed a X, tutte le unioni di intersezioni finite di sottoinsiemi del tipo pi_l(Ui)

al variare di U; in 9, edii € I.

Sia I un insieme finito, ovvero X = X; x --- x X,,. E facile verificare che, se Uy,...,U, sono
sottoinsiemi di X; ed indichiamo con p; : X — X, per i = 1,...,n, le proiezioni canoniche allora

pr U NN p (Un) = Uy X -+ X Up,.

In questo caso, la topologia prodotto ¢ determinata dal prodotto delle topologie dei singoli fattori.

3.6 Definizione. Siano (X,.7) ed (X', 7’) due spazi topologici. Una funzione f : X — X' si dice
continua se la controimmagine di ogni aperto (risp. chiuso) di X’ & un aperto (risp. chiuso) di X.

Dato un punto zg di uno spazio topologico (X, Z) un sottoinsieme A di X & un intorno di zg se
esiste un aperto U € 7 tale che g € U C A. E facile verificare che Iintersezione di due intorni di uno
stesso punto xg & ancora un intorno di xg e che, se A & un intorno di zy allora ogni insieme B contenente
A & anch’esso un intorno di zp. L’insieme di tutti gli intorni del punto z e detto il filtro degli intorni di
Zo, che indicheremo con .%,,.

3.7 Definizione. [continuitd locale] Siano (X, .7) ed (X',.7’) due spazi topologici ed f : X — X'
un’applicazione. Diremo che f ¢ continua nel punto xo € X se, per ogni intorno V' di f(zo), la controim-
magine f~!(V) & un intorno di zg (ovvero V € Fj(,,) = f7H(V) € Fuy).

La nozione di filtro ¢ legata al concetto di limite.
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3.8 Definizione. Sia X un insieme. Un filtro su X & una famiglia .# di sottoinsiemi di X soddisfacente
alle seguenti condizioni

(F1) se Fy ed F» appartengono ad %, allora F; N Fy appartiene ad &

(F2) se F€ . e GDF, allora G € .Z;

(F3) 0 ¢ #.

3.9 Definizione. Siano X un insieme ed % un filtro su X, (Y, ) uno spazio topologicoed f: X —» Y
un’applicazione. Si scrivera 1:1;1 f(x) = yo se, per ogni intorno V di yo, I'insieme f~1(V) appartiene ad

Z.

Lasciamo al lettore il compito di verificare che le applicazioni continue “rispettano” i limiti; ovvero
che vale la proprieta seguente. Siano X un insieme, # un filtro su X, (Y, .7) ed (Y’,.7’) spazi topologici
ed f: X —-Y,g:Y — Y’ applicazioni. Se lgn f(x) = yo e g & continua in yg, allora lgn(gOf)(x) = g(yo).

3.10 Osservazione. La definizione data generalizza le note definizioni di limite. Ad esempio, sull’insieme N dei
numeri naturali possiamo considerare il filtro n — oo, ove un sottoinsieme 7' appartiene al filtro se, e solo se,
esiste un k£ € N tale che { n € N| n >k} C T. Possiamo quindi dare la seguente

3.11 Definizione. Data una successione, (Zn),cn, di punti di uno spazio topologico X, ovvero una funzione
N — X, n — z,, diremo che la successione converge ad un punto xop € X se lim z, = xo.
n—oo

Cio significa che, preso comunque un V intorno di zo la controimmagine di V' appartiene al filtro n — oo,
ovvero esiste un numero naturale k tale che per ognin > k x, € V.

Vedremo nel seguito come la definizione di limite lungo un filtro sia una generalizzazione dell’usuale nozione
di limite di funzioni del Calcolo. Come giustificazione di una definizione cosi generale, vogliamo dare un esempio
in cui questa generalita si rivela necessaria per una trattazione rigorosa.

Dato un intervallo chiuso [a,b] della retta reale, una suddivisione a punti marcati dell’intervallo [a,b], o =

{zo,...,xn; &1,...,&n}, & la scelta di una suddivisione dell'intervallo, a = ¢ < z1 < +++ < @, = b, e la scelta in
ciascun intervallino di un punto &; € [x;—1,2:], per ¢ = 1,...,n. Chiameremo massima ampiezza della suddivisione
o il numero reale (o) = max{ z; —x;—1|%=1,...,n}. Indicheremo con 3,y l'insieme di tutte le suddivisioni

a punti marcati dell’intervallo [a,b] e, fissato un numero reale positivo §, indicheremo con Fj il sottoinsieme
formato dalle suddivisioni di massima ampiezza minore o uguale a §. I sottoinsiemi Fs sono tutti non vuoti e se
§ < n, allora F5 C F,. Dunque la famiglia % = { A C Xia | 36(6 > 0, Fs C A) } dei sottoinsiemi di ¥4 5 che
contengono qualcuno tra gli Fis & un filtro su X, 3.

Data una funzione f : [a,b] — R, resta definita la funzione Sy : ¥, ;) — R ponendo per ogni suddivisione a
punti marcati ¢ = {zo,...,Zn; &1,...,&n}

Sg(o) = Z F&)(wi —wi—1) [somme integrali]

Lo studio del limite 121& Sy (o) & lo studio dell’integrabilita secondo Riemann della funzione f (per una trattazione

dettagliata —in italiano— di questo punto, si veda ad esempio il Cap. IX di G. E. Silov, Analisi Matematica 1, Mir
1978).

3.12 Definizione. Dato uno spazio topologico (X, ) ed un suo punto z, la famiglia degli intorni
puntati di xy & Uinsieme formato da tutti gli intorni di zg in X e da tutti gli insiemi A \ {z¢}, al variare
di A tra gli intorni di g in X.

Si dice che g € un punto isolato se la famiglia degli intorni puntati non ¢ un filtro, (e ¢id accade
solo se {z¢} & un intorno di zg). Se zg non & un punto isolato, si indica col simbolo x — xq il filtro degli
intorni puntati di xg.

Enunciamo le relazioni tra la continuita (locale e globale) e la nozione di limite.
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3.13 Proposizione. Siano (X,.7) ed (X', J") due spazi topologici ed f : X — X' un’applicazione.
(a) La funzione f é continua se, e solo se, f é continua in ogni punto x € X.
(b) La funzione f é continua in zo € X se, e solo se, x¢ é un punto isolato, oppure lim f(x) = f(zo).

T—T

dim. (a) Supponiamo che f sia continua e fissiamo un punto z¢ € X. Sia B un intorno di f(zg) e Sia V
un aperto di X’ tale che f(zg) € V C Bj; allora si ha xg € f~1(V) C f~1(B) ed f~1(V) ¢ aperto perché
f & continua. Dunque f~1(B) € Z,, ed f ¢ continua in x.

Viceversa, supponiamo che f sia continua in ogni punto z € X e sia V un aperto di X’. Vogliamo
verificare che f~1(V) & aperto in X. Se f~1(V) = (@ siamo a posto; altrimenti, dato z € f~1(V),
osserviamo che V' & un intorno di f(z) e quindi, essendo f continua in z, f~1(V) ¢ un intorno di z e
percid esiste un aperto U, tale che z € U, C f~!(V). Si ha quindi f~'(V) = U,c-1(y) Us € dunque
f~1(V) & aperto perché unione di aperti.

(b) Sia dunque f una funzione continua nel punto xg € X e supponiamo che xg non sia un punto isolato.
Preso un intorno V di f(xg), l'insieme f~1(V) & un intorno di zg e quindi @ # f~1(V)\ {xo} appartiene
al filtro degli intorni puntati di xg.

Viceversa, sia V un intorno di f(zg). Se zy & un punto isolato, allora {zp} & un intorno di z e
{20} C f~Y(V) e quindi f & continua in z. Se xp non & un punto isolato e g,hng,l f(x) = f(xg), allora

e

f71(V) appartiene al filtro degli intorni puntati e contiene il punto zg, dunque f~1(V) € %, ovvero f
¢ continua in zg. CVD O

Se f: X — Y e un’applicazione tra due spazi topologici ed xy € X non € un punto isolato, non e
detto che esista lim f(x) e, in generale, non ¢ detto che tale limite, quando esiste, sia unico.
r—xQ

3.14 Definizione. Uno spazio topologico Y si dice separato o Spazio di Hausdorff se, presi comunque
due punti distinti y; # y2 in Y, esistono due intorni U; € %, ed Uy € %, tali che Uy NU; = 0.

3.15 Proposizione. [Unicita del limite] Siano X un insieme ed % un filtro su X, (Y, ) uno spazio di
Hausdorff ed f : X — Y un’applicazione. Allora, se esiste il limite lim f(x), tale limite & unico.
Tr—x0

dim. Se fosse lgn fl@) =9y e lgp f(z) = ya2 con y1 # ya, presi due intorni Uy di y; ed Us di yo, con

Uy NUy; = @, si avrebbe che f~1(U;) ed f~1(Uy) apparterrebbero entrambi al filtro .#, ma la loro
intersezione sarebbe vuota, contro l'ipotesi che % sia un filtro. CVD |

Esempi naturali di spazi topologici (di Hausdorfl) sono gli spazi metrici.

3.16 Definizione. Sia X un insieme. Una metrica su X € una funzione d : X x X — Rx>( soddisfacente
alle seguenti condizioni
(a) d(z,y) =0 se, e solo se, z = y;
(b) d(z,y) = d(y,z);
(¢) presi comunque tre punti x,y, z, si ha d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Si chiama spazio metrico una coppia (X, d), ove X & un insieme e d & una metrica su X.

3.17 Definizione. Sia (X,d) uno spazio metrico. Si chiama palla aperta di centro xzy € X e raggio
r € R>¢ il sottoinsieme
B(zg,r) ={x € X| d(xo,z) <r}.

Si chiama topologia indotta dalla metrica la topologia J; su X per cui gli aperti sono i sottoinsiemi U
che soddisfano alla seguente condizione: per ogni punto x € U esiste un numero reale r, > 0 tale che
B(z,ry) CU.

In uno spazio metrico si possono definire le distanze di un punto xo da un sottoinsieme Y (# 0) e la distanza
reciproca di due sottoinsiemi non vuoti, Y7, Y2, come

d(zo,Y) =inf{ d(zo,y) [y €Y} e dY1,Y2)=inf{d(y1,52)| 11 €Y1, y2 € Y2 }.



32 Superficie (teoria locale) 11 §.3

Lasciamo al lettore il compito di verificare che la chiusura di un sottoinsieme (non vuoto) A di uno spazio metrico
X ¢ I'insieme dei punti che hanno distanza 0 da A; ovvero A = { € X | d(z, A) = 0}. In particolare, la chiusura

della palla aperta B(zo,r) € B(z,r) ={ z € X | d(zo,z) <r}.

Metriche diverse possono indurre la stessa topologia ed, in tal caso si dice che le metriche sono
topologicamente equivalenti tra loro.

La topologia usuale di R™ (n = 1,2,...) ¢ quella indotta dalla metrica euclidea, ove le palle aperte
sono i sottoinsiemi B(zo,7r) = { x € R"| || — ol < r} al variare di 29 € R™ e di r € R>¢. Si puo
verificare che la topologia usuale di R™ coincide con la topologia prodotto della topologia usuale su
ogni copia di R. Lasciamo come esercizio per il lettore la verifica che, nel caso di funzioni reali di una
variabile reale, la nozione di limite definita sopra coincide con I'usuale nozione del calcolo. Ovvero, dato
un sottoinsieme A di R, una funzione f: A — R ed un punto xg € A che non sia un punto isolato, allora

lim f(z) = ¢, nel senso della Definizione I1.3.9 se, e solo se, fissato comunque £ > 0, esiste § > 0 tale

T—T0

che 0 < |z —xz0| <0 = |f(z)— ¥ <e.

Ci occuperemo ora di un importante tipo di spazi topologici, gli spazi compatti.

3.18 Definizione. Sia X un insieme. Un ricoprimento di X ¢ una famiglia di sottoinsiemi % = (U;)ier
di X tale che X = J;c; Us. Si chiama sottoricoprimento ogni famiglia (U;);cs di elementi di %, con
J C I, che sia ancora un ricoprimento di X.
3.19 Definizione. Uno spazio topologico X si dice compatto se da ogni ricoprimento aperto % = (U;)icr
di X si puo estrarre un sottoricoprimento finito, ovvero se esistono n aperti U, , ..., U, del ricoprimento
% taliche X =U;; U---UU;, .

Un sottoinsieme K di uno spazio topologico X si dice compatto se il sottospazio topologico K (con
la topologia indotta) & uno spazio compatto.

Vogliamo dimostrare alcuni fatti generali sugli spazi compatti ed i loro sottospazi.

3.20 Proposizione. Sia X uno spazio topologico compatto ed Y un sottospazio chiuso. Allora'’Y é un
sottospazio compatto.

dim. Sia % = (U;)ie; un ricoprimento aperto di Y. Allora, se aggiungiamo ad % laperto X \ Y,
otteniamo un ricoprimento aperto di X e quindi si puo estrarre da questo un sottoricoprimento finito
di X, perché X & compatto. Eliminando eventualmente da questo sottoricoprimento I’aperto X \ Y, si
ottiene un ricoprimento finito di Y fatto con aperti di . CVD O

3.21 Proposizione. Sia X uno spazio di Hausdorff ed Y un sottospazio compatto. Allora Y é un
sottospazio chiuso.

dim. Sia o un punto del complementare X \ Y di Y e mostriamo che esiste un intorno di zy contenuto
in X\ Y; quindi, per larbitrarieta del punto xzg, X \ Y & aperto. Essendo X uno spazio di Hausdorff,
preso comunque un punto y € Y, esistono un intorno aperto U, di z¢ ed un intorno aperto V, di y tali
che U, NV, = . La famiglia dei (V,),ey ¢ un ricoprimento aperto del compatto ¥ e quindi esistono dei
punti y1,...,yn tali che Y C V,,, U--- UV, . Allora I'insieme Uy, N---NU,, € un intorno aperto di xg
che non interseca V,, U--- UV, ed & quindi contenuto in X \' Y. CVD O

Non diamo la dimostrazione del seguente

3.22 Teorema. [Tychonoff] Sia (K;);cr una famiglia di spazi topologici e si ponga su K = [[..; K; la

topologia prodotto. Allora K & compatto se, e solo se, lo sono tutti gli spazi K.

i€l

3.23 Osservazione. [sottoinsiemi compatti di R"] Gli intervalli chiusi della retta reale (con la topologia indotta)
sono spazi compatti; infatti, dato un ricoprimento aperto, (U;):c1, dell’intervallo [a, b], consideriamo il sottoinsieme
(non vuoto)

A={z€la,b]| [a,z] & ricoperto da un numero finito di U; }
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e sia c il suo estremo superiore. Se ¢ = b si ha tesi; se fosse ¢ < b, dato un aperto U;, del ricoprimento contenente
¢, si ha (c—¢e,c+¢€) C U;, per un opportuno € > 0, e quindi si potrebbe ricoprire con un numero finito di aperti
Pintervallo [a, ¢ + £/2] contro I'ipotesi che ¢ sia Iestremo superiore.

Ricordiamo che in uno spazio metrico X un sottoinsieme A si dice limitato se & contenuto in una palla aperta,
ovvero se A C B(z,r) per un opportuno punto z € X ed un opportuno raggio r.

Osserviamo che un sottospazio compatto K di uno spazio metrico X & necessariamente limitato. Infatti,
fissato arbitrariamente un punto o € X, le sfere B(zo,r), per 7 > 0 formano un ricoprimento aperto di K e
quindi, poiché K & compatto, & contenuto in una almeno di queste sfere.

Da quanto visto sugli intervalli chiusi di R e dal Teorema di Tychonoff (cf. Teorema II.3.22) si conclude che i
sottoinsiemi chiusi e limitati di R™ sono (tutti e soli i) sottospazi compatti. Infatti, se K & un sottoinsieme chiuso
e limitato di R"™, allora K & contenuto in una palla aperta B(z,r), per un opportuno punto = = (z1,...,%,) €

n

quindi K & un sottoinsieme chiuso del compatto | I [x; — r,x; + 7] ed & percid un compatto.
i=1
In uno spazio metrico qualsiasi, i sottospazi compatti sono chiusi e limitati, ma non & in generale vero che
ogni sottoinsieme chiuso e limitato sia un sottospazio compatto.

L’immagine continua di un compatto € un compatto; ovvero vale la seguente

3.24 Proposizione. Sia f : X — Y un’applicazione continua tra spazi topologici. Se X é compatto,
allora la sua immagine f(X) é un sottospazio compatto di Y.

dim. Sia % = (U;)ser un ricoprimento aperto di f(X). Allora, essendo f continua, f~*% = (f~2(U;))ser

¢ un ricoprimento aperto di X; ed, essendo X compatto, esistono n aperti f~1(U;,),..., f~1(U;,) tali che
X=fHUn) U UfH(U,).
Dunque f(X) CU;, U---UU;, ed f(X) & compatto. CVD O

Ricordiamo che un’applicazione tra spazi topologici f : X — Y si dice chiusa (risp. aperta) se
Iimmagine di ogni chiuso (risp. aperto) di X & un chiuso (risp. aperto) di Y.

3.25 Corollario. Siano X uno spazio topologico compatto, Y uno spazio di Hausdorffed f: X — Y
un’applicazione continua.

(a) f & un’applicazione chiusa.

(b) Se f ¢é biiettiva allora la sua inversa é continua, e quindi f ¢ un omeomorfismo.

dim. B sufficiente dimostrare che f € un’applicazione chiusa. Se F' € un chiuso di X, allora F ¢ un
sottospazio compatto e quindi f(F') ¢ anch’esso compatto in Y. Poiché Y & uno spazio di Hausdorff, ne
consegue che f(F') & chiuso, che & quanto volevamo verificare. CVD O

Ricordiamo qui un risultato sugli spazi compatti.

3.26 Corollario. [Teorema di Weierstrass] Sia X uno spazio topologico compatto ed f : X — R
un’applicazione continua. Allora f ha un valore massimo ed un valore minimo su X.

dim. L’immagine di f ¢ un compatto K e quindi ¢ un sottoinsieme chiuso e limitato di R (cf. Osser-
vazione I1.3.23). Dunque esistono m = inf K ed M = sup K e, poiché K & chiuso, m ed M appartengono
entrambi a K. Infatti se, ad esempio, M appartenesse al complementare, dovrebbe esistere un intervallo
(M —¢e,M +¢€), con € > 0, tutto contenuto in R\ K, contro 'ipotesi che K sia l’estremo superiore (e
quindi ci sia qualche elemento di K in (M — ¢, M]). CVD O

3.27 Osservazione. [sottospazi compatti di uno spazio metrico e successioni] Vogliamo ricordare una carat-
terizzazione dei sottospazi compatti di uno spazio metrico in termini di successioni, che a volte si rivela utile in
Analisi Matematica. Ricordiamo che, data una successione (), cn di punti di un insieme X, ovvero una funzione
f:N — X, n— z,, si chiama sottosuccessione estratta dalla successione data la composizione di f con una
funzione crescente N — N, k — n(k), e la sottosuccessione si indica con (,,(x))keN-

Vogliamo mostrare la seguente



34 Superficie (teoria locale) 11 §.3

3.28 Proposizione. Sia X uno spazio metrico. Sono equivalenti

(a) X é compatto.

(b) [Condizione di Bolzano e Weierstrass| da ogni successione di punti di X si puo estrarre una sottosuccessione
convergente.

dim. (a) = (b). Sia X uno spazio metrico compatto e sia (zn),cN una successione di punti di X. Se 'immagine
della successione, ovvero l'insieme I = { z, | n € N} ¢ un sottoinsieme finito, allora esiste una sottosuccessione
costante e percio convergente. Supponiamo quindi che I sia un insieme infinito. Poiché X & compatto, per ogni
numero reale € > 0, X & ricoperto da un numero finito di palle di raggio € ed usiamo questo fatto per costruire
una sottosuccessione convergente. Fissato il numero reale 1, X ¢ ricoperto da un numero finito di palle di raggio
1 e quindi una almeno di queste deve contenere infiniti punti di I. Sia B1 = B(y1, 1) una tale palla ed indichiamo
con n(1) il minimo numero naturale n tale che x, € B; N I. La palla chiusa Bi & contenuta nel compatto X
e quindi & a sua volta compatta; possiamo percio ricoprire By con un numero finito di palle di raggio % ed una
almeno tra queste, sia B2 = B(y2, %)7 deve contenere infiniti punti di I. Indichiamo con n(2) il minimo numero
naturale n > n(1) tale che z, € B> N I. Proseguendo in questo modo possiamo definire una famiglia di palle
(Bk)ren ove By ha raggio % e contiene infiniti punti di I e, per ogni k > 1, By, C Bi—_1. Inoltre si & costruita una
sottosuccessione (znk))ken tale che, fissato comunque ko, si ha x, (k) € By,, per ogni k > ko. Vogliamo mostrare
che

m Bk = {mo} € lim l'n(k) = Xo.

k—oo
keN

Poiché il raggio delle palle By tende a 0, la loro intersezione contiene al piti un punto. Se m By, fosse vuoto allora
keN

la famiglia dei complementari (X \ Bi)gen sarebbe un ricoprimento aperto del compatto X e quindi esisterebbe
un indice ko per cui X = X \ By,, ma questo & assurdo perché in By, ci sono infiniti punti di / e quindi infiniti
punti di X.

Sia dunque ﬂkeNE = {z0} e sia fissato comunque un numero reale ¢ > 0. Consideriamo la palla aperta
B(zo,€) ed osserviamo che, se 1/ko < €/2, allora x,(k) € Bk, C B(xo,¢), per ogni k > ko e quindi la sottosuc-
cessione converge ad zo.

(b) = (a). Dimostriamo dapprima che vale il seguente fatto: fissato comunque un numero reale e > 0, X puod
essere ricoperto da un numero finito di palle di raggio ¢.

Fissato ad arbitrio un punto z1, se X # B(x1,¢) esiste almeno un punto z2 con d(zi,x2) > &. Se X #
B(z1,e) U B(z2,€), allora esiste un punto zs tale che d(x1,x3) > € e d(x2,x3) > €. Proseguendo in questo modo,
si determinano i punti 1, . . ., », soddisfacenti alle condizioni d(x;, ;) > € per ogni i # j. Se questo processo non
si arresta dopo un numero finito di passi si costruisce la successione (2, ),cn da cui non si pud estrarre nessuna
sottosuccessione convergente perché d(x;,x;) > & per ogni i # j.

Supponiamo ora che vi sia un ricoprimento aperto % = (U;)ier di X da cui non si possa estrarre un
sottoricoprimento finito. Per quanto visto sopra, fissato comunque un numero reale € > 0, X puo essere ricoperto
da un numero finito di palle di raggio € e quindi una almeno di queste palle non puo essere ricoperta da un
numero finito di aperti del ricoprimento %/. In corrispondenza ai numeri reali 1, %, %, ... esistono quindi le
palle B(zn, %) che non possono essere ricoperte da un numero finito di aperti di %/. La successione dei centri
(Zn)nen ammette quindi una sottosuccessione convergente ad un punto zo € X. Allora, preso un aperto U;, del
ricoprimento %/, contenente xo; esiste un numero reale positivo r tale che B(xo,r) C U;,. Esistono quindi infiniti
punti , ) della sottosuccessione convergente ad xo che stanno in B(xo,) e con n(k) > %7 per questi punti si
ha B(zp k), ﬁ) C B(zo,r) C Uiy € questo ¢ assurdo perché le palle B(z,, k), ﬁ), per costruzione, non possono
essere ricoperte da un numero finito di aperti del ricoprimento %/. Dunque un tale ricoprimento aperto non pud
esistere ed X € quindi compatto. CVD O

Ricordiamo ora alcune definizioni

3.29 Definizione. Sia X uno spazio metrico. Una successione (zn),cn di punti di X & una successione di
Cauchy se, fissato comunque un numero reale £ > 0, esiste un indice no tale che n,m > no = d(zn,zm) < €.
Uno spazio metrico X si dice completo se ogni successione di Cauchy converge in X.

Lasciamo al lettore il compito di dimostrare il fatto seguente. Se una successione di Cauchy (zn),eN di punti

di uno spazio metrico X ammette una sottosuccessione convergente ad un punto xo di X, allora lim x, = xo.
n—oo

Da cio e dalla condizione di Bolzano e Weierstrass si conclude che uno spazio metrico compatto € anche completo.

Concludiamo con un risultato sui punti uniti delle contrazioni.
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3.30 Definizione. Sia X uno spazio metrico. Un’applicazione f : X — X si dice una contrazione se esiste un
numero reale ¢ € (0,1) tale che d(f(z), f(y)) < cd(z,y), per ogni coppia di punti z,y € X.

3.31 Proposizione. Sia X uno spazio metrico completo ed f : X — X una contrazione. Allora esiste un unico
punto xg € X tale che f(xo) = xo.

dim. E chiaro che, se esiste un punto unito xo, questi &€ unico. Infatti, se ce ne fossero due distinti zo, =1, si
dovrebbe avere d(xo, 1) = d(f(z0), f(z1)) < cd(xo,x1), che & palesemente assurdo (¢ < 1).

Sia ora x € X. Se f(z) # x, possiamo considerare la successione (f"(z)),¢cn, € verifichiamo che si tratta di
una successione di Cauchy. Infatti, presi due numeri interi, n > m, si ha

d(f" (@), f"(2)) < ™d(f" " (2),2) <
<c

(AT (@), ST @) A AT @), ST (@) o d(f(2),2) <
<" (c"7m71 +TT R l)d(f(x),m) <
< (S (@), ).

Quindji, fissato comunque € > 0, possiamo determinare un numero naturale no tale che d(f"(x), f™(x)) < € per
n,m > ng. Posto zo = lim f"(x), si verifica facilmente che f ¢ continua e quindi
n—oo

f(wo) = f(lim f"(2)) = lim f""'(z) = wo.

n—oo n—oo

CVD U
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1l
Varieta differenziabili

Per meglio comprendere la teoria delle superficie ed in vista di una sua generalizzazione a dimensioni
superiori, abbiamo bisogno di introdurre la nozione di varieta differenziabile.

1. Varieta differenziabile.

1.1 Definizione. Sia X uno spazio topologico. Una carta locale di dimensione n su X € una coppia
(U, ®), ove U & un aperto di X, detto aperto coordinato e ® : U — U’ & un omeomorfismo su un aperto
U’ di R", detto un sistema di coordinate locali su U. Un atlante di classe €% su X ¢ una famiglia di
carte locali su X, tale che gli aperti coordinati formino un ricoprimento di X e, per ogni coppia di carte
(U, ®) e (V,¥), lapplicazione

TVod L :0UNV)—WUNV) [cambiamento di coordinate]

sia (un diffeomorfismo) di classe €*.

dUNV) vunyv)

PUod!

v

Su uno spazio topologico X possono essere posti diversi atlanti, che possono essere ordinati (parzial-
mente) per inclusione. Potremo quindi parlare di atlanti massimali di classe €% su X, ovvero non con-
tenuti propriamente in nessun altro atlante della stessa classe. Possiamo gia dare una prima definizione
di varieta anche se, nel seguito, porremo delle condizioni un po’ piu restrittive sulla topologia dello spazio
per escludere degli esempi “patologici” di varieta.

1.2 Definizione. Una varieta differenziabile di classe €* & uno spazio topologico X dotato di un atlante
massimale di classe €.

Dati una varieta X di classe €% (k > 0) ed un suo punto x, ¢ ben definita la nozione di dimensione
di X in z. Se (U, ®) ¢ una carta locale di dimensione n ed x € U, si pone dim, X = n e la definizione ¢ ben
posta, perché se (V, ¥) fosse una carta locale di dimensione m ed x € V| si avrebbe che il cambiamento
di coordinate ¥ o ®~! sarebbe un diffeomorfismo, avente ® o U~ come inversa e quindi le corrispondenti
matrici Jacobiane dovrebbero essere I'una l'inversa dell’altra e quindi matrici quadrate, ovvero deve aversi
n=m.

In particolare, da cid discende che la funzione z +— dim, (X) & una funzione localmente costante su
X e quindi ogni componente connessa di X avra dimensione costante.

37
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1.3 Osservazione. Sia &/ un atlante di classe €% su uno spazio topologico X. Allora </ é contenuto
in un unico atlante massimale di classe €*.

dim. Sia £ l'insieme delle carte lo-
cali (V, W) su X tali che Wo®~! sia
oUNVNW) un diffeomorfismo di classe €%, per
ogni carta locale (U, ®) dell’atlante
/. E chiaro che, se & ¢ un at-
lante €%, allora & massimale e con-
tiene ogni atlante €* contenente o7 .
Ood! Siano quindi (V,¥) e (W,0) in B e
consideriamo Qo V=1 : Y(VNW) —
O(V N W). Preso comunque un
punto x € V N W, esiste una carta
locale (U, ®) in </ tale che x € U
e quindi, restringendo le funzioni a
VWU NVNW)siha ©o 0t =
(©od® Ho(doU ).

TUNVNW) | UNVNW)
doP!

Dunque © o U1 & di classe €% in quanto composizione di funzioni di classe €% e questo & sufficiente per
concludere. CVD O

Cio significa che la conoscenza di un atlante su uno spazio topologico X e sufficiente a caratterizzare
una struttura di varieta differenziabile sullo stesso. In particolare, dati un atlante <7 su X ed un aperto
A di X, resta individuata su A una struttura di varieta differenziabile, prendendo come atlante

Ay ={(UNAGyna)| (U.D) € o}

ed osservando che la struttura di varieta cosi definita non dipende dalla scelta dell’atlante (compatibile)
su X.

1.4 Definizione. Siano M ed N varieta differenziabili di classe €. Un’applicazione f : M — N & di
classe € (h < k) in un punto z € M, se esistono carte (U, ®) su M, (V,¥) su N tali che x € U, f(z) € V
e I'applicazione composta ¥ o f o ®~! sia di classe ¢”. Diremo che f ¢ di classe " (su M) se lo & in
ogni punto x € M.

Osserviamo che, se f : M — N & di classe " in un punto z allora, per ogni carta locale (4,Z),
(B,0), tali che x € AN f~1B, l'applicazione composta © o f o =1 & di classe ¢ in un intorno di Z(z).
In particolare, da cid discende che la composizione di due applicazioni €” ¢ ancora di classe €.

Un diffeomorfismo €™ tra due varieta M ed N, & un’applicazione biiettiva f : M — N, di classe €
assieme con la sua inversa.

1.5 Definizione. Sia f : M — N un’applicazione di classe € tra due varieta di classe €*. Dato un
punto x € M, definiamo il rango di f in x come il rango della matrice Jacobiana J(¥ o fo®~1) nel punto
®(x), ove (U, ®) & una carta su M, (V,¥) & una cartasu N ed z € UN f~1(V).

Diremo che f & un’immersione locale se rk, f = dim, M per ogni punto z € M.

Diremo che f ¢ un diffeomorfismo locale se ogni punto x € M ha un intorno aperto W, tale che
f(W,) sia aperto e la restrizione f : W, — f(W,) sia un diffeomorfismo. Per il Teorema II.1.2, f & un
diffeomorfismo locale se, e solo se,

rk, f = dim, M = dimy(,) N, per ogni x € M.

Si osservi che un diffeomorfismo & un diffeomorfismo locale biunivoco.

D’ora in poi supporremo sempre di lavorare con varieta e morfismi 4 °°, cioe con varieta e morfismi
lisci. Nel seguito passeremo in rassegna una serie di procedimenti tramite i quali si possono costruire
varieta differenziabili a partire da varieta date.
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1.6 Sottovarieta. Un sottoinsieme N di una varieta differenziabile M e una sottovarieta differenziabile
se, per ogni punto x € N, esiste una carta locale (U, ®) tale che

mN:@—l({ () le:...:mn:o})

per qualche r, 1 < r < n. In particolare, N e localmente chiuso in M; ovvero, per ogni punto x € N
esiste un intorno U di = in M tale che U N N sia chiuso in U.

Tpp1="=2,=0

1.7 Lemma. Se N é una sottovarieta differenziabile di una varieta M, allora vi é un’unica struttura di varieta
differenziabile su N che renda l'inclusione j : N — M un’immersione.

dim. Data una carta ® : U — R" di M, indichiamo con ¢; : U — R la composizione di ® con 1’i-esima proiezione
R"™ — R, per 1 <4 < n. Consideriamo le carte (U, ®) su M tali che

UNN={PecU| ¢ry1(p)=---=¢n(p) =0}
e definiamo carte su N prendendo (U N N, ¢1,junn,---,Prjunn). L’insieme di queste carte ¢ un atlante, o,
su N ed & chiaro che l'inclusione j ¢ un’immersione, perché, in coordinate locali, ha la forma (z1,...,2z,) +—

(1,...,2,,0,...,0).

Sia data su N una struttura differenziale tale che j sia un’immersione e sia (V, ¥) ¢ una carta locale relativa
a tale struttura. L’applicazione jo®¥ ! : (V) — M ha rango costante uguale ad 7 e quindi, a meno di restringere
V, esiste un aperto coordinato U di M tale che V.= U N N e, per il Corollario II.1.3, delle coordinate locali
®: U — R" tali che ® o j o U™! sia della forma (21,...,2,) — (z1,...,2-,0,...,0). Cid significa che V ¢ il
sottoinsieme di U ove si annullano ¢, y1,...,¢, e che ¢; = ¢;y per i = 1,...,r. Dunque (V, ¥) appartiene ad
«/. CVD

D’ora in poi supporremo sempre che le sottovarieta di M siano dotate della struttura differenziale definita
sopra. Un’importante classe di sottovarieta sono le fibre dei morfismi lisci.

1.8 Proposizione. Siano M ed N varieta differenziabili ed f : M — N un morfismo liscio. Sia x un punto di
N e supponiamo che f abbia rango costante in un intorno di f~'(x). Allora la fibra f~*(z) ¢ una sottovarieta
differenziabile di M e, se dim M = m erk f = r in un intorno di f~*(z), allora dim f~!(z) = m — r.

dim. Sostituendo M con un intorno della fibra f~'(zx), possiamo supporre che il rango di f sia costante. Ap-
plicando il teorema del rango (cf. Corollario I1.1.3), fissato un punto y € f~'(x), esistono carte (U, ®) su M,
(V,¥) su N tali che y € U, = = f(y) € V, ¥(y) = 0 e 'applicazione composta ¥ o f o d~! sia della forma

(1,...,Zm) — (21,...,25,0,...,0). In particolare, indicate con @1, ..., pm le componenti di @, si ha
FH@)nU={PeU|p(P)="-=¢,(P)=0};
e quindi la fibra f~!(z) ¢ una sottovarietd differenziabile di M e la sua dimensione ¢ m —r. CVD ]

Enunciamo esplicitamente una conseguenza della Proposizione precedente
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1.9 Corollario. Siano M ed N varieta differenziabili di dimensioni m ed n e sia f : M — N un’applicazione
liscia. Sia x un punto di N e supponiamo che f abbia rango n su f~'(z); allora la fibra f~'(x) ¢ una sottovarieta
differenziabile di M di dimensione m — n.

La dimostrazione discende dall’osservazione che il rango & una funzione semicontinua inferiormente™ e
quindi il rango di f deve essere maggiore od uguale ad n su un intorno A della fibra f 71(m). Non potendo essere
maggiore di n = dim N, il rango & costante su A e si puo applicare la Proposizione precedente.

1.10 Unione disgiunta. Se {M;};c; € una famiglia di varieta differenziabili, vi & una struttura naturale
di varieta differenziabile sull’unione disgiunta M = J,.; M; che ha come atlante I'unione disgiunta degli
atlanti delle singole varieta M;. Ciascuno degli M; ¢ aperto in M.

1.11 Prodotto. Se M ed N sono varieta differenziabili, vi ¢ una struttura naturale di varieta sul
prodotto M x N. L’atlante e costituito dalle applicazioni ® x ¥ : U x V — R™ x R"”, ove & : U — R™
eV : V — R” sono carte locali per M ed N. In particolare le proiezioni mpy : M x N — M e
mn : M x N — N sono lisce ed un’applicazione f : L — M x N e liscia se, e solo se, lo sono mp; o f e
my o f.

1.12 Incollamento. Sia M una varieta differenziabile e siano A e B due aperti di M le cui chiusure siano
disgiunte. Dato un diffeomorfismo f : A — B, possiamo considerare lo spazio topologico X ottenuto da
M identificando ogni punto x di A con f(z) € B; ovvero il quoziente di M per la relazione di equivalenza

P~Q & P=Qoppure Q = f(P) oppure P = (Q).

Indicata con 7 : M — X T'applicazione naturale, osserviamo che si tratta di un’applicazione aperta e che
le restrizioni di 7 ad M \ A e ad M \ B sono omeomorfismi sulle rispettive immagini; in particolare, la

restrizione ad A ¢ M\ B di ﬂ'lz\/}\z oM A\E coincide con f. Le carte su X sono definite a partire da carte

(U, ®), (V,¥) su M, prendendo le coppie (U, P o Wﬁ\;\z),

V' N B = @. Le carte sono compatibili sulle intersezioni perché m

~1
|M\B”? ™
o © definita su AU (M\ 4)

se UNA = @, e le coppie (V,Vor ), se

-1
|M\A
e coincide con Iidentita su M \ A e con f su A.

1.13 Rivestimento. Sia X una varieta differenziabile, un rivestimento di X ¢ un’applicazione suriettiva
m: M — X, da uno spazio topologico M, tale che, per ogni punto z € X esista un aperto (detto aperto
ammissibile) tale che 7~'(U) = [[U;, unione disgiunta di aperti di M tali che my, : U; — U sia un
omeomorfismo, per ogni i. La varieta X e ricoperta da aperti coordinati ammissibili e quindi le coppie
(Ui, @ o my,, formano un atlante su M.

1.14 Quoziente per ’azione di un gruppo propriamente discontinuo, senza punti fissi. Siano
dati una varieta differenziabile, M, ed un gruppo, G, che agisce su M in modo liscio, ovvero, per ogni
g € G lapplicazione x +— gx e liscia su M. Supponiamo inoltre che G agisca in modo propriamente
discontinuo e senza punti fissi, ovvero, per ogni punto x € M, esiste un intorno aperto A di x in M tale
che ANgA # O se, e solo se, g & l'elemento neutro di G. Diremo che un tale aperto A & un aperto
buono di M. L’insieme delle orbite X = M/G & quindi uno spazio topologico e l'applicazione canonica
m: M — X e un omeomorfismo locale. In particolare, se U € un aperto buono di M,

) = [ oU

geqG

e 7 induce un omeomorfismo tra m(U) e ciascuno dei gU. Le carte su X del tipo (7(U),® o 7r‘_U1), al
variare di U tra gli aperti buoni di M, formano un atlante e m viene ad essere un diffeomorfismo locale
ed un rivestimento di X.

) Sja X uno spazio topologico. Una funzione r : X — R & semicontinua inferiormente se la controimmagine r~1 (b, +-00)
& aperta per ogni b € R.
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2. Spazio tangente

Sia M una varieta differenziabile ed indichiamo con v : I — M un cammino liscio su M, ovvero
un’applicazione liscia da un intervallo I C R (non necessariamente aperto o chiuso o limitato) su M.
Fissato un punto P € M, consideriamo l'insieme di cammini lisci

Vp={7:(-€¢) = M|y0)=P}.

Fissato un sistema di coordinate locali (U, ®) in un intorno di P, resta definita un’applicazione « : Vp —
R™ che associa a -« il vettore

dzy
dt 1t=0
d(d
d(@en)|  _ : L ove B(y(1) = (@1(t), ..., 2n(?)).
dt =0 dw”'
dt 1t=0

2.1 Proposizione. L’applicazione o : Vp — R definita sopra e suriettiva e determina una relazione di
equivalenza su Vp. L’insieme quoziente di Vp rispetto a questa relazione di equivalenza si indica con Tp M
ed é uno spazio vettoriale reale di dimensione n. La struttura di spazio vettoriale su TpM é indipendente
dalla scelta delle coordinate (U, ®).

by
dim. Dato un vettore a € R", sia ®(P) = ( : ) e consideriamo la curva v, : (—¢,e) — M, definita da

br
Ya(t) = ®71(b + ta), ove € & sufficientemente piccolo. & chiaro che il vettore tangente &

d((I) o 'ya)
dt

d(b+ta)
dt

t=0

a(ve) =

e quindi « e suriettiva.

Due cammini, v e 7/, sono equivalenti in Vp se, e solo se, a(y) = a(y’) e quindi, poiché « & suriettiva,
I’insieme quoziente coincide con R”.

E chiaro infine che, scelte diverse delle coordinate in P, danno luogo a isomorfismi di R™, di matrice,
la matrice jacobiana del cambiamento di coordinate. Sia [y] € TpM e consideriamo due sistemi di
coordinate ® ¢ ¥ su un intorno U di P. Si ha ®(v(t)) = (z1(¢),...,2n(t)) e ¥(y(t)) = (y1(t), ..., yn(t))
ed

aq b1 d d
T .
a‘b(r}/) = ’ Oéq/(’}/) = ) ove a; = 7; 5 = 17 5 bl % 5 = 1a . s 1.
t=0 t=0
an by,
Si ha
Y1 (t) ‘xl(t) n
: oWo P! :
Lo =Ted | oquindi Wil 5 OmieWe T gy dai|
dt =0 =0 axj dt =0
Yn(t) zn (1)
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ove ; ¢ Ii~esima proiezione di R". Si conclude che b = Ja, ove J = Jg(p) (Po®~1) & la matrice jacobiana
del cambiamento di coordinate in P. CVD O

Lo spazio vettoriale Tp M ¢ lo spazio tangente alla varieta M nel punto P. La struttura di spazio
vettoriale ¢ indipendente dalla scelta delle coordinate locali, a ciascuna delle quali resta associata una
base dello spazio tangente. Come nel caso dello spazio R™, i vettori tangenti si possono rappresentare
come derivate direzionali. Se X = [y] € TpM, ed f : U — R & una funzione differenziabile, definita in un

intorno U di P ed ¢ fissato un sistema di coordinate locali in P, con ®(y(t)) = (x1(t), ...,z (t)), si pone
d(f o) ~ df , dx
X(f)= = = -(P) |,
dt =0 i1 8961 dt =0
ove %(P) indica I"i—esima derivata parziale di f o ®~! calcolata in ®(P). Quindi, posto a; = % —o
scriveremo X = >, aia%ﬁ osservando che il vettore tangente B%i corrisponde alla curva ~,;(t) =
®~(te; + ®(P)), ove ey, ..., e, ¢ la base canonica di R™.

I vettori tangenti agiscono come derivazioni sulle funzioni; infatti, se f e ¢ sono funzioni definite in
un intorno di P, ed X € TpM, si ha

(2.2) X(f+9)=X(f)+X(9)
X(fg) = f(P)X(g) + 9(P)X(f)

ed osserviamo che se £ & una derivazione sulle funzioni in P che gode delle proprieta (II1.2.2), allora,
fissato un sistema di coordinate locali (z1,...,z,) e posto a; = £(z;), il vettore tangente X = Y7, aia%i
coincide con £. Ricordiamo che ogni funzione liscia, f, si puo scrivere come

f=fP)+ Z(% zi(P))h;
i=1
ove hi,...,h, sono funzioni lisce. Applicando ¢ e ricordando le proprieta (I11.2.2), si ottiene
§(0) = €SP+ hi(P)(ai—i(P)+ ) J€(ha) (@i (P)=~i(P)) = D _aihi(P) = ) Jaim~(P) = X(f),
i=1 i=1 i=1 i=1 ¢

essendo h;(P) = aifi (P).

Osserviamo che se (x1,...,x,) sono coordinate locali in un intorno U di P, allora gli elementi
8%17 ey % formano una base dello spazio tangente TgM in ogni punto @ € U. Chiameremo campo

di vettori tangenti su U ogni applicazione s : U — [[pc,, TpM tale che s(P) € TpM per ogni P € U.

Ogni campo di vettori tangenti, X, si scrive in modo unico come X = Z?,l ai% ove a; : U — R sono
- 7

funzioni. Diremo che il campo di vettori & liscio (risp. di classe €*) su U, se le funzioni a; lo sono.
I campi possono essere definiti su aperti qualsiasi, imponendo che coincidano nell’intersezione di aperti
coordinati. D’ora in poi con il termine campo di vettori indicheremo, salvo diverso avviso, un campo di
vettori tangenti liscio.

E chiaro che i campi di vettori si possono sommare tra loro e si possono moltiplicare per funzioni
(scalari) su U. Se X ¢ un campo di vettori su U ed f : U — R & una funzione, indichiamo con
X(f) la funzione che in ogni punto P € U ha il valore del vettore tangente Xp calcolato su f, cioe

X(N)(P) = Xp(f)-
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2.3 Definizione. Se X ed Y sono due campi di vettori tangenti su U, la parentesi di Lie, [X,Y],
¢ il campo di vettori che, per ogni punto P € U e per ogni f : U — R, & uguale a [X,Y]p(f) =
Xp(Y(f)) = Yp(X(f)).

Osserviamo che la definizione & ben posta, ovvero che [X,Y]|p € Tp M, per ogni P € U, ovvero che
si tratta di una derivazione centrata in P. Infatti, date due funzioni f e g su U, si ha

[X,Y]p(fg) = Xp(Y(fg)) — YPp(X(f9)) = Xp(fY(9) +9Y (f)) = Yr(fX(9) +9X(f)) =
= f(P)Xp(Y(9) + Xp(f)YP(9) + 9(P)Xp(Y(f)) + Xp(9)Yr(f)—
— f(P)Yp(X(9)) = Yp(f)Xp(9) — 9(P)YP(X(f)) = YP(9)Xp(f) =
= f(P)[X7 Y]P(g) +9(P)[X7 Y]P(f)

In coordinate locali, se X = 37" | ;52 —ed Y =370 b; ax , s ha

X, Y= > (ajaijjamj) . (2.4)

1<i,j<n

Con calcoli diretti si verificano le seguenti proprieta delle parentesi di Lie, 'ultima delle quali & detta
l'identita di Jacobi.

[X,Y] = ~[V, X]

X+ 2,Y]=[X,Y] +[ZY]

X, /Y] = X(f)Y + f[X,Y]

X, [V, Z]) + Y, 12, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Le applicazioni (lisce) tra varieta inducono applicazioni lineari tra spazi tangenti.

2.5 Definizione. Sia f : M — N un’applicazione liscia tra varieta differenziabili. L’applicazione tan-
gente dfp : TpM — TypyN manda il vettore X = [7] nella classe del cammino f o1.

In coordinate locali, (z1,...,z,) in un intorno di P ed (y1,...,%m) in un intorno di f(P), sia
X =31 aige, ove a; = =222 Allora, dfp(X) =1L, bjaiy,-v ove
i =0
b= Miofor)|  _N~0Wiof)| d@ion)| _N~0wiof)|
I dt N Z Ox; dt N Z Ox; -
t=0 i=1 ? P t=0 i=1 ? P

Dunque, I'applicazione tangente dfp non dipende dalla scelta del cammino v ed & un’applicazione lineare

avente matrice rispetto alle basi {%, cee %} e {%, cee dy }, la matrice jacobiana Jgpy(Wo fod®™ b=
6 .
(2yel)] ) cicn
1<j<m

In particolare, osserviamo che I'applicazione tangente ¢ compatibile con la composizione di appli-
cazioni, ovvero d(go f) = dg o df.

Nelle notazioni precedenti, sia g : N — R una funzione liscia. A g si puo associare una funzione
liscia, f*(g), su M, data dalla composizione di g con f. Se X & un vettore tangente ad M in P, si ha

X(f*(9)) = dfp(X)(9), (2.6)

come si verifica con un calcolo diretto.
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Fibrato Tangente. Ciascuno degli spazi tangenti Tp M ad una varieta differenziabile M, ha una naturale
struttura di varietd (essendo isomorfo ad R™, per un opportuno n), e quindi il fibrato tangente TM =
[l pers TpM & una varieta differenziabile ed ¢ ben definita I’applicazione 7 : TM — M che associa ad ogni
vettore X € TpM il punto P. Se (U, ®) € una carta locale su M, di coordinate locali (z1, ..., x,), si ha un

omeomorfismo (y : U x R™ — 77 1(U) che manda la coppia (P,a) nel vettore tangente Z?Zl a; %
2 | p
TpM. Se indichiamo con py : U x R™ — U la proiezione sul primo fattore del prodotto, si ha pyy = wo (y;

ovvero si ha il diagramma commutativo

UxR* —2, T~ Y(U)

o | |=

U J— U
Inoltre, per ogni coppia di aperti coordinati (U, ®) e (V, ¥), si ha il diagramma commutativo

(VAU)xR* —Y— z=L(UNV)

g H

(VNAU)xR* —— =L (U NV)

ove A(P,a) = (P,pp(a)) e op : R® — R™ & un’applicazione lineare invertibile per ogni P € UNV (la sua
matrice ¢ la matrice jacobiana Jp(¥ o ®~1)).

I campi vettoriali sono le sezioni (lisce) del fibrato tangente, ovvero le applicazioni (lisce), s : U —
T M, definite su un aperto U di M, tali che 7(s(P)) = P per ogni punto P € U.

3. Appendice. Prodotto tensoriale, prodotto esterno.

In questa sezione illustreremo alcune costruzioni algebriche su uno spazio vettoriale di dimensione
finita. Queste costruzioni, in seguito, potranno essere applicate alle fibre del fibrato tangente e cotangente,
dando luogo ad ulteriori fibrati le cui sezioni (lisce) saranno importanti nello studio successivo delle varieta
differenziabili. La presentazione che viene fatta non ha né particolare originalita né particolare generalita;
serve solamente a raccogliere una serie di definizioni e costruzioni usate nel seguito, per facilitare la lettura
a chi le incontri per la prima volta. Chi conosce gia queste costruzioni € invitato a saltare queste pagine
ed a consultarle solo nel caso di eventuali differenze nelle notazioni che incontrera nel seguito.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul corpo R(Y). Ricordiamo che lo spazio duale & lo spazio
vettoriale V* = Homg (V,R) ed i suoi elementi sono detti le forme lineari su V. Vi & un’applicazione
bilineare, non degenere, canonica, o : V* x V' — R, definita ponendo £ o v = £(v), per ogni £ € V* e per
ogni v € V. Si ha quindi

(a€+bn)ov=a(ov) +b(nov)  £o(av+bw) = a(€ o)+ b(€ ow)
Eov=0WYWeV & £=0, Eov=0Ve V" & v=0.

Da cio discende un isomorfismo canonico tra V' e V** = Hompg (V*,R), definito associando ad ogni vettore
v € V Papplicazione £ — £ o v, che & un elemento di V**. In questo modo si costruisce un’applicazione
lineare ed iniettiva, V' — V**, che ¢ un isomorfismo, perché n = dimV = dim V* = dim V**.

) Gran parte delle affermazioni che faremo saranno valide per spazi vettoriali su corpi qualunque. L’ipotesi di lavorare

sul corpo reale & posta solo per uniformita con le ipotesi dei capitoli precedenti.
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Data una base V = {vy,...,v,} di V, le si pud associare una base di V*, V* = {v},..., v}, detta
la base duale, definita dalle condizioni v} o v; = ¢;; (simbolo di Kronecker). Se v = z1v1 + -+ + zpv, €
& =a1v] + -+ apv), allora

Z1
Eov=a1z1+ -+ ar, =azx, ovea=(a,...,a,) €T =

Tn

3.1 Definizione. Siano V e W due spazi vettoriali su R. Date due forme lineari £ € V* edn € W*, il loro
prodotto tensoriale & 'applicazione R-bilineare £ ®@n : V x W — R definita da £ @ n(v, w) = ({ov)(now),
per ogni v € V ed ogni w € W. Indicheremo con V* ®@g W* il sottospazio vettoriale dello spazio delle
applicazioni R-bilineari, generato dai prodotti tensoriali degli elementi di V* con quelli di W*.

Dalle definizioni discende che il prodotto tensoriale di due forme lineari, anche appartenenti ad un
medesimo spazio, non ¢ commutativo e che distribuisce rispetto alla somma di forme lineari. Inoltre, &
compatibile col prodotto per costanti reali, ovvero si ha

E+n@A=ERA+1® A, EQA+u) =ERA+ER p, (@) @n=all®n) =@ (an).

Dato l'isomorfismo tra V' e V**  possiamo pensare gli elementi di V' come forme lineari sullo spazio
duale V* e quindi ha senso parlare del prodotto tensoriale di vettori, v ® w, ove v € V e w € W, e dello
spazio vettoriale V ®g W. Data una base V = {vy,...,v,} di V ed una base W = {wy,...,w,} di W,
i prodotti v; @ w;, per ¢ = 1,...,ne j=1,...,m, sono una base di V@ W, e quindi dimV @ W =
(dim V') (dim W).

Per ogni coppia di spazi vettoriali V, W, si ha un’applicazione naturale 7 : VxW — Vg W, definita
da 7(v, w) = v ® w; si pud verificare che si tratta di un’applicazione bilineare. Il prodotto tensoriale gode
della seguente proprieta universale.

3.2 Proposizione. [proprieta universale del prodotto tensoriale] Siano V' e W due spazi vettoriali reali
esiaT: VxW — V ®@g W, Iapplicazione bilineare definita da 7(v,w) = v ® w. Allora, per ogni
spazio vettoriale reale Z ed ogni applicazione bilineare, g : V x W — Z esiste un unico omomorfismo
¢:VRW — Z tale che g=¢or.

dim. Siano V = {vy,...,v,} una base di Ve W = {wy,...,w,,} una base di W, ponendo ¢(v; @ w;) =

g(v;,w;), perognii = 1,...,ne j =1,...,m, si definisce un unico omomorfismo ¢ : V@ W — Z e,
per la bilinearita di 7 e ¢, si conclude che g = ¢ o 7, perché cio & vero per ogni coppia di elementi di
base. CVD ]

Osserviamo a margine che, dare un’applicazione bilineare, g : V x W — Z, ¢ equivalente a dare
Pomomorfismo, V' — Homg (W, Z), che associa al vettore v € V' Papplicazione w — g(v,w), e che questa
corrispondenza determina un isomorfismo tra lo spazio vettoriale delle applicazioni bilineari di V' x W
su Z e lo spazio degli omomorfismi di V' su Homg (W, Z). Quindi la proprietd universale del prodotto
tensoriale ¢ equivalente all’isomorfismo

Homg (V @r W, Z) = Homg (V, Homg (W, Z)) = Homg (W, Homg (V, Z)). (3.3)

Osserviamo infine che questo isomorfismo determina, a meno di un unico isomorfismo, il prodotto tenso-
riale V ®@g W e ’applicazione bilineare 7 : V x W — V ®r W; e inoltre implica l'esistenza dell’isomorfismo
canonico V@ W — W ® V, definito da v ® w — w ® v.

Vogliamo dimostrare ora alcune proprieta del prodotto tensoriale. Osserviamo subito che la dualita
tra spazi vettoriali si trasporta ai prodotti tensoriali, ovvero che, dati due spazi vettoriali, V e W, ed i
loro duali, V* e W*, si hache V®@W e V* ® W* sono in dualita, tramite 'applicazione bilineare, non
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degenere, definita da (vQw, v* @w*) — (vov*)(wow*). Mettendo insieme questo isomorfismo e (111.3.3),
nel caso in cui lo spazio Z sia il corpo di base, R, si ottengono gli isomorfismi

V* @ W* = Homg (V ®@r W, R) = Homg (V, Homg (W, R)) = Homg (V, W*),
e, ponendo lo spazio vettoriale W in luogo di W*, possiamo concludere con 'isomorfismo
V* @r W = Hompg (V, W). (3.4)

L’isomorfismo precedente si puo esplicitare, osservando che al prodotto tensoriale v* ® w corrisponde
lomomorfismo x — (v* o z)w ed estendendo questa corrispondenza per linearita.

Mettendo insieme (II1.3.4) e (I11.3.3), possiamo ottenere la cosiddetta proprieta associativa del
prodotto tensoriale, ovvero 1’isomorfismo

(Vor W) ®r Z = Homg (V* @r W*,Z) =2 Homg (V*, Homg (W*, Z)) =
>V @gr Homg (W*, Z) 2V Qg (W Qg Z).

Grazie a questo isomorfismo scriveremo V Qg W ®g Z, senza preoccuparci di specificare quale dei due
prodotti venga eseguito per primo. Piil in generale, scriveremo V®" per indicare il prodotto tensoriale di
r copie dello spazio vettoriale V.

Oltre al prodotto tensoriale di spazi vettoriali, si puo definire anche il prodotto tensoriale di omo-
morfismi, nel modo seguente. Dati ¢; € Hompg (Vi,W7) e ¢o € Hompg (Va, Ws), consideriamo le due
applicazioni bilineari canoniche o : Vi3 x Vo — Vi @ Vo e 7 : Wi x W — W7 ® Wy, L’applicazione
composta, T o (¢1 X ¢3), definita da (v1,v2) — T(¢1(v1), d2(v2)) = ¢1(v1) @ P2(v2), & un’applicazione
bilineare e quindi, per la proprieta universale del prodotto tensoriale, esiste un’unico omomorfismo
D1 ® Py 1 V1 ® Vo — Wi ® Wy tale che (¢1 ® ¢2) o o(vi,v2) = 7(¢1(v1), d2(v2)) per ogni coppia di
vettori (vi,ve) € Vi x Va; questo omomorfismo ¢ il prodotto tensoriale dei due omomorfismi ¢ e ¢, e si
ha ¢1 ® ¢a(v1 @ v2) = ¢1(v1) ® P2(v2).

Lasciamo al lettore il compito di verificare che la definizione data del prodotto tensoriale di due
omomorfismi ¢ compatibile con gli isomorfismi

Hompg (Vi, W) ® Homg (Vo, Wo) 2 V" @ W) @ Vo' @ Wy =
=V @ Vy @ Wy @ Wa = Homg (Vi ® Vo, Wh @ W),

dedotti da (II1.3.4) e dalla proprieta associativa del prodotto tensoriale.

Osserviamo da ultimo che, come lo spazio vettoriale delle applicazioni bilineari da V; x V5 su Z
coincide con Homg (Vi ® Vo, Z), cosi lo spazio delle applicazioni r—lineari da Vi X -+ X V,. su Z coincide
con Homg (V1 ® --- ® V,., Z). La verifica si puo fare per induzione, ricordando che 'affermazione ¢ vera
per 7 = 1,2 ed osservando che, dare un’applicazione (r + 1)-lineare da Vi x --- x V,11 su Z, significa
dare un omomorfismo da V; nello spazio delle applicazioni r—lineari da Vo x --- x V.41 su Z. Applicando
(I11.3.3), l’ipotesi induttiva e la proprieta associativa del prodotto tensoriale, si conclude che I'insieme
delle applicazioni (r + 1)-lineari ¢

Hompg (Vi,Homg (V2 ® -+ - ®@ Vi41,Z)) 2 Homp (V1 @ - - @ Viq1, Z),

che completa la verifica per induzione.

3.5 Definizione. Consideriamo ora uno spazio vettoriale reale V' ed il suo duale V*. Dati due numeri
interi non negativi, 7 e j, chiamiamo tensore di tipo (i,7) qualsiasi elemento (non nullo) dello spazio
vettoriale T} (V) = V¥ @ V*®7_ Si porra inoltre, T§ (V) = R, T5(V) = V&' e TY(V) = V*&7.

Si chiama Algebra tensoriale su V' la somma diretta

T(V) = P TI(V),

4,520
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ove il prodotto e il prodotto tensoriale degli elementi.
Qualsiasi elemento di T'(V') sara detto un tensore e si scrivera come somma finita di elementi dei
sottospazi T;(V); tali elementi saranno le componenti omogenee del tensore dato.

Un tensore omogeneo « € T7 (V') si pud pensare come un’applicazione (r + s)-lineare

a:Vix - . xV*xVx---xV—=R.

r—copie s—copie

Fissata una base, V = {v1,...,v,}, di V e la base duale, V* = {v!,...,v"}, di V*, il tensore « si scrivera
come

Zajl...jzvil PR ®vir ®U]1 Q- ®'UJ57

ove gli indici 43 ...%,,j1 ... js variano tra 1 ed n. L’applicazione multilineare corrispondente ¢
* * i1...1 * * j s
(T, T Y1y Ys) E ajl...f;(”il oxy) (v, ox)(v oyy) - (v7° oys).

Ad esempio, un’applicazione bilineare g : V' x V' — R corrisponde al tensore g = Z gijvi Rv €
1<i,j<n

T)(V), ove gij = g(vi,v;). In particolare, g € V* @ V* = Homg (V,V*) (cf. IIL.3.4) e quindi g pud
essere identificato con I'omomorfismo ¢, : V' — V*, definito da ¢4(x) = 3, <, i<, 9i5(v" 0 )07, ovvero
Papplicazione che manda il vettore x € V nella forma lineare y — g(x,y). Osserviamo che g & non
degenere se, e solo se, ¢4 ¢ un isomorfismo.

Supponiamo ora di aver fissato un’applicazione bilineare non degenere g su V ed osserviamo che
possiamo usare ¢, per modificare i tensori omogenei, “innalzando ed abbassando gli indici”. Sia g come
sopra e consideriamo, ad esempio, il tensore

o= Z agjvi®vj®vT€T21(V).

1<ijr<n

Il tensore ‘ ‘
o= D at @ @) € TH(V),

1<i,j,r<n
& ottenuto da « per abbassamento dell’indice r. Infatti, si ha

o= Y ajt @0 ®ey(v,) =

1<d,j,r<n

Z a:jvi ® v’ ® Zgrsvs =
S

1<i,g,r<n

= > ([ Dlalgs | vier @ =

1<4,5,s<n T

Z bijsv' ®@ v @ 0%,

1<i,j,s<n

T
ove b;;s = g a;;Grs-

T
Analogamente, diremo che il tensore

o = 37 aptes (V) o e THV),

1<i,j,r<n
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' = Z g"/v; ® v; & il tensore corrispon-
| 1<ig<n

dente a ¢, ' € Homg (V*,V) 2V @YV, e quindi i coefficienti g/ sono le entrate dell'inversa della matrice
(grk)1<h,k<n, s ha

& ottenuto da « per innalzamento dell’indice j. Infatti, se g~

o= )t @) @, =

1<ijr<n
o r o1 it .
= g a;v'® E g | ®@v, =
1<ijr<n t

r gt 7
g E aijgj V'R v v,
1<i,t,r<n J
= E &' @ vy @ vy,

1<it,r<n

tr __ r _jt
ove ¢; = E aijg .
J

Due tensori si dicono fisicamente equivalenti se sono uguali, oppure si ottengono 'uno dall’altro con
un numero finito di operazioni di innalzamento e abbassamento di indici.

Nello studio delle varieta differenziabili e utile considerare 1’algebra tensoriale costruita sullo spazio
tangente. Per poter confrontare le diverse scritture di un tensore rispetto a diversi sistemi di coordinate
locali ¢ utile conoscere come si modifica ’espressione di un tensore attraverso i cambiamenti di base dello
spazio vettoriale.

Fissata una base, V = {v1,...,v,}, di V e la base duale, V* = {vl ... 0"}, di V*, il tensore
a € T7 (V) si scrivera come

72 L , nNg...0u
a = a; S @ @V, @UT R QU

ove gli indici iy ...4p,J1...Js variano tra 1 ed n. Siano W = {wy,...,w,}, una base di V e W* =
{wl,...,w"} la base duale di V*; lo stesso tensore a € T7 (V) si scrivera come

b, @ @un, @wh @ @ wh,
Vogliamo scrivere le relazioni esistenti tra i coefficienti aﬁz e bzll,}: Per fare cio, consideriamo la
matrice di cambiamento di base P = (p§)1§i7j§n = ayw(1l). Cio significa che v; = Zipgwi, per
j=1,...,n. Passando alle basi duali, consideriamo la matrice P! = (q;hgi,jgn = tays (1), essendo
w! = Zipgvi, perj=1,...,n.

Si ha quindi

o= E ai v ® @, @V Q- QU

_ i1 ha h g1, k1 e s ka
=D Aty Y pwn @@y plrwn, © ) gl - ® ) qlw
h1 hy k1 ks

hi...hy 2 ks
:Zbki...kswm@"'@wm@w 1R @uw',

ove
hi...h. _ Q1.4 h1 R J1 s
by k! = E: i gsPiy Py Ty Ty

s
i1yl dis
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Per questo motivo si dice anche che un tensore di tipo (7, ) ha ¢ componenti covarianti e j componenti
contravarianti e si capisce perché si siano differenziati gli indici posti in basso da quelli posti in alto nella
scrittura del tensore.

Ci occuperemo ora dell’algebra esterna associata ad uno spazio vettoriale V. Prima di dare le
opportune definizioni, introduciamo alcune notazioni sui multiindici che ci serviranno nel seguito.

Siano A e B due insiemi ed indichiamo con A* il prodotto cartesiano A x - - - x A (k fattori). Dati una
funzione f : A* — B, un elemento = = (z1,...,2,) di A" ed una funzione I : {1,...,k} — {1,...,n},
scriveremo f(zy) per indicare f(@ray, .-, LE[(k)) e diremo che I & un multiindice di ordine k.

Introduciamo ora un po’ di notazioni relative ai multiindici.

Se m & un numero naturale, indicheremo con 3, l'insieme delle permutazioni su n oggetti, ovvero

Pinsieme delle funzioni biunivoche o : {1,...,n} — {1,...,n}. Questo insieme & un gruppo rispetto alla
composizione di funzioni. Per ogni o € ¥,, indicheremo con sgn ¢ la segnatura di o, ovvero —1 elevato al
numero di scambi necessario a porre gli elementi o(1),...,o(n) nell’ordine naturale.

Dati due numeri naturali n > k, indicheremo con £ I'insieme delle funzioni (strettamente) crescenti
I:{l,...;k} = {1,...,n}. Ser>n>k,ed [ € #F ed I' € #", la funzione composta I’ o I appartiene
ad Ik

Date due funzioni I : {1,...,h} — {1,...,n} e J: {1,...,k} — {1,...,n} (non necessariamente
crescenti) si definisce la funzione

IVJI:{l,.. htk}—{1 } do 1v J(x) = { 1 selswsh
{1, ..., —A{1,...,n}, onendo x) =

P Jx—h) seh+1<z<h+k
Sele s Je #F eimINimJ = @ (e quindi n > h+ k), esiste un’unica permutazione, o € £, 4, tale
che (IVJ)oo € #I*F In tal caso, scriveremo sgn(I Vv J) per indicare sgn . In particolare, se n = h+k,
allora IV J € Xj41 e le due definizioni della segnatura coincidono. Si puo verificare che si ha

sgn(IVJ) = (—1)"*sgn(J Vv I). (3.6)

Date I € f}fﬁ%, J e ff+k, I e fﬂ}ifkkw K e f}lH_kH, conimI’'NimK =@ edimINimJ = & si ha

sgn((I'o 1)V (I'o J)V K) =sgn(IV J)sgn(I' vV K).

Datal € ]}?4-1@ esiste un’unica funzione ¢l € ff+k, tale che Vel € ¥p 4. La corrispondenza c : f,ﬁ_k —
J,ﬁk & biunivoca e si ha cel = I,
Infine, date I € f;ﬁk ed I € J}?fkkﬂ, si ha che (I; 0lp) V (Iy0cly) Vel € Xkt €

sgn((Iy o Ip) V (I1 ocly) Vely) =sgu(ly V cly)sgn(ly V cly). (3.7)

3.8 Definizione. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su R. Per ogni intero k, 2 < k < n,
indicheremo con A*(V*) Dinsieme delle applicazioni multilineari, alternanti, A : V¥ — R. Porremo
inoltre, A°(V*) = R, AL(V*) = V* e Diremo che A € A¥(V*) & una k—forma alternante su V.

Ciascuno degli insiemi A*(V*), k =0,...,n & uno spazio vettoriale su R, di dimensione (Z), perché,
fissata una base v1,...,v, di V, un’elemento A € A¥(V*) & completamente determinato dai suoi valori
sulle k-uple, vy = (vi(1y, ..., Vi(k)), al variare di I € /,’f, e tali valori, fissati ad arbitrio, determinano una
ed una sola \.

k
N
() Lasciamo al lettore il compito di verificare che sgn(I Vcl) = (—1)21':1 v 7
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3.9 Definizione. Date due forme alternanti, A € A"(V*) e u € A*¥(V*), si definisce il loro prodotto
esterno, A A\ p ponendo

AN (T, o Tpg) = Z sgn(I V e)A(zr)p(zer).

h
Tes

Osserviamo che A A g € A" #(V*) ed il prodotto esterno gode delle seguenti proprieta
pAXN=(=1)""X A p per ogni A € AR(V*), e u e AF(V*);

A+MN)YAp=AAp+ N Ap, per ogni A\, N € AM(V*) e pe AR(V*);

(aX) A= A A (ap) = a(A A ), per ogni A € A"(V*), p € A¥(V*), a € R;

e AAp)Av=AA(uAv), perogni A€ AMV*), ue AF(V*), v e AL(V*).
Cominciamo col verificare che A A pu € AM*(V*). Sia @ = (21,...,2p41) e, fissata una permutazione
0 € Xhik, sia o = (To(1)s - - > To(htk)) Allora
AN p(zy) = Z sgn(lV cl)M@oor)(Toocer)-
Iegp

Detto I’ I'unico elemento di .#)", , tale che im I’ = im(o o I), allora imcI’ = im(o o ¢I) e ci sono due
permutazioni, oy ed ao che riordinano I'immagine di 0 o I e di 0 o ¢I. Dunque (sgn ay)(sgn as)sgn(I’ v
cl’) = (sgno)sgn(I V cl) perché entrambe queste permutazioni riordinano (o o I) V (¢ o ¢I); e inoltre,
AMZoor) = (sgnan)A(xy) € p(@gocr) = (sgnag)p(zer). Si conclude che

AN u(zs) =sgno Z sgn(I’' VeI )Nz )p(zer) = sgno A u(z).

h
I'esy

Passiamo ora a verificare le proprieta del prodotto esterno. Per quanto visto in (I11.3.6), sgn(cIVI) =
(=1)"* sgn(I Vv cI), qualunque sia I € .Z)", ;. Quindi si ha

A XNz) = Z sgn(J Ve p(x )M (zey) = Z sgn(cl V DXz p(zer) = (1) XA p(z).

K F
Jesy Ies

La distributivita del prodotto esterno rispetto alla somma e la sua compatibilita col prodotto per
costanti ¢ immediata. Resta da verificare la proprieta associativa.
Ricordando la (I11.3.7), si ha

AAp)Av(z) = Z sgn(IVel)AA p)(xpn)v(zer) =

h+k
IE]}LJrkJrL

Z Z sgn( Vel)sgn(J V eJ)MN@rog) (@ rocs )V (Ter) =

h+k h
IE‘]):-HCH Je]iLLJrk

= Z Z sgn((IoJ)V (Ioced)Ve)Mxros)pu(Trocs)V(xer).
Teghtk Jesl

h+k+1 h+k
Analogamente
AN (pAv)(x) = Z sgn(I" VeI )Nz ) (p Av)(zer) =

IlEﬂh’?}kﬂ

= Y > sen(I'vel)sgn(J'V ed N @) iz eror v (Teroer) =
resph L Jesk,

= Z Z sgn(I’' V (cI' o J') V (cI' o cI )X @ ) p(Terrog )V (Terrocsr)-
I/ej}?+k+l JIEJ:#»Z
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Il numero degli addendi nelle due somme ¢ lo stesso e, fissata una coppia di indici I, J come sopra, esiste
un’unica coppia (I’, J') tale che I' = IoJ e IocJ = ¢I’oJ’; in tal caso, necessariamente si ha ¢l = ¢l’ ocJ’
e quindi le due somme coincidono.

Sono cosi dimostrate le proprieta del prodotto esterno.

Sia data una base v, ..., v; di V*. Osserviamo che, in base alle definizioni date, v} Avi : V xV — R
¢ applicazione bilineare alternante che manda la coppia (71, 72) su (v} 0ox1)(v) ox2) — (v] ow2)(viox1) €
quindi si tratta di un’applicazione non nulla [vale 1 sulla coppia (v;,v;)]. Se consideriamo le coppie v} Av}
per 1 < i < j < n, @ facile verificare che si tratta di una base di A?(V). Infatti, data un’applicazione
bilineare alternante, g : V x V' — R, e posto g;; = g(v;,v;), per 1 <i < j <n, si ha che

gz y) = Y. g0 Avj(x,y)
1<i<j<n
per ogni coppia (z,y) € V x V e inoltre, i prodotti v} A vy per 1 < i < j < n, sono linearmente
indipendenti, perché
Z bijvi Nvj =0 implica 0= Z bijvi A} (Vigs vj,) = bigjo
1<i<j<n 1<i<j<n

qualunque siano 1 < g < jg < n.
Analogamente, se consideriamo le forme v} = ”;(1) ARRRWAY v;( k) al variare di I € .Z¥. si verifica che,

presa una k-upla di vettori = (x1,...,2;) in V¥, si ha
vi(z) = Y sgno(vigy 0 Te) - (Vi) © Tor)-
cEX
Lasciamo quindi al lettore il compito di dimostrare

3.10 Proposizione. Notazioni come sopra. Le forme vi = v}(l) ANRRRIVAY ’U;(k), al variare di I € ZF,
formano una base di A*(V*).
Possiamo quindi dare la seguente

3.11 Definizione. Lo spazio vettoriale
AV =P AV,
i=0

dotato del prodotto esterno, & un’algebra (associativa) su R, detta l’algebra esterna su V*.

Dato 'isomorfismo canonico, V' = V** possiamo considerare I’algebra esterna A(V), fatta dalle ap-
plicazioni multilineari alternanti su V*. Osserviamo che ¢’e¢ un’applicazione k-lineare, alternante, canonica
w2V x-- x V. — A¥(V), che manda (z1,...,2%) su 1 A--- Az (per k = 1, m ¢ lidentita di V).
Vogliamo dimostrare la seguente

3.12 Proposizione. [Proprieta universale del prodotto esterno] Sia V' uno spazio vettoriale di dimen-
sione n e k un intero compreso tra 1 ed n. Per ogni spazio vettoriale W, ed ogni applicazione k-lineare,
alternante, D : V x --- x V. — W, esiste un unico omomorfismo ¢ : A¥(V) — W tale che D = ¢ o 7y,
ovvero sia commutativo il diagramma

Vx.--.xV w
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dim. Fissata una base vy,...,v, di V, si pone ¢(vyy A -+ Avpy) = D(viy, ..., vim)), al variare
di I € #F. In tal modo & definito univocamente I'omomorfismo ¢ [cf. Proposizione I11.3.10]. Le due

applicazioni k-lineari alternanti, D e ¢ o 7y, coincidono sulle k-uple vy, al variare di I € ¥, e quindi
coincidono su tutti gli elementi di V- x --- x V. CVD O

Da questa Proposizione discende che l'insieme delle applicazioni k-lineari alternanti di V' x .- x
V su W coincide con lo spazio vettoriale Hom (A*(V),W). In particolare, si conclude che AF(V*) =
Hom (A*(V),R) e quindi ¢’® una dualita canonica tra A¥(V') e A¥(V*). In tale dualita, se 27, ..., 2} sono
vettori di V* ed y1,...,yx sono vettori di V, si ha

(@I A Aap)o (i A Age) = (2T A Axg) (- yn) =
(3.13) = Z sgn o (] 0 Yo(1)) -+ (Th © Yo(r)) = det(z] o y;).
ceXy

In particolare, se v1,...,v, € v7,...,v;, sono basi duali di V' e V*, le forme vy;y A---Avpp) e ”3(1) A A

VU ry» 8l variare di I, J € Zk . sono basi duali di A*¥(V) e AF(V*), rispettivamente. Conseguenza di cio,

no

possiamo affermare che i vettori xy, ...,z sono linearmente indipendenti se, e solo se, z1 A - -+ Az # 0.
Vediamo ora un’altra conseguenza della proprieta universale.

3.14 Proposizione. Sia ¢ : V — W un’applicazione lineare. per ogni k = 0,...,n esiste un unico
omomorfismo A¥(¢) : A¥(V') — AF(W) tale che, per ogni k = 1,...,n, sia commutativo il diagramma
Vx.-xV Ox X0 Wx- - xW
Tk Tk
AR(V) MO - AR (W)

e l'applicazione A(¢) : A(V) — A(W), ottenuta sommando gli omomorfismi A*(¢), sia un omomorfismo
di algebre.

Inoltre, dati due omomorfismi, 1) : U — V e ¢ : V. — W, si ha A¥(¢ o p) = A*(¢) o A¥(v)), per ogni
k=0,...,n.

dim. Se k = 0, si pone A°(¢) uguale all’identita sul corpo di base. A'(¢) & necessariamente uguale a ¢.
Inoltre, se k > 2, I'applicazione composta |/ x ... x V/ $xxd Wx.--xW —=, AR(W) ¢ k-lineare
ed alternante. Quindi, per la proprieta universale, esiste un unico omomorfismo A*(¢) : A¥(V) — A*(W)
che renda commutativo il diagramma. Le rimanenti affermazioni discendono direttamente da quanto

visto. CVD 0

Sia ¢ : V. — W un omomorfismo e fissiamo le basi V = {vy,...,v,} di Ve W = {wy,...,wy,} di W.

Sia ¢(v;) = >i", ajyw;, per j =1,...,n, ed indichiamo con A = (a;;) 1<i<m = ayw(®), la matrice di ¢
1<j<n

rispetto alle basi date. Data J € #F, si ha
A¥ @) () A Aogy) = ) A A ) =

m m
ZE: @iy, J(1) Wiy A"'”\ZEI Qi J (k) Wiy, =

i1=1 ip=1

= E Qiy,J(1) * " Qi J (k) Wiy N -+ A Wwj,
11,50k



II1 §.3 Appendice. Prodotto tensoriale, prodotto esterno. 53

Ricordando che il prodotto esterno di vettori cambia di segno scambiando 'ordine di due fattori e che si
annulla se i fattori sono linearmente dipendenti, si conclude che

A @) (wsay A Avgay) = Y ( > (sgno)aroy. i - af(a(k»,J(k)) wray A AWy

IGKV# ceXy

Dunque, rispetto alle basi { vy N AU | J € JT’f} di A¥(V) e { Wiy A AWk | Iegk } di
AF(W), la matrice di A*(¢) ha come entrate i minori di ordine k della matrice A.
In particolare, se ¢ : V' — V & un endomorfismo, si ha

A" (D) (v1 A= ANwy) = (det p)vy A+ Ay, (3.15)

Ricordando la dualita tra A¥(V) e A¥(V*), data un’applicazione lineare ¢ : V — W e la sua trasposta
" : W* — V* si ha A¥(¢)* = AF(¢*). Infatti, 'applicazione trasposta, ¢*, & determinata dalla
condizione ¢*(x*) oy = x* o ¢(y), per ogni z* € V* e per ogni y € V. Dati x1,--- , 2 € V*ed y1,..., 4k
in V, si ha (cf. I11.3.13)

Z sgn o (¢"(x1) © Yo(1)) -~ (7 (2k) © Yo (k) =

oEY

= Y seno(@} o b(yem)) - (7h © 6(Yo(r)) =
oEYX

= (2} Ao Aap) o AR(@)(yr A= M)

AM@ ) (@T A Ag) o (yr A A)

Ricordando la formula (I11.3.15), si deduce da quanto visto che det ¢* = det ¢ per ogni endomorfismo
o:V—-V.

Ricordiamo che, fissare un’applicazione bilineare non degenere, g : VxV — R (ad esempio il prodotto
scalare su R") determina un isomorfismo tra V e V* e quindi tra A*¥(V') e A¥(V*). In particolare, si ottiene
cosi un’applicazione bilineare non degenere A*(V) x A*¥(V) — R, definita dalla posizione

(Vi A Avg,wi A - Awy) — det(g(vi, w)))1<i,j<k-

Se V. =R" e g ¢ il prodotto scalare (che rende ortonormale la base canonica, £ = {e1,...,e,}), la base
er =ery N Aeppy di A*(R™) diviene una base ortonormale per questa applicazione e si pud definire
la norma degli elementi di A¥(R"™). Quindi, se vy A--- A vy = > re.sk arer, il coefficiente a; ¢ il minore
estratto dalle righe I(1),...,I(k) della matrice che ha come colonne le coordinate dei vettori Viyeen, Uk
(rispetto alla base canonica) e si ottiene l'identita

or A= Avg]|? = det(v; - vj)1<ij<k = Z a?
Ie gk

che generalizza l'identita di Lagrange in dimensione 3.

Sia ora fissata una base V = {v1,...,v,} dello spazio V. In tal modo resta fissato I’isomorfismo
v : A"(V) - R, che manda v; A --- A v, su 1. Quindi, per ogni k tra 0 ed n, possiamo definire
un’applicazione bilineare

AF(V) x AP F(V) —— AMV) —Y - R

componendo v col prodotto esterno, (A, p) — v(AAp). Sitratta di una dualita, ovvero di un’applicazione
bilineare non-degenere, tra i due spazi; infatti, ogni elemento A\ € A*¥(V) si scrive come

A= Z arvry N AU
Iesk
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e, se uno dei coeflicienti ¢ diverso da 0, sia ay,, allora si ha
VNN Vergy A AN Vergm—ky) = sgn(lo V clp)ar, # 0.

Dunque, lo spazio vettoriale A*(V) & in dualita sia con A¥(V*) (cf. I11.3.13) che con A"~*(V). Si ottiene
in questo modo un isomorfismo § : A*(V*) — A"7*(V) che manda vj,) A - A vj, sullelemento
sgn(IV cI)ver1y A+ AVer(n—r), al variare di I in Z¥.

Se si fissa su V' un’applicazione bilineare, simmetrica, non degenere, g : V' x V' — R, resta associata
a questa un isomorfismo, ¢, : V' — V*, che abbiamo gia considerato quando parlavamo di innalzamento
ed abbassamento degli indici di un tensore. Resta cosi definito I'isomorfismo composto

(3.16) Ak(V) A*(¢g) Ak(V*) s A"_k(V)

che prende il nome di operatore * di Hodge e si indica con *u 'immagine di una forma p € A*(V). In
particolare, se esiste una base ortonormale, V = {vq,...,v,}, per g, si ha

*vray A Avrgy = sgn(l vV el)veray A A Ver(n—k)s

al variare di I in ZF, e xx u = (—=1)*=K)y per ogni p € A¥(V).

Consideriamo il caso particolare in cui n = 3 e la base data e ortonormale per un prodotto scalare
fissato su V. Questo prodotto scalare determina I'isomorfismo, ¢, : V' — V*, che manda ordinatamente
la base data sugli elementi della base duale. Considerando gli isomorfismi definiti sopra, si ottiene, per
composizione con ’applicazione bilineare alternante canonica,

VxV 25 A(V) —— AY(V)=V

un prodotto V' x V' — V che coincide con il prodotto vettoriale (v,w) +— v x w. Lasciamo al lettore
la verifica di quest’ultima affermazione e le sue possibili estensioni a dimensioni maggiori. Il lettore
particolarmente interessato alle applicazioni alla Fisica, dovrebbe imparare a calcolare 'operatore di
Hodge nel caso in cui (V] g) sia lo spazio di Minkovsky (esercizio!).

3.17 Prodotto Contratto. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Tramite il prodotto
esterno e la dualita tra le algebre A(V) e A(V*), possiamo definire un’azione degli elementi di un’algebra
sull’algebra duale. Siano A* € A"(V*) e u € A¥(V), con k > h, il loro prodotto contratto (a sinistra) &
'elemento A* x pu € A*="(V), definito dalle condizioni(?)

a*o (N xp)=(a" AX")opu) per ogni o € AFh (V).

Se, invece h > k, si pone \* x p = 0.

Distribuendo le somme dei termini omogenei (o ricordando che la dualita tra le componenti omogenee
si estende ad una dualita tra A(V) e A(V*)) si definisce il prodotto contratto (a sinistra), £* xn € A(V),
tra & € A(V*) ed n € A(V), per cui vale ancora la relazione a* o (£* x 1) = (a* A £*) on, per ogni
a* e A(V*).

Si puo dare un’analoga definizione del prodotto contratto (a destra) £* x n € A(V*), tra & € A(V*)
ed n € A(V'), imponendo le condizioni (£* X i) o v = £* o (n A ), per ogni a € A(V).

Fissata una base, V = {v1,...,v,}, di V e la corrispondente base duale di V* restano determinate le
basi Vi = { vi = vy A+ Avggy | 1€ ZF} Vi={vj|T€#F}, k=1,...,n, di tutte le componenti
omogenee dell’algebra esterna A(V) e della sua duale A(V*). Per descrivere il prodotto contratto degli

) La definizione ¢ quella di Bourbaki, ma non sono riuscito a trovare tra i molti simboli del TEX, quello ivi usato per
il prodotto contratto. Il simbolo che uso permette comunque di affermare in modo analogo che il fattore posto nel lato

“aperto” del simbolo di prodotto agisce sugli elementi dell’algebra duale.
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elementi di queste basi, introduciamo una nuova notazione sui multiindici. Siano H € .4 ¢ K € #F, con

im H C im K, ed indichiamo con K ~ H I'unico elemento di .#*~" tale che im(H V (K ~ H)) = im K (ad

esempio, data I € #* sihacl =id~ I, oveid: {l,...,n} — {1,...,n} indica 'applicazione identica).
Dati quindi gli elementi di base vi; € A*(V*) e v € AF(V), si ha

0 se imH ¢ imK

3.18 Vi XUk =
(3.18) 7R { sen((K ~ H)V H)vg g altrimenti

Dato un elemento z € A(V), indichiamo con A, : A(V*) — A(V) lapplicazione definita da A, (w*) =
w* X z, per ogni w* € A(V*).

3.19 Elementi puri. Un elemento w € A*(V) si dice puro se esistono k vettori z1,...,x, € V tali che
w=1z1 A+ Ax. Ovviamente, ogni elemento di A'(V) o di A*(V) (se n =dimV) ¢ puro. La domanda
se un elemento sia puro diventa interessante per le altre componenti omogenee dell’algebra esterna.

Sia W un sottospazio di dimensione k£ di V' e sia wq, ..., wy una sua base. Al sottospazio W possiamo
associare I’elemento (puro) wy A --- A wg € A¥(V) ed osservare che il sottospazio (w; A --- A wg) non
dipende dalla scelta della base di W; infatti, se y1,...,yr € un’altra base di W i due elementi w; A

- Awg ed y1 A - A yg si ottengono 'uno dal’altro moltiplicando per il determinante della matrice di
cambiamento di base e quindi generano lo stesso sottospazio di A*(V). In questo modo, ad ogni sottospazio
di dimensione k di V, possiamo associare un punto dello spazio proiettivo P(A*(V)). Mostreremo che
c’e una corrispondenza biunivoca tra sottospazi di dimensione k£ di V' e sottospazi generati da elementi
puri di A*¥(V) e che i punti corrispondenti dello spazio proiettivo sono le soluzioni di opportune equazioni
algebriche (omogenee).

Andiamo quindi a caratterizzare gli elementi puri di A¥(V'). Dato un elemento w € A¥(V), chiamiamo
W,, il minimo sottospazio, W, di V tale che w € A*(W) (esiste, perché A* (W) N A* (W) = AR(W, N Ws)
per ogni coppia di sottospazi) ed osserviamo che dimW,, > k e w & puro se, e solo se, dimW,, = k. La
seguente Proposizione caratterizza gli elementi puri.

3.20 Proposizione. Sia 0 # w € A*(V).

(a) Wt={v'eV*|v'xw=0}.

(b) Sia A, : A(V*) — A(V) P'applicazione definita da \,((*) = (* X w, per ogni ¢* € A(V*). Allora
W, = /\w(Ak_l(V*))'

(c) w & puro se, e solo se, ((* x w) Aw = 0 per ogni (* € AF~1(V*).

dim. (a) Sia vi,...,ve una base di Wy, vgy1,...,v, dei vettori che la completano ad una base di V', a cui
corrisponde la base duale v],...,v} di V*. Per la definizione di prodotto contratto, se j =¢+1,...,n,
si ha vf xw = 0 e quindi W C {v* € V*|v* xw=0}. Laltra inclusione & una conseguenza di (b);
infatti, supponendola vera, dato v* € V* con v* x w = 0, e preso comunque ¢* € A¥~1(V*), si ha

v o (" xw) =W AC)ow= (=1 (" Av)ow=(-1)f"1("o (v xw)=0

e quindi v* € W, data I’arbitrarieta di ¢*.
(b) Dato v}, con j =£+1,...,n, e preso comunque ¢* € A* 1 (V*), si ha v} o ((* xw) = (V] A(*)ow =
0, perché w € A*({vq,...,v0)). Se ne deduce che \,(A*~1(V*)) € W,. Per concludere & sufficiente
dimostrare che (vf,...,v}) N A, (AF=1(V*))L = (0), perché cio implica dim(A\, (A*"L(V*)L) <n—Le
quindi dim A\, (A¥=3(V*)) > £ = dim W,,,.

Sia dunque v* = a0} + -+ + apv; # 0. Per il Lemma di Scambio, possiamo sostituire il vettore v*

ad uno dei vettori della base di (v],...,v}), e supponiamo, per fissare le idee, che sia vj. Consideriamo
quindi la nuova base wy,...,w; di V* e la sua base duale wy, ..., w, di V ed osserviamo che si ha ancora
W, = (wy,...,we) e Wt = <w2‘+1, . ,w;“l> Per la minimalita del sottospazio W, esiste un multiindice,

I € 7F, tale che I(1) = 1 e w} ow # 0. Preso il multiindice J € .#F~*, definito da J(x) = I(z + 1), per
r=1,...,k—1,si ha

v¥o (Wi xw)=wlo(wixw)=(w] ANwj)ow =wrow #0;
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e quindi v* ¢ A\, (A¥=1(V*))L. Larbitrarieta della scelta di v* permette di concludere la dimostrazione
di (b).

(c) Se w & puro, dimW,, = k e A¥TL(W,,) = (0) per cui, qualunque sia ¢* € A¥=1(V*), in base a ((b),
si ha (¢* x w) Aw € A**L(W,) e si conclude. Viceversa, se £ > k, si ha una dualitd (non-degenere)
ATR(W,) x AF(W,,) — AY(W,,) che manda (o, 3) in a A 3. Quindi w A w = 0 per ogni w € W,,, implica
aAw =0 per ogni a € A*”*(V) da cui si deduce w = 0, contro le ipotesi. Quindi la condizione data puo
valere se, e solo se, w € puro. CVD O

Sia fissata una base qualunque, V = {vy,...,v,}, di V e la base duale, V* = {vf,...,vx}, di V*. Un
elemento w € A¥(V) (2 <k <n—1) & puro se, e solo se, per ogni K € 5! ed ogni J € #¥~1 si ha

(3.21) v o (v X w) Aw) =0. (relazioni di Grassmann—Pliicker)

Utilizzando le coordinate pliickeriane in P(A*(V')), si verifica che le condizioni precedenti determinano
delle equazioni omogenee di secondo grado nelle coordinate di (w).
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Gruppi ed Algebre di Lie

In questo capitolo daremo le definizioni e qualche esempio di gruppi di Lie e delle algebre di Lie
ad essi associati. Non sara certo una trattazione completa dei molti risultati relativi a questo soggetto.
Daremo solo un’idea introduttiva delle proprieta fondamentali di questi oggetti e di come la struttura
geometrica di varieta differenziabile e la struttura algebrica di gruppo interagiscano tra loro per dare
origine a alle caratteristiche rilevanti di questi oggetti.

1. Definizioni ed esempi

Cominciamo con la definizione e qualche esempio di gruppo di Lie.

1.1 Definizione. Un gruppo di Lie ¢ una varietd differenziabile liscia (4°°°) con una legge di gruppo,
tale che le applicazioni
w: GxG — @G p: G — G

(z,y) = wy ¢ x = oa!

siano applicazioni liscie di varieta differenziabili.
Morfismi di gruppi di Lie sono omomorfismi di gruppi ¢ : G — H che siano anche applicazioni liscie.

! sia liscia perché il gruppo sia

Osserviamo che ¢ sufficiente verificare che 'applicazione (z,y) — axy~
un gruppo di Lie.

Chiameremo sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie, G, ogni sottogruppo che sia una sottovarieta
chiusa di G. Non prenderemo in considerazione sottogruppi che siano sottovarieta immerse in G quale,

ad esempio, 'immagine di una retta con pendenza irrazionale nel toro.

1.2 Esempi. (a) Sian > 1 un intero e consideriamo il gruppo GL,,R delle matrici invertibili di ordine n. Si tratta
di una varieta differenziabile (un aperto dello spazio vettoriale, M, (RR), delle matrici di ordine n) e le operazioni
di gruppo sono definite da funzioni razionali invertibili delle coordinate e sono quindi liscie. Analogamente, il
gruppo GL,C & un gruppo di Lie complesso.

(b) 1l gruppo SL,R delle matrici con determinante 1, & un gruppo di Lie ed ¢ un sottogruppo di Lie di GL,R.
Sono pure sottogruppi di Lie di GL,, il gruppo B, delle matrici (invertibili) triangolari superiori ed il gruppo N,
delle matrici triangolari superiori unipotenti (ovvero con la diagonale principale fatta di 1). Per ognuno di questi
gruppi c’¢ 'analogo gruppo di Lie complesso.

(c) Pilt in generale, dato uno spazio vettoriale, V', di dimensione finita su R o su C, possiamo considerare il
gruppo GL(V) degli endomorfismi invertibili di V, ed il sottogruppo SL(V') degli endomorfismi di determinante
1. Fissata una base, V = {v1,...,v,}, di V, possiamo considerare il sottogruppo B(V) di GL(V), costituito
dagli endomorfismi invertibili che rispettano la filtrazione 0 C (v1) C (v1,v2) C -+ C (v1,...,Vn), ovvero ¢(v;) €
(v1,...,v;). Analogamente si ha il sottogruppo dei morfismi unipotenti che rispettano la filtrazione, ovvero
d(v;) —v; € (v1,...,vi—1), per i = 1,...,n. Generalizzando questa costruzione, si pud considerare una filtrazione
Wi C Wy C --- C W, fatta da sottospazi di V e considerare il sottogruppo degli endomorfismi invertibili che
rispettano la filtrazione, ovvero tali che ¢(W;) C W;, per ¢ = 1,...,m. Si tratta, in ogni caso, di gruppi di Lie.

(d) Sia Q; V x V — R un’applicazione bilineare non-degenere e consideriamo il gruppo SIg delle isometrie di V'
con determinante 1, ovvero le applicazioni lineari ¢ : V. — V tali che Q(¢(v), ¢(w)) = Q(v,w) per ogni v,w € V
e det ¢ = 1. Anche in questo caso si ha un gruppo di Lie, perché, fissata una base di V' e detta M la matrice
dell’applicazione bilineare ), un endomorfismo appartiene ad SIg se la sua matrice P soddisfa all’equazione
{PMP = M e det P = 1. Si ha quindi un sottogruppo chiuso di GL,R.
In particolare,
- se ¢ definita positiva indicheremo con SO, il gruppo delle isometrie (Gruppo Ortogonale speciale;

LY



58 Gruppi ed Algebre di Lie 1A §.1

- se @ ha segnatura (k,!) indicheremo con SOy il corrispondente gruppo di isometrie;

- se @ @ alternante (non degenere), indicheremo con Spa, il corrispondente gruppo di isometrie;

- se @ & degenere, indicato con N = {v € V| Q(v,w) =0 Vw € V' } il nucleo di Q, le isometrie di @ sono
endomorfismi invertibili che rispettano la filtrazione 0 € N C V ed inducono un isometria sul quoziente
V/N.

(e) Su C troviamo analogamente i gruppi Sp2, ed SO, (tutte le applicazioni bilineari simmetriche non degeneri
sono isometriche). Data una forma hermitiana h : V x V — C, possiamo considerare i gruppi di isometrie
corrispondenti (SU,, o SUg,), ma non sono sottogruppi di Lie complessi di SL,,C (perché?).

11 gruppo GL,R non & connesso, perché la funzione determinante lo separa in due aperti disgiunti, la cui
unione ¢ tutto GL,,R. Vogliamo mostrare che questi due aperti sono entrambi connessi. E chiaro che i due aperti

1
0 1,_;
verificare che GLAR = { A € M, (R)| det A > 0} & connesso (per archi).

Sia B una matrice di GLR. Le sue colonne sono una base di R" e quindi, per il procedimento di ortonor-
malizzazione di Gram-Schmidt, esiste una matrice triangolare superiore, T', con elementi positivi sulla diagonale,
tale che BT sia una matrice ortogonale, ovvero le cui colonne siano una base ortonormale di R™. Se consideriamo
il cammino By = B((1 —t)1, +tT), t € [0,1], si ha By = B, B1 = BT € SO, e tutte le matrici B, appartengono
a GLR.

Per quanto visto, & quindi sufficiente mostrare che il gruppo SO,R & connesso (per archi) ovvero che date due
matrici ortogonali, A e B, esiste un cammino v : [0,1] — SO,R tale che v(0) = A e v(1) = B. Lo dimostriamo
per induzione su n. Se n = 1 la tesi € banalmente vera Sia n > 1 e supponiamo vera la tesi per ogni k < n. Date
due matrici ortogonali, A e B, distinguiamo alcuni casi:

- Se la prima colonna di A & uguale alla prima colonna di B, la matrice A~ B ¢ del tipo ((1) }2), con P € SOp_1.

Per l'ipotesi induttiva esiste un cammino ¢ — P; € SO,,_; tale che P = 1,,_1 e P = P, Dunque il cammino

t— A ((1) }St) congiunge A con B.

- Supponiamo ora che la prima colonna di B sia ’opposto della prima colonna di A e consideriamo il cammino

sono diffeomorfi (la moltiplicazione per la matrice ( B ) realizza questo diffeomorfismo) e quindi & sufficiente

cos(wt) —sin(wt) 0O
t +— At = A [ sin(xt) cos(wt) 0

0 0 1, o

Si tratta di un cammino in SO,R e la matrice A; ha la prima colonna uguale alla prima colonna di B e
quindi possiamo concludere per quanto visto nel caso precedente.

- Mettiamoci ora nel caso rimanente in cui la prima colonna, a1, di A e la prima colonna, b1, di B sono
linearmente indipendenti. Consideriamo un vettore ab € (a1,b1) N {a1)™, con ||ab|| = 1, siano aj, . .., al, una
base ortonormale di (a1,ab)” e scegliamo il segno di a5 in modo che la matrice A’, che ha come colonne
i vettori a1, ah,as,...,a, appartenga ad SO,R. La matrice A’ ha la prima colonna uguale ad A, quindi
possiamo congiungere queste due matrici con un cammino. Il vettore b1 € (a1, a5) e quindi esiste un numero
reale 6 € (0,27) tale che by = cosfa; + sinfa5. Il cammino

cos(0t) —sin(6t) 0O
t— A; = A’ sin(0t) cos(0t) 0

0 0 1n—2

congiunge A’ = Aj con la matrice A} che ha b; come prima colonna. Per quanto visto sopra, possiamo

trovare un cammino che congiunge A} con B e concludere la dimostrazione.

Per quanto riguarda il gruppo SOy R, con k > 0 < [, possiamo scrivere i suoi elementi come matrici a blocchi
(2 g) ed osservare che A e D devono essere matrici invertibili (perché?). Dunque questo gruppo non pud essere
connesso, essendo disgiunti i due aperti det A > 0 < det D e det A < 0 > det D. Lasciamo al lettore il compito di
dimostrare che SO;'JR = { (2 g) ‘ det A >0, det D > O} ¢ la componente connessa dell’identita. Lasciamo al

lettore anche la facile verifica che 'applicazione
A B 01 A B 0 14
(CD)H(lk 0)(CD)(11 O)

¢ un isomorfismo di gruppi di Lie tra SO, ed SOy .
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Sia K il corpo reale o quello complesso. Il gruppo GL, K ¢ un aperto dello spazio vettoriale M, (K)
delle matrici di ordine n, quindi il suo spazio tangente in ogni punto ¢ isomorfo ad M, (K). In particolare,
dato un cammino ¢ — P(t), definito su un intervallo I = (—¢,¢) e con P(0) = 1, il vettore tangente ad
esso associato X = %‘ +—oP’(t) & quindi una generica matrice di ordine n. Identificheremo quindi M, (K)
con lo spazio tangente a GL, K nell’identita. D’altra parte, fissato un altro punto B € GL,,, il cammino
t — BP(t), passa per B quando t = 0 e si ha BX = %\t:oBP(t)' Quindi la moltiplicazione a sinistra
per B ¢ l'isomorfismo indotto tra T1(GL,K) e Tp(GL, K), ovvero I'applicazione tangente alla mappa
X +— BX. In particolare, GL, K & una varieta di dimensione n? su K.

L’isomorfismo tra gli spazi tangenti in punti diversi di un gruppo di Lie si verifica per qualsiasi
gruppo e quindi la dimensione di queste varieta & costante e possiamo sempre calcolarla determinando lo
spazio tangente nell’elemento neutro, e.

Vediamo qualche esempio. Consideriamo il gruppo SL, K ed un cammino ¢ — P(t), con P(0) = 1,,.
Per ogni valore di t si ha det P(t) = 1; quindi, indicate con z;; le entrate del vettore tangente X =
%‘t:()P(zf)7 si ottiene la relazione x11 + 22 + - - - + Zpy, = 0, ovvero lo spazio tangente T7 (SL,, K) coincide
con il sottospazio di M, K formato dalle matrici di traccia nulla. Da cui si deduce, in particolare, che
dimg SL, K =n? — 1.

Consideriamo il gruppo SIg delle isometrie di un’applicazione bilineare ). Dato un cammino ¢ —
P(t), con P(0) = 1,. Per ogni valore di ¢ si ha ‘P(t)MP(t) = M, ove M ¢ la matrice (costante)
della forma ). Detto X = %I t:oP(t) il vettore tangente, derivando la relazione scritta sopra, si ottiene
XM + MX =0, da cui si deducono le equazioni soddisfatte dalle matrici appartenenti a Tq(SIg). Da
cio si deduce che lo spazio tangente T7(S0O,,) coincide con il sottospazio di M,, formato dalle matrici
antisimmetriche (*X = —X). In particolare, che dim SO,, = (Z)

Lasciamo al lettore il compito di svolgere calcoli analoghi e verificare che dim SOy, ; = ('2’), dim B,, =
(”;rl), dim N, = (Z), dim Sps, = 2n? +n. Come esercizio, lo invitiamo a provare che SO, R & compatto,
mentre SO, C, per n > 2, non lo &. Calcoli inoltre le dimensioni (su R) dei gruppi, SU, ed SUy,, di
isometrie di forme hermitiane (si noti che non sono gruppi di Lie complessi... perché?).

1.3 Alcuni omomorfismi notevoli. Sia H il sottospazio di M2(C) formato dalle matrici a traccia nulla e dotato
della forma quadratica non-degenere A — 1trA* = —det A. Il gruppo SL2C agisce su H tramite (g, A) — gAg~"
e, per ogni g fissato, questa azione & un’isometria. Si definisce cosi un omomorfismo p : SL2C — SO3C. Il nucleo
di p contiene il sottogruppo {£12} ed ésattamente uguale a questo, come si vede studiando ’azione di un generico

elemento di SL2C sui generatori (g ;), ((1) 8), ((1) _01 ), di H. Poiché i due gruppi hanno la stessa dimensione,
I'applicazione e anche suriettiva.

Osserviamo infine che SL2C & semplicemente connesso e quindi questa applicazione & il rivestimento universale
del gruppo SO5C.

Un calcolo analogo pud essere fatto per il gruppo SOsR. Tracciamo il percorso per il lettore interessato.
Sia V' lo spazio vettoriale reale delle matrici A € M2(C) anti-hermitiane (A = —A) e di traccia nulla®™, dotato
della forma quadratica definita positiva A — det A = %tr(tAA). Una base ortonormale di V' ¢ data dalle matrici

(i 0 ), ( 0 1), (?;) Il gruppo SU,> = { g € M2(C)| 'gg = 12, detgzl}agiscesthramite (g,A) — gAg™"

0 —i —10
e, per ogni g fissato, questa azione ¢ un’isometria. Si definisce cosi un omomorfismo p : SUs — SO3R. Anche in
questo caso il nucleo & uguale al sottogruppo {£12} e 'omomorfismo & suriettivo.

_ag 2), con a,b € C ed |a|> 4 |b]? = 1. E quindi diffeomorfo alla
sfera S3 in R* ed & percid semplicemente connesso. Si tratta quindi del rivestimento universale di SOsR. Questo

gruppo prende talvolta il nome di gruppo degli spin, perché i suoi elementi sono identificati da una rotazione e da
un segno.

Il gruppo SU; ¢é formato dalle matrici g = (

Facciamo ora un’osservazione che ci sara utile nel seguito.

(*

) Ovvero lo spazio tangente nell’identita di SUs.
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1.4 Proposizione. Sia G un gruppo di Lie connesso ed U C G un intorno dell’elemento neutro, e. 11
gruppo generato da U coincide con G.

dim. 1l gruppo generato da G ¢ unione di traslati di U e quindi ¢ un sottogruppo aperto, H, di G. Poiché
G & connesso, deve aversi G = H perché, altrimenti, G = H U ( U Hzx) sarebbe unione di due aperti

z¢ H
disgiunti. CVD O

Vogliamo mostrare che, non solo un intorno dell’elemento neutro determina un gruppo di Lie con-
nesso, ma che, in realta un tale gruppo e quasi completamente determinato dal suo spazio tangente
nell’elemento neutro. A questo scopo, data un’applicazione liscia p : G — H tra due gruppi di Lie, che
mandi ’elemento neutro di G nell’elemento neutro di H, cerchiamo di caratterizzare tramite I’applicazione
tangente dp : T.(G) — T (H) gli omomorfismi di gruppo.

Cominciamo osservando che il gruppo G agisce su se stesso per coniugazione, tramite le applicazioni

Vo: G — G

v — grg~! al variare di ¢ in G.

Per ogni applicazione ¥, possiamo considerare la sua applicazione tangente nell’identita e definire la
rappresentazione aggiunta di G

Ad: G — GL(T.(G)), ponendo Ad(g) = (d¥)e : Te(G) — Te(G)

per ogni g € G. L’applicazione tangente alla rappresentazione aggiunta & dunque ad : To(G) — EndT,.(G)
e permette di definire ’applicazione bilineare

[ ] T(G) X T(G) — T.(G) ;

(X.Y) — [X,Y] = ad(X)Y [Lie bracket].
Anche sullo spazio T.(H) si ha un analoga applicazione. Se p : G — H & anche un omomorfismo di gruppi
—e quindi commuta con la rappresentazione aggiunta— si hanno i diagrammi commutativi

(dp)e (dp)e
_— _—

G L’ H Te(G) Te(H) Te(G) Te(H)
v, | | %o ado) | |adoay  eac) | | eatarex)
G —— H T(G) —— Te(H) T.(G) —— Te(H)
14 (dp)(z (dp)c

In termini delle parentesi di Lie la commutativita dell’ultimo diagramma si riscrive come

dpe([X,Y]) = [dpe(X), dpe(Y)]

e quindi ci dice che le applicazioni tangenti agli omomorfismi di gruppo sono applicazioni lineari che
rispettano le parentesi di Lie.

1.5 Esempio importante. Facciamo il calcolo esplicito delle parentesi di Lie per il gruppo GL,,, seguendo le
costruzioni descritte sopra. Lo spazio tangente nell’identita & lo spazio vettoriale M, e siano X, Y, due suoi
elementi. Prendiamo inoltre un cammino P(¢) tale che P(0) =1 e %lt:OP(t) = X. Allora, in base alle definizioni
date, si ha

d -1
= G (POYP(O) =

=P (0)YP(0)"' + PO)Y(—P(0) ' P'(0)P(0) ") =
= XY -YX.

[X,Y] = ad(X)Y
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E quindi il bracket coincide con il commutatore delle due matrici X ed Y, e questo vale per ogni sottogruppo
di GL,,. Osserviamo pero che, per due elementi, X, Y, dello spazio tangente la composizione XY non ha alcun
significato intrinseco e, per un sottogruppo di GL,,, spesso dipende dall’immersione dello stesso nel gruppo lineare,
mentre il commutatore XY — Y X, per quanto visto, ha un significato intrinseco che dipende solo dal gruppo in
questione.
Osserviamo inoltre che la realizzazione delle parentesi di Lie come un commutatore ci permette di dedurre

due proprieta fondamentali di questa applicazione bilineare:

- [X,Y] = -[Y,X], (antisimmetria);

- XY, Z)) + [Y,[Z,X]] + [2,]X,Y]] = 0, (Identita di Jacobi).
Vedremo piu avanti che queste proprieta non dipendono dalla realizzazione del bracket, ma sono sue caratteristiche
intrinseche

Possiamo quindi dare la seguente definizione

1.6 Definizione. Un’algebra di Lie € uno spazio vettoriale, g, dotato di un’applicazione bilineare, anti-
simmetrica, [ , |:g X g — g, soddisfacente all’identita di Jacobi.

Un omomorfismo di algebre di Lie & un’applicazione lineare ¢ : g — b tale che ¢([v, w]) = [¢(v), p(w)],
per ogni v, w € g.

Torniamo a discutere la costruzione delineata sopra e mostriamo come le proprieta della parentesi di
Lie (antisimmetria ed identita di Jacobi) siano intrinseche e non dipendano dalla scelta di una rappresen-
tazione lineare del gruppo G. Nella dimostrazione ci servira un risultato che sara pienamente giustificato
quando introdurremo ’applicazione esponenziale (cf.gruppi ad un parametro).

1.7 Claim. Preso comunque X € T.G esiste un omomorfismo di gruppi di Lie p : R — G tale che
dp.(1) = X.

In base a questa affermazione, osservando che [1,1] = 0 in R (non ci sono commutatori in EndR = R),
si conclude che

[Xa X] = [dpe(l),dpe(l)] = dpe([l,l]) =0,

qualunque sia X € T.G e quindi le parentesi di Lie sono antisimmetriche.

Per verificare I'identita di Jacobi ripercorriamo la costruzione del bracket. Dato un gruppo di Lie,
G, si ha 'omomorfismo naturale ¥ : G — Aut(G, che manda g nell’applicazione ¥,. Per ogni g € G,
si definisce Ad(g) = (d¥y)e : T.G — T.G, e si costruisce in tal modo la rappresentazione aggiunta
Ad : G — GL(T.G). Quest’ultimo ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie e la sua applicazione tangente
nell’identita ¢

d(Ad). =ad: T.G — EndT.G
X +— (Y—dX)Y=[X)Y])

Come applicazione tangente di un omomorfismo di gruppi, ad rispetta le parentesi di Lie e cio significa
che, presi comunque X, Y in T.G, si ha

ad([X,Y]) = [adX,adY] = adX adY — adY adX

perché la parentesi di Lie in End é il commutatore. Dunque, preso un qualunque vettore Z € T.G, deve
aversi

([X,Y],Z] = ad([X,Y])Z = (adX adY — adY adX)Z = [X, [V, Z]] — [V, [X, Z]]

e, per la bilinearita e I'antisimmetria del bracket, si ottiene 'identita di Jacobi.
Abbiamo quindi dimostrato la seguente

1.8 Proposizione. Lo spazio tangente nell’origine di un gruppo di Lie, G, ha una struttura naturale di
algebra di Lie, che usualmente si indica con g. Ogni omomorfismo di gruppi di Lie, p : G — H, induce
un omomorfismo di algebre di Lie, (dp). : g — b.

E universalmente usata la convenzione tipografica di dare lo stesso nome al gruppo di Lie ed alla sua
algebra, mutando il carattere di stampa. Quindi, le algebre di Lie di GL,R, SL,,R, SO,R, si indicheranno
con gl R, s[,R s0,R, e cosi via.
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1.9 Campi vettoriali invarianti. Sia G un gruppo di Lie. Gli elementi di G operano per moltiplicazione a
destra o a sinistra sul gruppo G, dando luogo alle due famiglie di applicazioni

AN: G — G pg: G — G
T — gz T — xg
al variare di g in G.
Ad ogni vettore tangente X € T.G, si puo quindi associare un campo vettoriale 7x, definito su tutto G,
ponendo (7x )z = (dAz)eX. Il campo 7x & invariante a sinistra, ovvero, per ogni = € G, si ha

MguTx)z = (dAg)y-12(Tx)g-14 =
= (d)‘g)g—lz(d/\g—1m)eX =
= (dAs)eX = (Tx)a-

Il campo agisce come derivazione sulle funzioni f € 4°°(G), e precisamente, dato un cammino P(t) in G, tale che
P(0)=ee P'(0) = X, si ha

d

(mx f)(@) = (7x)2f = ((dXa) e X) f = dt =0

f(zP(t)).

Analogamente, a partire dal vettore tangente X, si puo costruire un campo vettoriale invariante a destra, usando
le applicazioni p,, ma non ci occuperemo di questo.

Data un’applicazione f € €°°(G) e lapplicazione py, possiamo considerare la funzione pj f, definita da
(g f)(x) = f(zg), al variare di x in G. La funzione p; f appartiene a €"*°(G) e si ha py, f = (propg)™ f = py (o5 f),
qualunque siano g, h € G. Si definisce cosi 'omomorfismo di gruppi

p: G — Aut(€=(G))
g Py
e verifichiamo che I’applicazione tangente nell’origine, (dp). : g — End%*°(G), associa al vettore X proprio la
derivazione associata al campo invariante Tx. Sia P(t) come sopra ed osserviamo che, qualunque siano f € €*°(G)

ed z € G, si ha

d

(@) X) (1)) = 3o (0" PU)(a) =
d
= G J@P®) = (x D@,

Poiché p € un omomorfismo di gruppi di Lie, la sua applicazione tangente rispetta le parentesi di Lie e si ha
dunque

Tix,v] = (dp)e([X,Y]) = [(dp)e X, (dp).Y] = [1x,7v] = TxTy — Ty Tx.

Abbiamo quindi visto che relazioni ci sono tra le parentesi di Lie di T.G e quelle definite per campi vettoriali alla
fine del capitolo precedente (cf. Definizione I11.2.3).
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2. Esponenziale

In questa sezione vogliamo mostrare che un gruppo di Lie e la sua algebra di Lie hanno intorni delle
rispettive origini diffeomorfi e che questi diffeomorfismi scambiano gli omomorfismi di gruppi e gli omo-
morfismi corrispondenti delle algebre di Lie. La nozione fondamentale per la costruzione dell’applicazione
esponenziale & la definizione di sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie.

Sia v un campo vettoriale (liscio) su una varieta differenziabile (liscia) M. Fissato un punto = € M,
per il teorema di esistenza ed unicita per equazioni differenziali ordinarie, esiste una curva ¢ : I — M,
tale che 0 € I, ¢(0) = 2 e ¢'(t) = vy, per ogni t € I. Supponiamo ora che M = G sia un gruppo
di Lie, che z = e sia l’elemento neutro del gruppo e che, infine, v = 7x sia un campo invariante a
sinistra. Vogliamo vedere che, in tal caso, la curva ¢ : I — G € un omomorfismo di gruppi e quindi si
estende ad un’applicazione ¢ : R — G. Verifichiamo che si ha ¢(s + t) = ¢(s)¢(t), non appena t, s, s + t
appartengono tutti ad I. Fissato s, consideriamo ¢ variabile e confrontiamo le due curve «(t) = ¢(s +t)

e B(t) = ¢(s)p(t). Siha a(0) = ¢(s) = B(0),

d
= %Itzo(/\tp(s)(p(t)) = (d>‘ga(s))tp(t)<pl(t) =

= (dAg(s)) () (Tx ) (1) =
= (Tx)e(s)p(t) = (7X) (1)

o (t) =@ (s+1) = A1)

(TX)Lp(ert) =
(7x)a(t)

e, infine, a/(0) = (7x)y(s) = B'(0). Dunque, per il teorema di esistenza ed unicita delle soluzioni di un
equazione differenziale ordinaria, deve aversi a(t) = () per ogni t. Avendosi ¢(s +t) = ¢(s)¢(t) in un
opportuno intorno, I, di 0, ’applicazione si estende ad un omomorfismo ¢ : R — G, ove, per un generico
x € R, si fissi un intero n tale che z/n € I, e si ponga p(x) := p(x/n)"™ (la definizione non dipende dalla
scelta di n, perché?). In particolare, possiamo concludere che ¢ dipende in modo biunivoco dal vettore
tangente X = ¢'(0) = (7x). e scriveremo quindi px. L’omomorfismo ¢x : R — G & detto il gruppo ad
un parametro associato ad X. Si osservi che, in particolare, quanto visto dimostra il claim fatto nella
sezione precedente (cf. Claim IV.1.7).

Osserviamo che l'applicazione ¢x : R — G & univocamente determinata dal fatto di essere un
omomorfismo di gruppi e dalla condizione ¢’y (0) = X infatti se ¢ : R — G & un omomorfismo di gruppi
con ¢'(0) = X, si ha

d

P'(s) = mzows)w(w = (dAy(5))e X = (Tx)p(s)-
quindi ¥ e ¢x soddisfano alla stessa equazione differenziale, con le medesime condizioni iniziali, per cui

coincidono. Passiamo quindi dare la definizione della la mappa esponenziale.

2.1 Definizione. Sia G un gruppo di Lie e g la sua algebra di Lie, si definisce ’applicazione esponenziale
exp : g — G, ponendo exp(X) = px (1), ove px & il gruppo ad un parametro associato al vettore tangente
X.

Utilizzando ancora il teorema di esistenza ed unicita, si conclude che pxx(t) = ¢x(At) per ogni
numero reale A, e quindi che

exp(AX) = pax (1) = px (M),

per cui 'applicazione esponenziale ristretta al sottospazio (X) C g coincide con il gruppo ad un parametro
associato ad X. Osserviamo inoltre che l'applicazione tangente in 0 € g alla mappa esponenziale &
(dexp)e : g — g, che manda il vettore tangente X in %\t:O exp(tX) = ¢’x(0) = X ovvero coincide
con l'identita di g. Per il Teorema del rango (cf. Corollario II1.1.3) possiamo affermare che exp & un
diffeomorfismo tra un intorno di zero in g ed un intorno dell’elemento neutro e in G, in particolare, se
G ¢ un gruppo connesso, cio significa che 'immagine dell’applicazione esponenziale genera il gruppo G
(cf. Proposizione IV.1.4).

Riassumiamo quindi una parte delle osservazioni nella seguente
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2.2 Proposizione. Sia G un gruppo di Lie. L’applicazione exp : g — G ¢é 'unica mappa che mandi 0
su e, per cui si abbia (dexp). = 1:g — g, e la cui restrizione alle rette per lorigine in g é un gruppo
ad un parametro. In particolare, se ¢ : G — H & un omomorfismo di gruppi di Lie, si ha il diagramma
commutativo

Per la commutativita del diagramma si osservi che, dato un vettore tangente X, exp(t(dy).X)
e Y(exp(tX)) sono due gruppi ad un parametro su H associati allo stesso vettore tangente e quindi
coincidono.

2.3 Esempio. Cerchiamo di descrivere in modo esplicito exp X nel caso in cui il gruppo G ¢ il gruppo lineare GL,.
Sia dunque X € gl,, e calcoliamo ¢x (1) per mezzo della formula di McLaurin. A tale scopo, ci serve conoscere:
0x(0), ©x(0), ¢ (0), etc. Per costruzione, ¢x(0) = 1 e ¢'x(0) = X. Inoltre, ¢’x(t) = (Tx)pxt) = px ()X
(il prodotto & fatto in gl,, = EndgR™). Dunque, ¢'x(t) = ¢’x (£)X e quindi, ¢’ (0) = X2 e ¢ (t) = ox(t)X>.
Analogamente si vede che Apg?) (t) = px () X™ per ogni n e quindi gp&?(O) = X". Si conclude quindi che
X X3
eprzl—l—X-i-?-i-?-i-"'

e la serie converge ad una matrice invertibile, la cui inversa ¢ exp(—X). In particolare, se XY = Y X (ovvero
[X,Y]=0), si haexp(X +Y) = (exp X)(expY). Osserviamo infine che la serie

exp(tX) = Z X"t

n!
n>0

converge uniformemente sui compatti di R (o di C).
In un intorno di 1 in G 'applicazione inversa esiste ed & uguale a

logg = z:(*l)’”lu

n
n>1

(le somme finite ed il loro limite da farsi in gl, = EndgR"™).
Dati due vettori tangenti X, Y in gl,,, si pone

X xY :=log ((exp X)(exp Y))

Osservando che
(exp X)(expY) =1+ (X +Y) + % (X*+2XY +Y?) +-- + (?)Xfyn‘f _—

e sostituendo formalmente nella serie del logaritmo, si ricava
1 1
(2.4) XY =X+Y+ S [X V] + 5 (GO Y+ [ [V, X)) + -

che sono i primi termini della famosa Formula di Campbell-Hausdorff che ci fornisce una serie per X %Y, i cui
termini si ottengono tutti da X, Y ed opportune iterazioni delle parentesi di Lie (cf. ad esempio Wulf Rossmann,
Lie Groups. An introduction through linear groups, Oxford Univ. Press, p. 23, per una descrizione esplicita dei
termini della serie)(*).

) Come indica anche Rossmann, pur essendo noto a Campbell (1897) ed Hausdorff (1906) che i termini della serie sono
ottenibili dai vettori X ed Y e da iterazioni del bracket, la formula esplicita per tali termini & dovuta a Dynkin (1947).
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Vediamo ora qualche calcolo esplicito. Data una matrice A € M, (C) = gl C, sappiamo dall’Algebra Lineare
che A & simile ad una matrice di Jordan .J, ovvero esiste una matrice invertibile P tale che A = PJP™!, ove
J = D+ N con D matrice diagonale, avente sulla diagonale gli autovalori di A contati secondo la loro molteplicita
(algebrica), ed N matrice nilpotente che commuta con D, ovvero [D,N] = DN — ND = 0. Dunque, per la
continuita delle operazioni di gruppo, si ha

exp A = P(exp J)P~' = P(exp D)(exp N)P ™",

ove exp D & ancora una matrice diagonale, avente sulla diagonale ’esponenziale degli autovalori ed exp N &
un polinomio (di grado minore o uguale ad n) nella matrice N, essendo quest’ultima una matrice nilpotente.
Ricordiamo infine che la matrice P puo essere scelta in modo che le sue colonne siano una base di autovettori
generalizzati per A. Si ottengono cosi delle espressioni esplicite per il calcolo dell’esponenziale di una qualsiasi
matrice complessa.

Possiamo fare un ragionamento simile per calcolare il logaritmo di una matrice invertibile A. Possiamo
sempre passare alla sua forma di Jordan, J = D + N = D(1 + D" !N), osservando che, essendo A invertibile,
non pud avere autovalori nulli e quindi D & invertibile. Poiché D ed N commutano, la matrice D™'N & ancora
nilpotente e quindi esiste la somma finita

U=1log(l+D'N)= Z(—l)j“w.
j>1 J
D’altro canto, possiamo fissare una determinazione del logaritmo complesso e scrivere la matrice diagonale, A, che
ha sulla diagonale il logaritmo degli autovalori di A, contati con le opportune molteplicita, in modo che exp A = D.
Le matrici A ed U commutano tra loro come D ed N e quindi si ha exp(A+U) =D + N = J.

Da cid si conclude che 'esponenziale exp : gl,, C — GL, C ‘e suriettivo. La cosa cambia nel caso matrici reali,
perché, se una matrice ha qualche autovalore negativo, per quanto visto, non puo certo essere l’esponenziale di
una matrice reale.

La mancata suriettivita dell’esponenziale non ¢ solo un problema legato al corpo reale. Mostriamo che anche
lapplicazione exp : §[oC — SL2C non ¢ suriettivo (e quindi non lo & nemmeno per SL,C con n > 2). L’algebra
di Lie del gruppo lineare speciale ¢ formata dalle matrici a traccia nulla ed una matrice complessa 2 X 2, a traccia
nulla, o & diagonalizzabile o & nilpotente (necessariamente di periodo 2). L’esponenziale di una matrice 2 X 2,
nilpotente, N, & la matrice 1 + N che ha I'unico autovalore 1, mentre I’esponenziale di una matrice diagonale &

. . -1 1 . . . N .
diagonale. Dunque la matrice < 0 _ 1) appartiene al gruppo lineare speciale, ma non puo essere 1’esponenziale

di una matrice di traccia nulla.
Vediamo ancora qualche fatto sull’esponenziale del gruppo lineare. Per prima cosa verifichiamo una formula
classica

exp X = lim <1+£) .
n— oo n
Infatti, exp X = (exp %)n = (1 + X+ 0(%))71 = (1 + %)n +o(1).

Utilizzando la Formula di Campbell-Hausdorff, si ricavano le seguenti espressioni

lim (exp X exp Z) =exp(X +Y) [Formula di Trotter];
n n

n—o00
2

lim (exp% exp% exp ( — %) exp ( - %))n =explX,Y].

Infatti, dalla formula detta, si ricava
X Y 1 1
eXp — exp — = exp (7(X +Y)+ 0(7))
n n n n
e quindi elevando alla n e passando al limite, dalla continuitd dell’esponenziale si ricava la Formula di Trotter.
Analogamente, si ha che

2 2
X Y X Y\\" 1 1 \"
kel z _ 2 _ > - ~ XY =
(expn exp — exp( n) exp( n)) exp(nz[ , ]+o(n2))
e si conclude in modo analogo al caso precedente.

Vogliamo dare un esempio di come la struttura di varieta e la struttura di gruppo siano fortemente
correlate, come si vede dalla seguente
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2.5 Proposizione. Sia G un gruppo di Lie connesso e compatto sul corpo C. Allora G ¢ un toro, ovvero
e il quoziente di uno spazio vettoriale rispetto al sottogruppo discreto generato da una sua base su R.

dim. Osserviamo dapprima che la rappresentazione aggiunta Ad : G — GL(g), ove Ad(z) = (d¥,)e, &

un omomorfismo di gruppi di Lie complessi e, in particolare, & un’applicazione olomorfa. Poiché G &

compatto e connesso, 'immagine deve essere una costante e quindi (d¥,). = 1 per ogni z in G.
Ricordando i diagrammi commutativi,

(d¥q)e
—_—

[e]
%
]
Q — @

g
lexp
G

"
Wy

si deduce che, per ogni x € G e per ogni X € g, si ha ¥, (exp X) = exp ((d\IJg;)eX) = exp X, per quanto
visto sopra. Quindi ¥, ¢ l'identita sull’immagine dell’esponenziale, ovvero su un intorno di e in G. Poiché
G ¢ un gruppo connesso, ¢ generato da un qualsiasi intorno di e e quindi ¥, = 1¢ qualunque sia x, ovvero
G & un gruppo abeliano.

Cio significa che le parentesi di Lie in G sono sempre nulle e quindi I'immagine dell’applicazione
esponenziale € un sottogruppo aperto di G. Poiché G & connesso, cio significa che ’esponenziale e
suriettivo. Il nucleo, I', dell’applicazione esponenziale € un sottogruppo discreto di g, perché esiste un
intorno, U di 0 in g, diffeomorfo ad un intorno di e in G e quindi I'NU = {0}.

Vogliamo mostrare che esiste una R-base di g, v1,...,v24 tale che I' = Zv; @& - - - ® Zv,,. Cio discende
dalla compattezza di G e dal seguente Lemma. CVD O

2.6 Lemma. Sia V uno spazio vettoriale reale e I' C V' un sottogruppo discreto. Allora esiste una base
V1,...,V, di V tale che I' = Zvi & - - - & Zv,., per un opportuno r < n.

Mostriamo che esiste un sottospazio di dimensione m, W, ed una sua base vy, ..., v,, tali che TNW =
Zvy @ -+ - D Zv,y,, e facciamo induzione su m.

Per m = 1 basta prendere un elemento u € I', diverso da 0, e sia W = Ru. Fissata su V una forma
quadratica definita positiva, si scelga in W un elemento v; € I', diverso da 0 e di norma minima. Ogni
altro elemento di WAI' & un multiplo intero di v;. Infatti, sia v1 = Au e sia pu un generico elemento
di T NW. Presa la parte intera k = |u/A], si ha che pu — kv; € T N'W ed ha norma minore di vy,
(0 < p— kX < A). Per le ipotesi fatte su vy, deve essere pu = kv;.

Sia ora W come nelle ipotesi. Se 'MW =T, allora abbiamo finito, completando in modo arbitrario
la base di W ad una base di V. Altrimenti, esiste un elemento u € I' \ W e consideriamo il sottoinsieme

P:{§1U1+"'+§mvm+§u|fi,fe[0,1],i=1,...,m}.

P & un sottoinsieme compatto di V' e quindi, essendo I' discreto, I' N P € un insieme finito per cui esiste
un elemento v,,11 € I' N P tale che il coefficiente £ di u sia positivo e minimo. Posto W' = W @ Ru,

verifichiamo che ogni elemento di T'N W' ¢ della forma nijvy + -+ + Ny 1Vme1 CON Ny, ..oy Nypay 0 Z.
Infatti, se = a1v1 + - + @V, + yu appartiene a ' N W', posto k = [y/&], si ha che

z—kvpmyr = o1+ + Bvm + (v — ku
con 0 < vy — k& <€ e, sottraendo un opportuno elemento w € I' N W, si ha che z — kv,,41 —w appartiene

a I'N P. Quindi, dalla minimalita di € discende che z = w + kv,,41, che € quanto dovevamo dimostrare.
CVD O
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Varieta Riemanniane

In questo capitolo riprenderemo la teoria delle superficie da un punto di vista un po’ piu generale su
cui si modellera la definizione di varieta riemanniana.

1. Equazioni strutturali delle superficie

Nel seguito chiameremo superficie liscia ogni varieta differenziabile di dimensione 2. In particolare, le
superficie liscie in R3 sono le sottovarietd di R? di dimensione 2. A tale proposito ricordiamo la seguente

1.1 Osservazione. Siano M ed N due varieta differenziabili ed f : M — N un’immersione. Allora
Pimmagine f(M) é una sottovarieta di N.

dim. Sia P un punto di M. Per il Teorema del Rango (cf. Corollario II.1.3), esistono un intorno aperto
A di Pe B di f(P) tali che f(A) C B e, per opportune coordinate, la restrizione di f coincide con
1

T

I’applicazione < :

Tm,

) — 1"6” . A meno di restringere A e B, possiamo supporre che f~!(B) = A e che

0
f(A)={ye€B|Ynt1 = -=yn =0} Dunque, f(A) = BN f(M) e quindi, per quanto detto, f(M) &
sottovarieta di N. CVD O

Sia ora Y un campo di vettori definito sull’aperto A di R3, sia P € A e sia XS € Tp(R3). Possiamo
quindi definire Vx(Y) come il vettore tangente in P ottenuto applicando X alle componenti di Y e tale
definizione ha senso anche se Y & definito unicamente su una curva passante per P e tangente ad X.
L’operazione cosi definita gode delle seguenti proprieta, tutte di verifica immediata. Dati i campi Y, Z ed
il vettore X, si ha

e VxY e lineare in X;

VxY +2)=VxY +VxZ,

Vx(fY) = f(P)VxY + X(f)Yp;

XY -2)=(VxY)-Z+Y - (VxZ);

Vy(2) = V1(¥) = [V, 2],

Data una superficie S in R? e presi comunque un campo di vettori Y su un aperto di S ed un vettore
X, tangente in P ad S, non possiamo concludere che il vettore VxY appartenga a Tp(S); fissato un

campo di vettori N, normale ad S e di lunghezza 1, definito in un intorno di P, possiamo considerare la
proiezione ortogonale di VxY sullo spazio tangente, ovvero porre

DxY =VxY — (Np-VxY)Np. (1.2)

Ricordando la definizione dell’applicazione di Weingarten, LX = —VxN (cf. Definizione 11.2.4), ed il
fatto che N -Y = 0, si ottiene

0=X(N-Y)=(VxN)-Y +N-(VxY)=—-LX Y + N (VyY).

67
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Possiamo quindi scrivere I’Equazione di Gauss
DxY =VxY —(LX -Y)Np. (1.3)

1.4 Definizione. Si chiama derivata covariante di Y rispetto ad X il vettore DxY definito in (V.1.2).

Analogamente a quanto visto per Vx, la derivata covariante su S gode delle seguenti proprieta, che
si deducono dalle analoghe proprieta di Vx e dalla linearita dell’applicazione di Weingarten.

e DxY & lineare in X;

e Dx(Y+Z)=DxY + DxZ;

* Dx(fY) = f(P)DxY + X(f)Yp;

e X(Y-Z)=(DxY)-Z+Y - (Dx2);

e Dy(Z)—Dz(Y) =Y, Z]; ove, come sopra, Y, Z sono campi ed X & un vettore, tutti tangenti ad S.
Osserviamo che, dati tre campi, X,Y, Z, in R3, si ha

VxVyZ -VyVxZ — V[X’y]Z =0.

Se, in particolare, X,Y, Z sono campi tangenti ad S, possiamo ricavare da questa relazione 1’annullarsi
delle componenti tangenziale e normale del vettore in questione e, ricordando I’equazione di Gauss,
possiamo scrivere

VxVvyZ = VX(DyZ-i- (LY -Z)N)=DxDyZ + (LX -DyZ)N+ X(LY - Z)N — (LY - Z)LX
VyVxZ = Vy(DXZ-i- (LX-Z)N)=DyDxZ + (LY . DxZ)N-l-Y(LX -Z)N — (LX -Z)LY
V[X,y]Z = D[X7y]Z + (L[X, Y} . Z)N.

Considerando separatamente le componenti tangenziale e normale del vettore, si ottiene
DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z — (LY - Z)LX + (LX - Z)LY =0
per la componente tangenziale e
LX -DyZ—-LY -DxZ+X(LY -Z2)-Y(LX -Z)-L[X,Y]-Z=0

per la componente normale.
Prendendo in considerazione la componente normale ed osservando che

X(LY - Z)= (DxLY)-Z+LY -DxZ, Y(LX-Z)=(DyLX)-Z+LX-DyZ;

si conclude che (DxLY)-Z — (DyLX)-Z — L[X,Y]-Z = 0 e, per larbitrarieta del campo Z, si conclude
che

(1.5) DxLY —DyLX — LIX,Y]=0 [Equazione di Codazzi-Mainardi.]

L’equazione ottenuta per la componente tangenziale si puo riscrivere in un’altra forma, ponendo
(1.6)
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix y|Z e scrivendo RX,Y)Z=(LY - Z)LX — (LX - Z)LY

ed osservando che l’espressione cosi definita € R-lineare nei tre argomenti e cambia di segno scambiando
X ed Y. Vogliamo mostrare che, presa una funzione (scalare) f sulla superficie, definita in un intorno di
P, si ha

(1.7) R(fX,Y)Z = R(X, fY)Z = R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z.
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Infatti

R(fX,Y)Z = DyxDyZ — DyDyxZ — Diyx .y Z =
= fDxDyZ — Dy(fDxZ) — Dyixy)-y()xZ =
= fDxDyZ — fDyDxZ — Y(f)DxZ — fDix 1 Z + Y (f)Dx Z =
= fR(X,Y)Z;

ed essendo R(Y, X)Z = —R(X,Y)Z, si deduce che R(X, fY)Z = fR(X,Y)Z. Inoltre

R(X,Y)(fZ) = DxDy(fZ) — DyDx(fZ) — Dix y1(fZ) =
=Dx(fDyZ+Y(f)Z) - Dy(fDxZ + X(f)Z) — fDixv)Z — [X,Y|(f)Z =
= fR(X,Y)Z + X(f)DyZ + XY (f)Z + Y (f)DxZ — Y (f)DxZ — Y X(f)Z—
- X(f)DyZ - [X,Y](f)Z =
— fR(X,Y)Z.

Una prima conseguenza della (V.1.7) ¢ il fatto che il valore di R(X,Y)Z in un punto P dipende solo
dai valori di X, Y e Z in P. Ovvero che R(X,Y)Z si annulla in P se una almeno tra le tre variabili si
annulla in P. Sia quindi Xp = 0, scegliamo delle coordinate locali x1, 3, in un intorno di P, e scriviamo

X = w122 + us:2-, ove u; ed uy sono due funzioni che si annullano in P. Per quanto visto, si ha
62:1 85E2 ? ?

R(X,Y)Z = ulR(aixl, Y7+ ugR(aigEl,Y)Z7 che si annulla quindi in P.

Se si ha Yp =0 0 Zp = 0, la dimostrazione procede in modo analogo. Dunque, possiamo affermare
che, se Xp = Xp, Yp = Yp, Zp = Zp, allora R(X,Y)Z = R(X,Y)Z e considerare X, Y, Z dei vettori
tangenti in P.

Enunciamo quindi la seguente

1.8 Proposizione. [Teorema Egregium di Gauss| Sia S una superficie immersa in R? e siano dati un
punto P di S e due vettori tangenti X,Y € TpS, linearmente indipendenti. Allora, detta K : S — R Ia
curvatura gaussiana (cf. Definizione I1.2.8) della superficie S, si ha

RIX,Y)Y - X
[X2Y]? = (X - Y)?

K(P) =

dim. In base alla formula (V.1.6), si ha
LX-X LX-Y
RX,Y)Y -X =(LY - Y)(LX - X) — (LX - Y)(LY - X) = det (LY'X LY'Y) .

Fissiamo una base di TpS ed indichiamo con P la matrice che ha come colonne le coordinate dei vettori
X ed Y e con L la matrice dell’applicazione di Weingarten. Dal Teorema di Binet si ricava che

LX - X LX-Y
det (LY X Iy, y) — det('PLP) = (det L) (det 'PP) = (det L)(| X |2 V|2 — (X - Y)?)
che ¢ quanto dovevamo dimostrare, in quanto la curvatura di Gauss coincide col determinante dell’appli-
cazione di Weingarten. CVD O

Introduciamo delle notazioni che generalizzano quanto visto per le superficie in R3.

1.9 Definizione. Sia M una varieta differenziabile. Una metrica riemanniana su M ¢ il dato di un’ap-
plicazione bilineare simmetrica, definita positiva, gp : TpM X TpM — R, che varia in modo liscio al
variare di P. Ovvero, se X,Y sono due campi lisci su (un aperto di) M la funzione P — gp(Xp,Yp) &
liscia.
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Una varieta riemanniana ¢ una varieta differenziabile dotata di una metrica riemanniana.

Se g € una varieta riemanniana, indicheremo con g il tensore metrico riemanniano, ovvero la collezione

di applicazioni bilineari sugli spazi tangenti. Fissato un sistema di coordinate locali x1,...,2, su M,
scriveremo g;; = g (%, %) ed indicheremo con g% la matrice inversa.
i J

Osserviamo che le superficie in R sono esempi di varieta riemanniane.
Supponiamo fissata una connessione su M ovvero il dato di una derivazione covariante che goda delle
proprieta descritte dopo la Definizione V.1.4. In coordinate locali possiamo scrivere

AR T

ove I‘fj sono i simboli di Christoffel di seconda specie. Osserviamo che la conoscenza di tali simboli

permette di calcolare la derivazione covariante per qualsiasi argomento. Siano infatti X = Zai% ed
o 0 . . . .

Yy=> bjaTj due campi tangenti ad M ed osserviamo che si ha

d ab; p 0
DxY = ) a:D s (bjamj)_ Y a azlaxj+ Y a aibilfj 5o

1<ij<n 1<ij<n 1<i,j,k<n

A fianco dei simboli di Christoffel appena introdotti, possiamo parlare dei simboli di Christoffel di prima
specie, ovvero
Dije = Y _ grel's;.
¢

b . . . k ke
E chiaro quindi che I'j; = 209" Tije.

Ribadiamo ora che la connessione, analogamente a quanto visto per le superficie, & compatibile con
la metrica e simmetrica, ovvero valgono le seguenti proprieta.

e Xg(Y,Z)=g(DxY,Z)+g(Y,Dx Z);
e Dy(Z)—Dz(Y)=1[Y,Z].

In particolare, la simmetria della connessione significa che

0 0 0 o 0
Z(Fij F“)axk Dc”%i <8xj> 705 (6331) {81‘/ 6xj] 0

k
quindi Fk = Fkl, qualunque siano 1, j, k, e lo stesso vale per i simboli di Christoffel di prima specie, ovvero
Fz]k - F]zk
Il fatto che D sia compatibile con la metrica implica che

b _ 0 (0 0 AAVRET I AN

dzy,  Ozp’ (8@7636]») g<D (axz>’8xj> +g<axi,D63 (8xj>) N
0

= z, =

_%:Fklg <8$ ) +ZF (ax 8$@> Zrkzg€]+zrk]glé

= T'kij + i

Possiamo quindi scrivere

0gir g

= Tjik + Ui = Tijk + ik, 2 = Thij + Thjis
axj Jjik + Jki 3% Jk + kj axk kij + kj
e, sommando i tre termini e ricordando la simmetria dei simboli di Christoffel, concludere che
0gi | Ogjr 0gij
1.10 Ty AN
( ) ik = < Ox; + ox; oxy,

Cio significa, in particolare che la connessione su M dipende unicamente dalla metrica, ovvero dalla sua
struttura di varieta riemanniana e possiamo enunciare la seguente
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1.11 Proposizione. Su una varieta riemanniana M esiste una ed un’unica connessione D, compatibile
con la metrica, g, e simmetrica; ovvero tale che

Xg(Y,2) = g(DxY,2) + g(Y,DxZ) e Dy(Z)=Dy(Y)=[V.Z]
per ogni vettore tangente X ed ogni coppia di campi vettoriali Y, Z.

dim. Su ogni aperto coordinato la connessione ¢ univocamente determinata in base a (V.1.10) ed & quindi
unica. Grazie all’unicita la connessione si incolla nell’intersezione di aperti coordinati. CVD O

Vedremo nel seguito che sotto opportune ipotesi (cf. Osservazione V.3.6) ogni varieta differenzia-
bile ammette una metrica riemanniana (cf. Teorema V.3.13) e quindi una connessione, che chiameremo
la connessione metrica riemanniana, Analogamente a quanto visto per le superficie in R3, molte pro-
prieta geometriche della varieta possono essere dedotte da tale struttura come, ad esempio, la curvatura
gaussiana per le superficie.

Concludiamo questa sezione occupandoci della curvatura, R(X,Y)Z, associata alla connessione e
delle sue simmetrie.

1.12 Proposizione. Siano X,Y,Z W campi vettoriali su una varieta riemanniana, M, e sia
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dix y|Z

la curvatura della connessione metrica riemanniana. Allora si ha
(a) R(X,Y)Z + R(Y,X)Z = 0;

(b) e(R(X,Y)Z,W) + g(R(X,Y)W, Z) = 0;

(¢) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0;

(d) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y).

dim. (a) & conseguenza immediata della definizione di R(X,Y")Z. Poiché il valore di R(X,Y)Z in un punto
P dipende solo dal valore di X, Y, Z nello stesso punto, possiamo supporre nel seguito della dimostrazione
che tutte le parentesi di Lie tra i campi in questione siano nulle.

(c¢) Con un calcolo diretto, si ha

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =
= DxDyZ — DyDxZ+DyDzX — DyDyX + DzDxY — Dx DY =
= Dx(DyZ — DzY)+ Dy(DzX — DxZ) + Dz(DxY — Dy X) =
= Dx[Y,Z]+ Dy[Z,X]+ Dz[X,Y] =0

per le ipotesi fatte sulle parentesi di Lie.

(b) Dato che lespressione ¢ lineare in Z e W, ¢ sufficiente dimostrare che g(R(X,Y)Z,Z) = 0 per ogni
campo Z. Infatti, ricordando che la connessione ¢ compatibile con la metrica, si ha

g(R(X7Y)Z7 Z) = g(DnyZ,Z) _g(DyDXZa Z) =
— 1XYg(Z,2) - LY Xg(2,2) = [X,Yg(Z, 2) = .

(d) In base a (c), possiamo scrivere, (i) g(R(X,Y)Z, W) + g(R(Y,Z)X, W) + g(R(Z,X)Y,W) = 0.

Dalla identita analoga, R(X, W)Y + R(W,Y)X + R(Y, X)W = 0, e dall’'uguaglianza g(R(Y,W)Z, X) =

g(RW,Y)X,Z) (ct. (a) e (b)), si deduce (i) g(R(X,Y)Z, W)+ g(RY,W)Z, X))+ g(R(X,W)Y,Z) =0
Analogamente, si ottengono le uguaglianze

(iid) g(R(Y, W)Z, X) + g(R(Y. Z)X,W) + g(R(Z,W)X,Y) = 0,

(iv) g(R(X, W)Y, Z) + g(R(Z, X)Y,W) + g(R(Z,W)X,Y) = 0.
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Calcolando (¢) + (i4) — (4i7) — (iv) si ottiene 2(g(R(X,Y)Z, W) — g(R(Z,W)X,Y)) = 0, che & quanto
volevamo. CVD |

Come i simboli di Christoffel sono stati introdotti per descrivere la derivazione covariante in coordi-
nate locali, cosi si introducono i Simboli di Riemann, Rfj 1> ber descrivere la curvatura della connessione
in coordinate locali. Si pone quindi

o 9\ o . 0
% (30, ) = 3 Py

Analogamente a quanto visto per i simboli di Christoffel, per abbassamento degli indici, si pone
Rijnk = Y greRi-
¢

Si possono scrivere delle relazioni esplicite tra i simboli di Riemann e quelli di Christoffel, ovvero si puo

scrivere
0 0 0 - ; 0 -
# (o ;) 3 = (Zfﬂhfm) # (Zfa) -

ars, 9 ar
Jh ih ¥4 ¥4
= § : - § jr 7 § T,
- . Oxy - fm h “a h

e concludere che i
or” ork
ko jh ih Z 0 Y
Rijh - axl - axj - (F hréj r hFh)

2. Geodetiche

Cominciamo con alcune definizioni.

2.1 Definizione. Sia f : N — M un morfismo liscio di varieta lisce, di dimensioni n ed m rispetti-
vamente. Un campo di vettori tangenti ad M lungo f & un morfismo liscio V' : N — TM tale che il
diagramma

N Y TMm
/| K
M P M

sia, commutativo.

Due casi particolari si hanno quando si considera la restrizione, f*X = X|;(y), di un campo X su
M e quando si considera df(Y'), ove df ¢ Papplicazione tangente ad f (cf. Definizione II1.2.5) ed Y & un
campo su N.

Siano M ed N due varieta riemanniane e vogliamo estendere la derivazione covariante di M per
derivare campi tangenti ad M lungo f rispetto a vettori tangenti ad N. Chiediamo quindi che valgano
le seguenti proprieta: siano X € Tp N, A un intorno aperto di P in N, V, W campi tangenti ad M lungo
fia, a: A — R una funzione liscia; allora, per ogni @ € A, deve aversi (DxV)q € Trq)M e

e DxV e lineare in X
e Dx(V+W)=DxV + DxW,;
e Dx(aV)=a(Q)DxV + X (a)Vp;
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e se Q€ BC A, allora (DxV)q = (Dx(V|B))q [carattere locale];
e se Y ¢ un campo su M, definito in un intorno di f(A), allora Dx (f*Y) = Dgs(x)(Y) [compatibilita].

Queste condizioni determinano univocamente l'operazione. Siano infatti (yi,...,Ym) coordinate

locali su M in un intorno del punto f(P) e sia V = Y ", aif*aiy, ove le funzioni a; sono lisce su un
intorno A di P in N. Allora deve aversi

“ 0 - 0
2.2 DxV = X(a;)=— iD — .
(22) XV =3 X(a)g,+ S aDaon (5)
Inoltre, valgono le seguenti proprieta

Xg(V,W) =g(DxV,W)+g(V,DxW) e  Dx(df(Y)) = Dy(df(X)) = df[X,Y].

Verifichiamo la prima delle due identita. Siano V = ZZ L Qig— ay ,eW = Z b; 8y ,
)

tangenti lungo f, dove scriviamo o in luogo di f* aT,» Allora, dato un vettore, X, tangente ad N, si ha

due campi di vettori

Xg(V,W) = Y X(a)bif (9is) + aiX (b)) (935) + aiby X (£ (935)).

1<i,j<m
D’altra parte, dalla (V.2.2) e dalla compatibilita della derivata covariante di M con il prodotto scalare g, si ricava

g(DxV, W)+ g(V,DxW) =

- 9 ) 9
g(EX(ai)ayi+ZlaiDdf<X)ayi,W)+g<VZX 74’21) Ddf(X)a )

D X(@i)bif (gis) + aiX (b)) f(95) + aibydf (X) (i)

1<ij<m

che permette di concludere, data la (II1.2.6).

Verifichiamo la seconda identita e, per far cio, fissiamo anche delle coordinate (z1,...,%») in un intorno di
P in N. Siano
~ 0 L Ofi 0
Y = Zaia—xi, X = Zb] s e sia quindi af(Y) = Z s O
i=1 1<i<n
1<k<m

Allora si ha

Ofk 0 9fr 9 afk 0
x (df(Y)) . (a )8.1‘1' ayr 7 oz ) oy TV oz T (8%)
ed analogamente
Sy e Dy (2 Dy 08 7).
Dy (df (X)) = — Y(bj)azrj Oy o (a%) Oy +b]a , Daren) (8%) 7
75

Osserviamo che si ha

4 O fi 0 " 62fk i _
ZazX (8:&) oyr Zalb] O0x;0x; Oy

i,k N

oh, () _ ohof, (0.
Zal ox; Darx) <8yk> B Z ibj 0x; Ox; Dﬁh oy |’

ik 0,5,h,k
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e quindi (cf. I111.2.4)

Ofs 0 _
&vi 8yk o

Dx(df(Y)) = Dy (df(X)) = > _(X(a:) = Y (bs))

ik

df[X,Y].

2.3 Definizione. Un campo V, tangente ad M lungo f e parallelo se DxV = 0 per ogni X tangente
ad N.

Se V ed W sono due campi paralleli, ed X e tangente ad N, si ha
Xg(V,W) =g(DxV,W)+g(V,DxW) = 0.

Dunque il prodotto scalare g(V, W) & (localmente) costante su N e, se V e W sono campi unitari, possiamo
quindi affermare che I’angolo tra i due & costante su N.
Supponiamo ora che, in luogo di f, ci sia una curva liscia 7 : [a,b] — M. I campi tangenti ad [a, b]
sono tutti del tipo X = a% e dunque V' (t) € T, ;)M & un campo parallelo lungo v se, e solo se, D%V =0.
11 vettore tangente a v, V(t) = 4/(¢) & un campo tangente ad S lungo ~ ed & parallelo se, e solo se,
D 4 7 = 0. Ricordando la costruzione della derivazione covariante sulle superficie in R?, possiamo scrivere
D 4 fy =" —(y"-N)N, ove N ¢ il vettore normale alla superficie S. Dunque, 7’ & parallelo se, e solo se,

7” = (57;7 ¢ normale alla superficie. Cio implica che %(7’ -v") =29 - 4" = 0 ovvero che ||7|| & costante.

In particolare, cio significa che il vettore v/ = Cf;TZ ¢ parallelo al vettore normale alla curva e dunque,
essendo ortogonale alla superficie, cio significa che 7 ha curvatura geodetica nulla (cf. Definizione I11.2.10).
Dunque v é una geodetica su S se, e solo se, il campo tangente a ~y & parallelo.

Prenderemo questa come definizione generale di geodetica.

2.4 Definizione. Sia M una varieta differenziabile e 7 : [a,b] — M una curva liscia. Diremo che v &
una geodetica su M se Di ~'=0

Siano (x1,..., %) coordinate locali su M e siano y;(t) = z;(y(t)), ove i =1,...,me v : [a,b)] = M
€ una curva lisma. Si ha
" dy; O d
I = d =dy| —
7 ; dt oz; ) (dt)

e quindi

" d%y; 0 " dy; 0
’ 1 7 _
Dy _E:: 2 Ox; Z:ED‘“(%) or; )
" 0 dyi dyj 0
- 2Yip -
; 2 Oz; + r dt dt 9% ox;
_ i 0 dy; dy; Wipe O 0
2 Jxy, | L= dt dt Yoz
k=1 4,3,k
Dunque il campo v ¢ parallelo se, e solo se,
d? dy; dy;
(2.5) Yk Yi%irk —g  perk=1,...,m

dt? -~ dt dt Y

Quello appena scritto € un sistema di equazioni differenziali ordinarie del second’ordine, che definisce le
geodetiche.
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Esempi. (a) A parte casi speciali, il sistema che definisce le geodetiche non & integrabile elementarmente. Un
caso speciale particolarmente semplice si ha quando M = R™. In tal caso, i simboli di Christoffel, Ffj, sono tutti
nulli e quindi le geodetiche su R™ sono precisamente le rette, parametrizzate linearmente.

(b) Consideriamo ora il caso di una sfera S, immersa in R3, ed utilizziamo Papproccio descritto sopra per le
dz'y

superficie immerse. Una curva 7 sara quindi una geodetica se, e solo se, il vettore ;7 ¢ parallelo alla normale

2
alla superficie, ovvero se, e solo se, ZT; ¢ parallelo al raggio . Cio significa che

d

S XN =" x4+ x9" =0

e percid v = 7' X 7 & un vettore costante e inoltre, v giace nel piano passante per il centro ed ortogonale a v e
quindi le geodetiche della sfera sono archi di cerchio massimo, come avevamo gia visto nel Capitolo II.

(c) [geodetiche su superficie di rotazione]. Sia S una superficie di rotazione immersa in R? e sia v una curva su
S, e siano
a(u) cos ¥ o8 —sin
S(u,9) = asinv |, ed X=——=a(u)| coso |.
b(u) 8'19 0

Restringendo il vettore X a 7 e considerando quindi v e ¥ come funzioni del parametro ¢, si ha &y dX _

. . . dt W
Infatti, possiamo scrivere
d a’ cos ¥ —sin®
l:v1+v2 ove v = (a'sin'ﬂ , va =a¥ | cosv |,
dt b o
e
dx —sin 9 , cos ¥
T = w1 + was ove w1 =da’ cos ¥ , we = —a¥ | sinv |,
0 0
e, con un calcolo diretto, si ha v1 - w1 = 0 = v2 - w2 e v2 - w1 = aa’¥’ = —v; - wa. Se la curva v & una geodetica, il
2
vettore ZT; & normale alla superficie S e quindi si ha
d - X) = dy dX  dv 0
att Y T A Taer T

In un punto P di S, il vettore Xp & diretto lungo il parallelo passante per P e la sua lunghezza ¢ uguale al raggio
del parallelo. Dunque, detti 7(¢) = a(u(t)) il raggio del parallelo nel punto v(t) ed a(t) ’angolo formato dalla retta
tangente a v con il parallelo, I'uguaglianza appena dimostrata, permette di concludere che Iungo una geodetica
la quantita r(t) cos a(t) & costante [Teorema di Clairaut]. Questa condizione, perd non caratterizza le geodetiche
delle superficie di rotazione (ad esempio ¢ soddisfatta anche dai paralleli che, come abbiamo visto nella sfera, in
generale, non sono geodetiche).

Torniamo ora a discutere in generale sulle geodetiche e consideriamo il sistema di equazioni differen-
ziali, (V.2.5), che le definisce. Dal Teorema di esistenza ed unicita per le soluzioni di equazioni differenziali
ordinarie, discende il seguente

2.6 Lemma. Sia M una varieta riemanniana e P un punto di M. Esistono un intorno U di P ed un
numero reale € > 0 tali che, per ogni Q in U e per ogni X € To(M), con || X| < e, esiste un numero
d > 0 ed una geodetica vx : (—0,8) — M tali che vx(0) = Q e v (0) = X e yx(t) ¢ una funzione liscia
di X et.

Per prima cosa osserviamo che I'ampiezza § puo essere scelta ad arbitrio, modificando opportuna-
mente &, perché, se () & geodetica, anche £(t) = v(ct), lo &, qualunque sia la costante c¢. Quindi, fissato
¢ > 6, si pone n = % e preso v € To(M), con |jv|]| <, si ha che ||§UH < €, e quindi la geodetica
p(t) == fygv(%t), ¢ definita per |%t| < 4, ovvero per |t| < ¢, e si ha p(0) = @ e p/(0) = v. Supporremo
quindi che le geodetiche siano definite sull’intervallo (—2,2), ovvero § = 2.
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2.7 Definizione. Sia quindi v : [0,1] — M una geodetica con v(0) = P e ~'(0) = X € TpM.
L’applicazione esponenziale expp : TpM(..y — M ¢ definita ponendo exp(X) = (1).

In particolare, preso ty € [0,1], la curva (1) := v(7tp), al variare di 7 € [0, 1], & una geodetica con
4(0) = P e 4'(0) = to X, e quindi expp(toX) = (1) = v(to). Inoltre, essendo ||| costante, si ha

E(V)Z/O I @)lldt = [lv' )] = [|X1]-

Quindi l'applicazione esponenziale expp : TpM(..) — M ¢ ben definita e manda segmenti uscenti
dall’origine in archi di geodetiche. Vi & quindi un intorno A della sezione nulla del fibrato tangente
tale che expp(X) sia definita per ogni X in A e sia liscia su A. Fissiamo un punto P € M e delle coor-
dinate locali (z1,...,z,) in un intorno U di P. In questo intorno ogni vettore tangente ad M si scrive
come Y 1, &% e quindi, indicata con 7 : TM — M la proiezione canonica, si ha 7=1(U) = U x R"
ed un sistema di coordinate locali su tale aperto di TM & (z1,...,2n;&1,...,&). Ricordando che, per
ogni punto @Q e vettore X € Ty M, sufficientemente piccolo, si ha expy(0) = Q e % expg (tX) =0 = X,
possiamo affermare che la matrice jacobiana di exp in un intorno di 0 € TpM ¢ (1,,1,).

Sia A l'intorno definito sopra e consideriamo ora l’applicazione F' : A — M x M, definita da

F(X) = (m(X),expr(x)(X)). La matrice jacobiana di F' in (P,0) ¢ Jipo)(F) = (i 2), e quindi F' e
un diffeomorfismo locale in un intorno della sezione nulla ¥ di T M.

Conseguenza di queste affermazioni

2.8 Lemma. Sia M una varieta riemanniana. Per ogni P € M esiste un intorno U ed un numero reale

positivo ¢ tali che

(a) per ogni Q € U Il’applicazione expg ¢ un diffeomorfismo tra la palla B(0,¢) in ToM ed un aperto
contenente @;

(b) due punti, Q1,Q2, in U sono congiunti da un’unica geodetica di lunghezza minore di e. Scritta tale

geodetica nella forma expg,, (tX), il vettore X & una funzione liscia di Q1 e Q.

Osserviamo che esiste in M un intorno V' di 0 € TpM tale che Fjy sia un diffeomorfismo su un
aperto di M x M e possiamo supporre che V sia della forma V ={ X e ToM | Q € W, | X|| < e}, per
un opportuno intorno W di P ed un opportuno numero reale ¢ > 0. Esiste un intorno U di P tale
che U x U C F(V) e quindi, presi Q1,Q2 in U, esiste un vettore X € To, M, con | X|| < ¢ tale che
Q2 = expg, (X), (ovvero (Q1,Q2) = F(X)) ed essendo F' un diffeomorfismo su V, la scelta di X & unica
e dipende in modo liscio da @1 e Q3.

2.9 Definizione. Sia M una varieta riemanniana e sia P € M. Per un numero reale r > 0, sufficien-
temente piccolo, expp induce un diffeomorfismo tra la palla chiusa B(0,r) C TpM ed un intorno, B, di
P in M. Tale intorno B & detto la palla geodetica di centro P e raggio r e la sua frontiera e la sfera
geodetica di uguale raggio e centro.

Dimostriamo ora la seguente.

2.10 Proposizione. Siano U ed € come in Lemma V.2.8. Dati due punti di U, siano 7 : [a,b] — M
un cammino di classe €' a tratti tra i due punti e v : [0,1] — M la geodetica di lunghezza minore di
¢ tra gli stessi punti. Allora () < £(n) e vale 'uguaglianza se, e solo se, n = v or per una funzione
r: [a,b] — [0,1], suriettiva e non decrescente.

La dimostrazione si servira del seguente

2.11 Lemma. [Gauss] Sia « : [0,1] — M un cammino di classe €' su M ed E(t) un campo di vettori
tangente ad M lungo « tale che ||E(t)]] = 1 ed E(t) - &/(t) = 0 per ogni t € [0,1]. Posto F(s,t) =
expy) (sE(t)), per (s,t) € [0,¢] x [0, 1], allora si ha % : %—f = 0 per ogni (s,t).

dim. Osserviamo che, per le proprieta dell’esponenziale, si ha
oF OF

5500 =B@),  Z-0,1) =a'(1),
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qualunque sia t, e quindi la tesi & vera per s = 0. Se dimostriamo che il prodotto scalare 2£ . 2€ &

0s ot
indipendente da s, abbiamo concluso la dimostrazione. Si ha

O (OF OFN\ _(p OFN OF OF (., OF\ _OF (., OF
ds\os ot ) \"#09s) ot 0s %ot ) 0s 35 Ot

perché la curva s — F(s,t) & una geodetica per ogni ¢ (cf. Definizione V.2.4). Ricordando che [%, %} =0
e le relazioni tra la derivata covariante e le parentesi di Lie, si ricava che

oF oF oF oF

Infine, per la compatibilita della derivata covariante con la metrica, si conclude che

oF (p, 9F\ _10 (OF OF
ds %0s ) 20t\0s 0s)
oF

Poiché le curve s — F(s,t) sono geodetiche per ogni ¢, i vettori tangenti - sono paralleli e quindi il

prodotto scalare %—I: : %—1; ¢ indipendente da s e coincide con il suo valore per s = 0, ovvero E(t)- E(t) = 1.

Si conclude che
D (0F OF\_10 (0F OF\ _,
s\ 0s Ot ) 28t\0s 09s )

e quindi che il prodotto scalare % . %—f ¢ indipendente da s e percio identicamente nullo. CVD O
dim. (della Proposizione V.2.10). A meno di riparametrizzare n, supponiamo [a,b] = [0,1] e siano

Q = n(0), B la sfera geodetica di centro Q e raggio ¢, e p = {(7).

Sia 0 < tp < 1 un numero reale tale che n(ty) = Q ed n(t) # g per ogni t > ty. Per ¢t > tg, se
n(t) € B, si pud scrivere, in modo unico, 7(t) = expg (r(t)X(t)), con | X (¢)|| = 1 per ogni ¢ ed r(t), X(¢)
funzioni €' a tratti. Sia t il minimo dei valori tale che t >ty ed r(t) = p.

Fissato 0, con 0 < 0 < p, sia ¢ il minimo ¢t > to tale che r(t) = §. Si ha quindi tg < t; < to.
Posto F(s,t) = expg(sX(t)), si puo applicare il Lemma V.2.11, ove a(t) ¢ identicamente uguale a @ ed
E coincide con il campo X, e cio si puo fare per tutti i valori di ¢, ad eccezione dei punti di discontinuita
di X’. Preso t € [to, t2], si ha n(t) = F(r(t),t) e quindi % = 2E4/(4) 4 9L ¢ ricordando il Lemma citato,

dt 0s
si ha ) ) )
dn 1o ||OF oF ) D
—|| =7r(t — —| =>7r(t
H al| =" 5| | 2T
e vale I'uguaglianza se, e solo se, %—1; = 0. Dunque, si ha
ta d77 ta ta
02 () = / dtH it > / I ()| dt > / Y ()t = p— 0. (2.12)
11 t1 t1

Passando al limite per § — 0, di conclude che £(n) > £ (n) > p = £(7) ed inoltre, £ (1) > 6.
Se £(n) = £(v), allora si ha

02 (n) = L3 () — L5 (n) < L(3) =6 =p—3

e quindi tutti i termini in (V.2.12) sono uguali tra loro ed r(¢) & non decrescente ed X(t) costante.
Passando al limite per § — 0, si ricava £(~y) = Eif} (n) e quindi n & costante per t < tg e per t > to per cui
n(t) =~v(r(t)) ed r & non decrescente. CVD O

Considerando una sequenza di palle geodetiche da un punto ad un altro della varieta si puo ottenere
il seguente
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2.13 Corollario. Se Q1,Q2 sono punti di una varieta riemanniana M, e tra tutti i cammini di classe
€' a tratti tra Q1 e Qo ve n’é uno di lunghezza minima, allora si tratta di una geodetica, eventualmente
riparametrizzata.

Una varietd riemanniana connessa diventa uno spazio metrico (cf. Definizione I1.3.16) tramite la
seguente distanza.

2.14 Definizione. Sia M una varieta riemanniana connessa. La distanza geodetica su M ¢ definita
ponendo

p(P,Q) = inf { £(n)| n cammino ¢ a tratti tra P e Q }

Si puo verificare che si tratta di una distanza e quanto visto sulle palle geodetiche ci permette di
concludere che la topologia indotta dalla metrica coincide con la topologia originaria di M. Concludiamo
questa sezione citando qualche risultato sulla struttura di spazio metrico della varieta M.

2.15 Teorema. [Hopf-Rinow] Sia M na varietd riemanniana connessa e sia P un punto di M tale che
ogni geodetica avente P come estremo si estenda indefinitamente. Allora, per ogni QQ € M esiste una
geodetica di estremi P e @ e lunghezza uguale alla distanza geodetica tra P e Q@ (geodetica minimale).

2.16 Definizione. Una varieta riemanniana M & geodeticamente completa se ogni geodetica 7 : [a, b] —
M puod essere estesa indefinitamente (ovvero esiste una geodetica 7 : R — M tale che (45 = 7).

La completezza geodetica della varieta e la completezza come spazio metrico (cf. Definizione II.3.29)
sono legate dalla seguente

2.17 Proposizione. Sia M una varieta riemanniana connessa. Sono equivalenti

(a) M, con la distanza geodetica, ¢ uno spazio metrico completo;

(b) M ¢ geodeticamente completa;

(c) esiste un punto P di M tale che ogni geodetica avente P come estremo puo essere indefinitamente
estesa.

Il contenuto del Lemma V.2.8 puo essere precisato dal seguente

2.18 Teorema. [JCH Whitehead] Sia M una varieta riemanniana. Per ogni punto P di M esiste un

numero reale € > 0 tale che

(a) due qualsiasi punti della palla geodetica di centro P e raggio € sono congiunti da una ed una sola
geodetica minimale.

(b) per ogni §, 0 < § < €, dati due punti della palla geodetica B, di centro P e raggio 0, la geodetica

minimale che li congiunge é contenuta in B.
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3. Appendice. Partizioni dell’unita

In questa sezione andiamo ad approfondire alcune proprieta della topologia delle varieta differenzi-
abili da cui dedurremo, sotto opportune ipotesi 'esistenza di una metrica riemanniana su ogni varieta
differenziabile.

3.1 Definizione. Sia X uno spazio topologico. Una famiglia di sottoinsiemi di X, & = (E;)er, ©
localmente finita se per ogni punto P di X esiste un intorno Up di P tale che I'insieme degli i € I tali
che E; NUp # O sia finito.

3.2 Osservazioni. Mettiamo in evidenza alcune proprieta delle famiglie di sottoinsiemi localmente finite.
e Se K C X ¢ compatto ed & = (F;)icr, & localmente finita, anche I'insieme degli i € I tali che E; N K # O
é finito. Infatti, la famiglia di intorni Up della definizione, al variare di P in K, & un ricoprimento aperto di
K e quindi esiste un sottoricoprimento finito.

e Se & = (E;)icr1, & localmente finita ed ognuno degli insiemi E; & chiuso, allora E = U E; & chiuso. Infatti,
iel
se P ¢ E, esiste un intorno aperto U di P tale che F;,,..., E;, siano gli unici elementi di & che intersecano
U. Allora U \ (E;, U---U E;,) & un aperto, contenente P e tutto contenuto nel complementare di E.

e Se la topologia di X ha una base numerabile (cf. Definizione I1.3.3) ogni ricoprimento localmente finito,
of, di X & numerabile. Ogni punto di X ha un intorno U che interseca solo un numero finito di elementi
del ricoprimento e non & restrittivo supporre che U appartenga alla base numerabile della topologia. Vi &
quindi una famiglia numerabile di aperti che ricopre X e tale che ciascuno dei suoi elementi intersechi solo
un numero finito di aperti di 2/ che percid & al pitt numerabile.

3.3 Definizione. Sia & = (A;);c; un ricoprimento di X. Un raffinamento di &/ ¢ il dato di un
ricoprimento aperto & = (Bj)jes e di una funzione 7 : J — I tali che, per ogni j € J, si abbia
B; € Ary).

3.4 Definizione. Uno spazio topologico, X, e paracompatto se ¢ di Hausdorff ed ogni ricoprimento
aperto di X ammette un raffinamento localmente finito.

Osserviamo che uno spazio topologico (di Hausdorff) compatto & naturalmente paracompatto, perché
un sottoricoprimento finito ¢, in particolare, un raffinamento localmente finito del ricoprimento dato.

3.5 Definizione. Uno spazio topologico X & localmente compatto se ogni punto P di X ha un intorno
compatto.

Osserviamo che ogni varieta differenziabile & localmente compatta, perché ¢ localmente omeomorfa
ad aperti di R™ che sono spazi localmente compatti.

3.6 Osservazione. D’ora in poi, col termine varieta indicheremo solo varieta differenziabili che siano
spazi topologici di Hausdorff ed a base numerabile (cf. Definizione I1.3.3).

Vogliamo dimostrare alcune proprieta della topologia delle varieta differenziabili, che raccogliamo
nella seguente proposizione.

3.7 Proposizione. Sia X uno spazio topologico a base numerabile.

L1. Se X é uno spazio di Hausdorff, localmente compatto allora X é paracompatto.

L2. Se X é paracompatto, allora ogni coppia di chiusi disgiunti ha intorni disgiunti (X é uno spazio
normale).

L3. Se X & paracompatto, per ogni ricoprimento aperto, localmente finito, o/ = (A;);er di X esiste un

ricoprimento aperto % = (B;)ier tale che B; C A; per ognii € I (% & un restringimento di < ).

dim. L1. Iniziamo dimostrando che la topologia di X ha una base numerabile fatta di aperti a chiusura
compatta. Sia ¢4 una base numerabile per la topologia di X e sia & = { B € ¥| B ¢ compatto } Se Ae
aperto in X ed z € A, sia U, un intorno compatto di = e sia U? il suo interno. Allora esiste B € ¢ tale
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che z € BC ANU?; dunque B C U, e quindi B ¢ relativamente compatto (cf. Proposizione I1.3.20) e
percio appartiene a 9. Per Parbitrarieta del punto x, si conclude che A ¢ unione di elementi di % che
percio € una base della topologia di X.

Sia quindi { U; | « € N } una base numerabile per la topologia di X fatta di aperti a chiusura compatta
e costruiamo una successione crescente di aperti a chiusura compatta che invada tutto X. Posto C; = Uy,
sia nq il pilt piccolo intero tale che C'; C U;U---UU,, e poniamo Cy = U;U- - -UU,,,. Anche Cy & compatto
e quindi esiste un minimo intero ny > ny tale che Co C Uy U -+ U U,, e poniamo C3 = Uy U---UU,,.

Proseguendo analogamente si costruisce una successione di interi n1 < ny < n3 < ... ed una famiglia
numerabile di aperti C1,Cs,Cs, ... tali che C; C Ci+1 per ogni i € Ne U C; = X. Poniamo inoltre
ieN

C_1 = Cy =0 ed andiamo a dimostrare che X & uno spazio paracompatto.

Sia & = (A;)ier un ricoprimento aperto di X. Per ogni j > 1 il compatto C; \ Cj_2 & ricoperto
da un numero finito di aperti Ai(j11)7~~aA7',(j,m]-) e poniamo B,y = A N C; \Cj_operl=1,...,mje
J € N. La famiglia # = (B(;;)) ¢ un raffinamento localmente finito di 7. Infatti, se 2 € X esiste un
indice j € N tale che X € C; \ Cj_1 C B,y per qualche [ e quindi # ¢ un ricoprimento aperto di X.
Posto poi 7(j,1) = i(j,1), si ha per costruzione B; ;) C A;;;) e quindi % ¢ un raffinamento di </. Infine,
si tratta di una famiglia localmente finita, perché, fissato z € X e scelto j € N tale che = € C}, 'aperto
Cj interseca solo un numero finito di aperti di %, presi tra i B,y con h < j + 1.

Cio conclude la dimostrazione di L1 e ci permette di affermare che, nelle ipotesi di L1, ogni ricopri-
mento aperto ha un raffinamento localmente finito fatto di aperti a chiusura compatta.

L2. Dividiamo la dimostrazione in due passi; prima dimostriamo che un chiuso ed un punto del comple-
mentare sono separati da intorni disgiunti (ovvero lo spazio € regolare) e poi dimostriamo che si possono
separare due chiusi disgiunti.

Sia F' un chiuso ed z € X \ F. Poiché X & uno spazio di Hausdorff, per ogni y € F' esistono
un intorno aperto U, di « ed un intorno aperto V,, di y tali che U, NV, = . La famiglia di aperti
¥V ={X\F}U{V,|y€ F}e&unricoprimento aperto di X ed esiste quindi un raffinamento localmente
finito & = (A;)ier- Allora esiste un intorno U di x che interseca solo un numero finito di aperti A;

con A; N F # O, aperti che saranno contenuti rispettivamente in Vy,,...,V,, . Allora i due aperti
Unty, N---NU,, ed U A; sono intorni disgiunti di « ed F', rispettivamente.
A;NF#£D

Siano ora F ed F' due chiusi di X con ENF = ). Per quanto visto sopra, per ogni y € F' esistono
un intorno aperto U, di E ed un intorno aperto V, di y tali che U, NV, = @. La famiglia di aperti
Y ={X\F}U{V,|yeF} éunricoprimento aperto di X ed esiste quindi un raffinamento localmente
finito &7 = (A;)iecs. Allora, per ogni x € F, esiste un intorno B, di = che interseca solo un numero finito
di aperti A; con A; N F # (), aperti che saranno contenuti rispettivamente in V,,,...,V,, . Allora, posto

Wz =B, NUy,, N---NU,y,, si ha W, N U A; | = @. In conclusione, U W, e U A; sono
A;NF#£D zeE ANF#Q
intorni disgiunti di E ed F', rispettivamente.
L3. Possiamo supporre che &7 sia numerabile (cf. Osservazioni V.3.2). Sia quindi &/ = (A;);en ed
osserviamo che i complementari di A; e di U A; sono due chiusi disgiunti e quindi, per L2, esiste un
i>1
aperto B; tale che
X\UAiQBl C By C 4.
i>1
Dunque {Bj, As, As, ...} & ancora un ricoprimento aperto di X ed analogamente esiste un aperto Bs tale
che

X\<B1UUA1'> C By C By C A

i>2
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e {B1, Ba, A3, ...} sia ancora un ricoprimento aperto di X. Procedendo in questo modo si costruisce la
famiglia di aperti 8 = (B;);en tali che B; C A; e, per ogni n € N,

X=BU---UB,U UAZ-.
i>n
La dimostrazione ¢ conclusa se verifichiamo che X = (J;y Bi. Infatti, se x € X, poiché &7 ¢ localmente
finita, esiste un numero finito di aperti A; che contengono z e quindi esiste un indice iy tale che = ¢ A;
per i > ig. Dunque x € B; U---U B;, e I'arbitrarieta di « permette di concludere. CVD O

Mettiamo in evidenza quanto osservato nel corso della dimostrazione precedente, ricordando che le
ipotesi del seguente corollario sono verificate dalle varieta differenziabili.

3.8 Corollario. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff, localmente compatto ed a base numerabile.
Allora ogni ricoprimento aperto di X ammette un raffinamento localmente finito e numerabile, fatto di
aperti a chiusura compatta.

Possiamo quindi parlare di partizioni dell’unita.

3.9 Definizione. Sia X uno spazio topologico ed % = (U;);c; un ricoprimento aperto di X. Una
partizione dell’unita subordinata ad % & una famiglia di funzioni continue x; : X — [0, +00), al variare
di ¢ in I, tali che
(a) perogniie I, sihasuppy; ={z € X| xi(z) #0} C Uy;
(b) la famiglia (supp x:)ier € localmente finita;
(c¢) per ogni z € X si ha le(x) =1.

iel

Osserviamo che, in conseguenza di (¢), le funzioni y; hanno valori in [0, 1] ed inoltre, per ogni punto,

x, fissato, tutti gli addendi della somma Z Xi(z) = 1 ad eccezione di un numero finito sono nulli, per la
iel
condizione (b).
Se X & una varieta differenziabile, parleremo di partizione dell’unita liscia se tutte le funzioni y; sono
funzioni lisce. Vogliamo infatti dimostrare che sulle varieta differenziabili esistono partizioni dell’unita
lisce.

3.10 Lemma. Sia K un compatto di R" e sia A un intorno aperto di K. Allora esiste una funzione
liscia, f : R™ — [0,400), tale che supp f C A ed f(x) > 0 per ogni z € K.

b= 0 set <0
f()_{exp(—l/t2) set>0

& una funzione ¥ su R(™*) Fissati un punto P € R™ ed un numero reale € > 0, si pone
_p2
wre(e) = £ (1= 4] =2]).

Dunque x p, € una funzione liscia, non negativa ed il suo supporto & contenuto nella palla chiusa B(P, e/2).

dim. Ricordiamo che

Sia 0 la distanza di K dal complementare di A e consideriamo
linsieme F = { O (ky,... k)

ki, €7 } La funzione cercata

2vn
¢ quindi
X= > xps
PeE
d(P,K)<$
set <0

) 0
) i puod infatti dimostrare, per induzione su %, che f(9(t) = Py (t) 9 , per un opportuno P;(t) €
—m-exp(—1/t?) set>0

R[t] ed un opprtuno esponente n.
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Infatti, i punti di £ che distano da K meno di §/2 sono in numero finito e quindi la somma & una
somma finita (cf. la dimostrazione della Proposizione I1.3.28). Inoltre, i punti del supporto di x devono
avere distanza minore o uguale a §/2 da un punto di E che ha distanza minore di §/2 da K; quindi
i punti del supporto hanno distanza minore di 6 da K e sono percio contenuti in A. Infine, dato un
punto x = (x1,...,z,) di R" sia k; la parte intera del numero reale %xi peri = 1,...,n. Allora
pP= %ﬁ(/ﬁ, ..., k) appartiene ad E ed ha distanza minore di §/2 da . Quindi, per ogni punto, x, di K
¢’¢ almeno un punto di E che ha distanza minore di 6/2 da = e percid x ha valori positivi su ogni punto
di K. CVD d

Possiamo quindi dimostrare la seguente

3.11 Proposizione. Sia M una varieta differenziabile e sia % = (U;);er un ricoprimento aperto di M.
Esiste una partizione dell’unita liscia subordinata ad % .

dim. Osserviamo dapprima che e sufficiente dimostrare 1’esistenza di una partizione dell’unita liscia su-
bordinata ad un raffinamento, & = (B;)jcs di %. Infatti, se (x;)jes € una partizione dell’unita liscia
subordinata a &, e 7 : J — I & la funzione associata al raffinamento, si pone \; = ZT(j):i X; se
771(i) # @ e \; identicamente nulla, altrimenti. Le funzioni (\;);cr, cosi definite sono una partizione
dell’unita liscia subordinata ad % .

Sia quindi # = (B,),cs un raffinamento localmente finito di %, costituito da aperti coordinati
relativamente compatti (cf. Corollario V.3.8) e sia € = (C;)jes un restringimento di % (cf. Propo-
sizione V.3.7 L3). Dunque 6]» ¢ un compatto contenuto nell’aperto coordinato Bj; e possiamo quindi
applicare il Lemma V.3.10 per dedurne che esiste una funzione liscia v; : M — R, strettamente positiva
su C; e nulla al di fuori di un compatto contenuto in Bj;. Il ricoprimento % ¢ localmente finito e quindi
per ogni punto x € M ¢ ben definita ¢(z) = >, ;1;(x) ed & una funzione strettamente positiva su M.
Posto dunque x;(z) = ¢;(x)/¥(x) si ottiene una partizione dell’unita subordinata a . CVD O

Ricordiamo qui una conseguenza degli argomenti svolti

3.12 Corollario. Sia M una varieta differenziabile. Dati un compatto K C M ed un intorno aperto
A di K, esiste una funzione liscia ¢ : M — [0, 1], che vale identicamente 1 in un intorno di K ed il cui
supporto ¢ un compatto contenuto in A.

dim. In base alla Proposizione V.3.7 L2, esiste un intorno aperto C' di K ed un intorno D di M \ A che
hanno intersezione vuota. Quindi {C, M \ K} & un ricoprimento aperto di M ed esiste una partizione
dell’unita liscia ad esso subordinata, sia {¢, u}. La funzione ¢ & quanto cercato. CVD O

L’esistenza di partizioni dell’unita lisce si rivela uno strumento utile nello studio delle varieta dif-
ferenziabili per incollare dati locali ed ottenere oggetti globali. A titolo di esempio, possiamo concludere
dimostrando il seguente.

3.13 Teorema. Su ogni varieta differenziabile, M, esiste una metrica riemanniana.

dim. Consideriamo un ricoprimento % = (U;);er di M fatto con aperti coordinati e consideriamo su
ogni U; la restrizione della metrica di R™, che indichiamo con g;. Presa una partizione dell’unita (x;)icr
subordinata al ricoprimento %, si pone g = >, ; g; e si ottiene cosi una forma bilineare simmetrica,
definita positiva, su ogni spazio tangente ad M. CVD O



VI
Forme differenziali e Integrazione

In questo capitolo ci occuperemo di descrivere le forme differenziali e la loro integrazione sulle varieta
differenziabili.

1. Forme differenziali

1.1 Definizione. Sia M una varietd differenziabile. Una forma differenziale di grado k e classe €" su M
& una sezione w del fibrato A¥T*(M). Ovvero, per ogni P in M, ¢ data una funzione k-lineare alternante
wp: TpM x -+ x TpM — R e su un aperto coordinato, (U, z1,...,x,), la forma si scrivera come

wiy = E i,y iy Nvo s Ndxy,
<<

ove i coefficienti a;, ... ;, sono funzioni di classe ¢ suU.

k

Possiamo dire che la k-forma w & di classe € se, e solo se, per ogni scelta di campi lisci X1, ..., X} la
funzione P — w(X1 p,..., Xk p) & una funzione di classe €" su M. In particolare, sull’aperto coordinato
U, si ha

0 0

iy, iy = w(

8Xi1"“’8xik)
e quindi la definizione di forma liscia non dipende dalla scelta delle carte su M.

1.2 Definizione. Data una forma differenziale w su M si chiama supporto di M la chiusura del sot-
toinsieme di M formato dai punti ove w & diversa dalla forma nulla. Scriveremo suppw per indicare tale
sottoinsieme.

Le applicazioni lisce tra varieta ci permettono di “trasportare” le forme differenziali da una varieta
all’altra, generalizzando 1'usuale formula di cambiamento di coordinate.

1.3 Definizione. Sia f : N — M un’applicazione liscia tra varieta differenziabili. Data una k-forma,
w, su M, si definisce la k-forma, f*w, su N, ponendo

FrwXy, ..., X)) =w(df(X1),...,df (Xk)),

(cf. Definizione III.2.5) ove X1, ..., X} sono campi tangenti lisci su N.

Esempio. Sia data un’applicazione liscia f : N — M e fissiamo un punto P € N ed un sistema di coordinate,
Y1,---yYn, inunintornodi P ed z1, ..., Tm, in un intorno di f(P). Data una 1-forma differenziale, w = Zm

=1 aid:ci7
definita in un intorno di f(P), su M, vogliamo descrivere la sua immagine inversa, f*w, in un intorno di P. Dato

un campo vettoriale, X = Z?:l bjaiyj, si ha
oz, O TR oz,
df(X)szja—yja—xk, e quindi fw-X:w-df(X):Zaibjayj.
J.k 0]

Ricordando la dualita tra spazio tangente e spazio cotangente, si ha

= w9 Vg = S g, 0%
f w—zh:(f W o) dyn = Y Jaig Ldyn.

ih
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Con un calcolo analogo, se .= ; @ijdxi A dz; & una 2-forma in un intorno di f(P), si ricava che

i<

5 (9.r]'1 83;‘j2 83}]'2 8.T]'1

= Ay .5 — dyn, N dyn., .

fn j§<j J1.J2 <8yh1 Byn, Ayn, Oy, Yhy Yha
1<J2

h1<ho

Si scriva una formula analoga per le k-forme, ove compariranno i minori di ordine k della matrice Jacobiana di f.

La definizione di immagine inversa di una forma differenziale & compatibile con le operazioni nell’al-
gebra esterna, ovvero

[Hr(wr +w2) = ffwr + ffwa, e ffwAn)=fwA fn.

Inoltre,se j, 9, n 1 57 sono applicazioni lisce, si ha g* o f* = (f o g)*.

Si definisce la derivazione esterna di forme differenziali (lisce) tramite le coordinate locali, ponendo
per una funzione, f, su M, df = >, %dxi e per una k—forma, w = Ei1<»--<ik @iy ooig ATiy A+ Ady,,
dw = Zi1<~-<ik d(a;,. i) Ndxiy A--- Adzg,. Sipuo verificare che la definizione ¢ ben posta e non

dipende dalla scelta delle coordinate locali. Si ha
e d(w+n) = dw + dn, qualunque siano le k-forme, w ed n;
o dlwAn) = (dw) An+ (—=1)Pw A (dn), per ogni p-forma, w, ed ogni ¢ forma, n;
. (\i(dtd) =0.
E chiaro che basta verificare le affermazioni quando le forme in questione sono del tipo adx;, A- - -Adx;,

e quindi le prime due uguaglianze sono di verifica immediata. Per quanto riguarda l'ultima, possiamo
ragionare cosi:

d(dw) = d(da Ndx;, N\--- Ndx;,) =
n
Oa

= d(j:1 aixjdmj A dxil VANCERIVAN dxik) =

82
= Y B dw Aday Adai, A N day,) =

1 igen OT0T;
0? 9?
= Z (a ; —a g )d.’L‘i/\d.ﬁj/\d.’Eil/\“'/\dxik):0.
1<icj<n NOTIOTS L0

Osserviamo che, da queste proprieta, possiamo dedurre il fatto che la definizione non dipende dalla
scelta delle coordinate locali. Infatti, se y1,..., ¥y, sono coordinate locali, si ha d(dy;, A--- Ady;,) =0
qualunque sia k. Infatti, per £ = 1, il fatto discende dal Teorema di Schwarz, mentre, per k > 1, si ha

d(dyi, A--- Ndyi,) = d((dyiy) A (dyi, A--- Ndyg,)) =
= (d®yi,) A (dyiy A+~ Ny, ) — (dyi,) Ad((dyi, A+ Adys,)) =0,

ove l'ultima uguaglianza discende dall’ipotesi induttiva. Dunque, data una forma ady;, A--- Ady;,, si ha

(ldyil /\/\dyzk =a Z Ajl,m,jkdle /\"'/\dil?jk7
1<ji < <jr<n
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ove gli A;, ;. sono opportuni minori di ordine k della matrice Jacobiana del cambiamento di coordinate.

Applicando la derivata esterna (rispetto alle coordinate x1,...,x,) si ottiene

d(a Z Aj17-'~,jkdxj1 /\"'/\d.’L‘jk) =

1<j1 < <jp<n

= Z Aj1,...,jkda/\dxj1 /\/\dl‘jk +a Z dAjh---,jk /\dﬂCj1 /\"‘/\d.ijk

1<j1 < <jr<n 1<j1 < <jr<n

= Z Ajl,wjkda/\dle /\"'/\dl’jk :da/\dyil /\"'/\dyik,
1<j1 < <jr<n

ove si e tenuto conto del fatto che

> dAj, . Ndxy, A Adaj, = d(dy;, A Ady;,) = 0.

1< < <gr<n

Essendo sezioni del fibrato cotangente, T* M, vi & un accoppiamento naturale tra 1-forme differenziali
e campi vettoriali, ovvero sezioni del fibrato tangente e scriveremo w - X (e ometteremo il punto se non
ci sono ambiguita) per indicare tale accoppiamento, ove w ¢ una l-forma differenziale ed X & un campo
tangente, definiti sullo sottoinsieme U di M. In particolare, se ¢ ¢ una funzione, si ha d¢ - X = X(¢),

per ogni campo vettoriale X.

1.4 Definizione. Diremo che una k—forma differenziale w & chiusa se dw = 0, mentre diremo che la

k—forma differenziale 7 & esatta se esiste una (k — 1)—forma X tale che n = dA\.

Osserviamo che, per quanto visto sopra, ogni forma esatta & necassariamente chiusa (d(d\) = 0). In

generale non e vero il viceversa.

La derivazione esterna “commuta” con I'immagine inversa, ovvero, se f : N — M un’applicazione
liscia tra varietd differenziabili, data una k-forma, w, su M, si ha d(f*w) = f*(dw). Infatti, se abbiamo

una O-forma, ovvero una funzione ¢ su M, si ha

d(f*(9)) - X =d(¢o f) - X = X(¢o f) =df(X)(¢) =d¢-df (X) = [ d¢ - X,

qualunque sia il campo vettoriale X. Se invece w € una forma di grado k, si ha

w = E @iy, i dxil A A d.l?ik,

11 <o <ig

e quindi
ffw= Z iy, i O fd(xsy o fYN--- ANd(ziy o f),

’i1<---<ik

da cui si deduce, per quanto appena visto sulle funzioni,

d(f'w)= Y dai..i,of) Nd(xi o f) A+ Nd(wi, o f) =
i1<---<ik

= Z f*(daily_”’ik) /\f*dl'“ ARER /\f*dxlk

1 <<y

1.5 Applicazioni. Diamo qualche esempio di calcoli elementari con le forme differenziali.
Siano « e B due 1-forme su M, allora si ha

(a) aAB(X,Y) = (@X)(BY) — (aY)(5X).

(b) da(X,Y) = X(aY) - Y (aX) — a[X,Y].
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L’affermazione (a) & la definizione di prodotto esterno (cf. Definizione II1.3.9). Per quanto riguarda
(b), & sufficiente verificarla per o = adz; ed in tal caso si ha

do(X,Y) = d(adx;)(X,Y) =da ANdz;(X,Y) =
= (daX)(dz;Y) — (daY)(dz; X) = X (@)Y (z;) — Y(a) X (z;) =
= X (@)Y (1) + aX(V (1) — Y (@)X (2) — a¥ (X (22) — a(X (¥ (1)) + a¥ (X (2:)) =
— X(aY (2:) — Y (aX (25)) — alX, Y](z:) =
=X(Y)-Y(aX) - a[X,Y].

1.6 Operazioni sui campi vettoriali di R". Consideriamo lo spazio vettoriale R™ con la base canonica,
& = {e1,...,en}, ortonormale rispetto al prodotto scalare. In ogni punto possiamo identificare R™ con il suo
spazio tangente e la base canonica con le derivate direzionali a%l, cee B%n’ e la base duale dello spazio cotangente
con le forme differenziali dx1,...,dx,. Dalla definizione di varieta riemanniana, possiamo pensare che tutte le
costruzioni che qui faremo su R" siano realizzabili Iocalmente in un intorno di ogni punto di una varieta (purché
si possano esprimere in modo intrinseco, indipendente dalla scelta delle coordinate).

La scelta della base ortonormale di R", determina una n-forma differenziale (non nulla) v = dz1 A -+ - Adzp.
Dati n vettori tangenti vy, ..., v, in un punto P, si hav; = Z?:1 aije;, per j = 1,...,n, e quindi, per la definizione
del prodotto esterno (cf. I11.3.13) e la definizione elementare di volume,

v(vi,...,0n) =dzi A Adzp(v1,...,00) = Z sgno(dz1(ve(1)) - - - (dzn (Von)) =

gEX,

= Z SN OAs(1)1 - * * Qo (n)yn = det(as;) = vol” (v1,...,vn).
o€,

Per questo motivo la forma v & detta la forma-volume di R”. Si puo verificare che la forma non dipende dalla
scelta del sistema di coordinate ortonormali su R".

Il prodotto scalare permette di “alzare ed abbassare gli indici” nei tensori e nelle forme differenziali; in
particolare, dato un campo vettoriale, X = Z?Zl aia%i’ possiamo considerare la forma differenziale associata
wx = Z?:l a;dz;, ovvero quell’unica forma differenziale, wx, per cui wx(Y) = X - Y, per ogni campo vettoriale
Y.

Possiamo inoltre definire operatore * di Hodge (cf. I111.3.16), definito da

*drpy A ANdepgy =sgn(lV el)dzery A A dTern—k)

per ogni I € Z% ¢ per ogni k =0,...,n. Si potrebbe mostrare che la definizione ¢ indipendente dalla scelta della
base ortonormale, ma non vogliamo appesantire troppo la trattazione.

Vediamo ora come si possano esprimere tramite questi dati e la derivazione esterna le usuali costruzioni
associate ai campi vettoriali. Dato un campo vettoriale , X = Z?:1 aq 6%17 indichiamo con wx la forma differenziale
ad esso associata (per spostamento degli indici) e consideriamo la n-forma d(*wx ). Sichiama divergenza del campo
X quella funzione scalare, div X, tale che

d(xwx) = (divX)v
n  da;
i=1 0m;

Al campo X possiamo associare anche una n — 2-forma detta il rotore di X, prendendo rotX = x(dwx). Se
n = 3, rotX & una 1-forma e quindi possiamo associarle, per spostamento degli indici, un campo vettoriale, che
usualmente viene indicato con lo stesso nome e si ha

0 0 0 0 0 0
rot(uier + uzes + uses) = (871;2 - 872) er+ (8—2; - 8—;‘:’) ez + (G—Z? — 8—2;) es.

ove v € la forma-volume. Si verifica con un calcolo diretto che div X = Z

Data una funzione f : R® — R, il gradiente di f ¢ il campo vettoriale che corrisponde, tramite spostamento
degli indici, al differenziale df ovvero grad f - X = df(X) = X(f) per ogni campo vettoriale X. Si ha quindi
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gradf =% " %ei' Infine, osserviamo che d(xdf) = (Af)v, ove Af =" | 227’; ¢ il laplaciano della funzione
f-

1.7 Equazioni di Maxwell. Vogliamo mostrare come il formalismo introdotto permetta di scrivere in modo
pit compatto le note equazioni di Maxwell che descrivono in modo completo i fenomeni elettromagnetici. Lo

100 0
010 0
001 0
000 —1
coordinate, z1,z2, T3, x4 = t. Osserviamo che, in questo ambiente, operatore di Hodge (cf. 111.3.16) subisce una

piccola variazione rispetto a quanto visto in R™ e si ha, per ogni I € B2

spazio ambiente & lo spazio di Minkowsky, R*, con Papplicazione bilineare di matrice ( ), relativa alle

d sgn(IV cl)dxzer se I(k) <4
wdry =
! —sgn(I Vel)dzer seI(k)=4

perché & cambiata ’applicazione bilineare, ovvero, I'identificazione tra lo spazio ed il suo duale.
Le equazioni di Maxwell si scrivono classicamente nella forma (di Heaviside)

V-B=0 V-E=4mp

oB OE

ove [E e B sono, rispettivamente il campo elettrico ed il campo magnetico e J & il campo di correnti. La funzione
scalare, p, € anche detta la densita di carica elettrica. Infine I'operatore V = (8%1, %, %) permette di scrivere
formalmente, per ogni campo V, V-V = divV e V x V = rotV.

Nello spazio di Minkowsky, si consideri la 2—forma differenziale

F = Bsdx1 N\ dxa — Badx1 A dxs + Bidxa A dxs + E1Bsdxi A dt + EsBsdzs A dt + E3sBsdxs A dt

e la 1-forma
J = Jidx1 + Jodxs + J3dxs + pdt

ove K1, Es, Es, B1, B2, B3 e Ji, J2, J3 sono le componenti dei tre campi E, B e J. Con un calcolo diretto, si pud
vedere che le equazioni di Maxwell sono equivalenti alle due equazioni

dF =0 e  d(+F)=4n(xJ). \

Osserviamo che le forme bilineari alternanti, rappresentate da F' e da *F', sono associate rispettivamente alle
matrici

0 Bs —B: E; 0 —E3 FE» B
—B3 0 B  E> o Es 0 —F1 B
B —B; 0 FEs —-FEy, E; 0 B3
—F; FEs —FE3 0 —-B; B> —Bs 0

e quindi 'operatore di Hodge induce lo “scambio” E — B, B — —E.

1.8 Connessioni. Vediamo ora come il formalismo introdotto permetta di descrivere in modo molto

efficace la connessione su una varieta riemanniana. Sia M una varieta riemanniana di dimensione n e

siano eq,...,e, dei campi vettoriali linearmente indipendenti su un aperto A di M. Indichiamo con

6',...,0" la base duale delle 1-forme (ovvero §° - e = 5;) Dato un campo vettoriale X, si ha quindi
_ n i ) . . .

X =>.",0"(X)e;. Poniamo quindi

Dxe; =Y 9/(X)e;
j=1

ed osserviamo che, in base alle proprieta della connessione D (cf. Definizione V.1.4), la funzione X —
¥ (X) & lineare e quindi i coefficienti ¥ sono delle 1-forme su M.
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Possiamo quindi scrivere la I equazione strutturale di Cartan:
n
o' =" 0" A ;. (1.9)
=1

Infatti, dalla relazione DxY — Dy X — [X,Y] = 0 (cf. Definizione V.1.4), si ricava (attenzione al cambio
di indicil)

n

0=Dx (D 0"(Y)e;) = Dy (D _0"(X)es) = > 0 ([X,Y])e; =
=1 i=1

i=1

(X(0Y) - Y (0'X) — 0'[X,Y])e; + Z (0°(Y)95(X) — 0“(X)05(Y)) e

n
=1 1<i 0<n

%

e quindi, per lindipendenza dei campi e; ed utilizzando i calcoli fatti sopra [cf. Applicazioni VI.1.5],
possiamo scrivere

Ao (X,Y) =Y 0 A0(X,Y) =0
(=1

per ogni i =1,...,n e per ogni coppia di campi vettoriali X,Y, che & quanto volevamo.
Consideriamo ora il tensore di curvatura, R (cf. Proposizione V.1.12), e scriviamo R(X,Y)e; =
Z?Zl Q) (X,Y)e;. Poiché R ¢ bilineare ed antisimmetrico in (X,Y), i coefficienti ] sono 2—forme su A.

Possiamo quindi scrivere la II equazione strutturale di Cartan:
. . n .
(1.10) O =dvl = i),
=1

Si ha infatti, (attenzione di nuovo al cambio di indici!)
R(X, Y)ei = Dnyei - DyDXei - D[)(7 Y]ei =

_ Dy (éﬂzmej) - Dy(ilﬂz? (X)e;) - ;ﬂ (X, Y])e; =

(X (V) =Y (X)) =0[X,Y])e; — D (9(X)05(Y) =05 (Y)9)(X))e; =

1<j,6<n

<
Il
—

I

d(X,Y)e; — Y 9 ADNX, Y )ey,
1<¢,5<n

<
I
—

-

che, per l'arbitrarieta di X ed Y, dimostra la seconda equazione di Cartan.
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2. Integrazione. Formula di Stokes

Sia M una varieta differenziabile, orientata (cf. I’Appendice a questo capitolo), di dimensione n e
sia w una n—forma su M. Vogliamo definire I'integrale di w su M, in simboli |’ u W e facciamo dapprima
l'ipotesi che w sia una forma a supporto compatto (cf. Definizione VI.1.2).

e Se suppw ¢ contenuto in un aperto coordinato (concorde con l'orientamento) (Us), allora su U si
scrivera w = fdxy A -+ Adz, e si pone

[ e

ove dy indica la misura di Lebesgue su R™. Osserviamo che, se ¥ & un’altra carta locale concorde,
di coordinate (y1,...,¥yn), su un aperto contenente il supporto di w, si ha

w=fdry N---ANdzx, =gdyr A+ Ndy,

con g = fdet(am’) e det(‘%;) = det J(® o U~') > 0. Si ha quindi

/ goqfldu:/ (fod Ho(poUt)det(J(® oW Hdu =
¥ (supp w) Yod—1(P(suppw))

-/ (Fo@ ™o (oW det(J(@o = [ fowldy
Yod—1(P(suppw)) @ (supp w)

in base alla formula di cambiamento di variabile in R™. Dunque il valore dell’integrale non dipende
dalla scelta delle coordinate su un intorno del supporto di M ed e chiaro che, se w e n sono due forme
con il supporto contenuto in uno stesso aperto coordinato, si ha

/M(w+n):/Mw+/Mn © /M(aw+bn)=a/Mw+b/Mn

per ogni coppia di numeri reali a e b.

e Se Se suppw non ¢ contenuto in un aperto coordinato, sia { x;| ¢ € I } una partizione dell’unita
subordinata ad un ricoprimento { U; | ¢ € I}, fatto con aperti coordinati. Si pone

[

el

Per ogni 4, supp(x;w) & un compatto in U; e quindi ognuno degli addendi di destra & ben definito.
Inoltre, essendo suppw un compatto, esiste solo un numero finito di indici ¢ € I tali che suppw N
supp x; # O perché la famiglia dei supp x; ¢ localmente finita (cf. Osservazioni V.3.2), e quindi la
somma a destra del segno di uguale ¢ ben definita. Inoltre, la definizione data ¢ indipendente dalla
scelta del ricoprimento e della partizione dell’'unita ad esso subordinata. Infatti, se { V;|je J} e
un altro ricoprimento fatto con aperti coordinati e { A\; | j € J} & una partizione dell’'unita ad esso
subordinata, si ha

e (B T (Bx -2 [ 0

che & quanto dovevamo verificare.
Se poi w non ha supporto compatto, si puo associare ad w una misura dy,, ponendo per ogni funzione
continua a supporto compatto f € €2 (M)

M Je = /M Jeo
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Potremo quindi parlare di funzioni integrabili (o misurabili) rispetto alla misura du,. Usualmente, si
sceglie una forma-volume, w, ovvero una n—forma liscia e mai nulla (cf. Definizione VI.3.5). In tal caso,
ogni n—forma differenziale 7 si scrive come fw per un’opportuna funzione f e diremo che 7 & integrabile

(o misurabile) se f lo &, e porremo
/ A= / fdpg,.
M M

La definizione non dipende dalla scelta della forma w.
In particolare, se ) & una n—forma integrabile e { x; | ¢ € I } & una partizione dell’unitd subordinata
ad un ricoprimento con aperti coordinati, si ha ancora

ove la somma a destra ¢ ora una serie (cf. Osservazioni V.3.2 e Osservazione V.3.6 per cui possiamo
supporre I = N) che converge per il Teorema della convergenza dominata.

Osserviamo infine che vale anche la seguente forma della formula di cambiamento di variabile negli
integrali. Se NV ed M sono varieta della stessa dimensione, n, ed f : M — N & un diffeomorfismo orientato,
allora, se w € una n..forma integrabile su NV, anche f*w e integrabile su M e si ha

/M frw= /Nw.

Se N & una sottovarieta propria di M ed w € una forma su M, allora fN w = fM xyw =0, ove xn
¢ la funzione caratteristica di V. Questo perché su ogni aperto coordinato N & una sottovarieta lineare
propria di R™ ed ha quindi misura di Lebesgue nulla.

Il seguito di questa sezione ¢ dedicato alla dimostrazione della Formula di Stokes. Iniziamo intro-
ducendo le necessarie notazioni e la nozione di catena singolare.

Sia I l'intervallo chiuso [0,1] e & > 1 un numero intero. Scriveremo I* per indicare il prodotto
cartesiano di k-copie dell’intervallo I e chiameremo questo insieme il k-cubo standard. Fissato un intero
i€{l,...,k}, lai-esima faccia del cubo I* & I'applicazione ¢; , : I*"1 — I*, con o € {0,1} definita da

(21) Ei,a(LEl, e ,l’k_l) = (l‘l, ey L1, TGy ,I]L‘k_l).

La definizione di faccia mantiene senso anche per il cubo 1-dimensionale (U'intervallo [0, 1]) prendendo
come facce i cubi 0-dimensionali, ovvero i punti 0 ed 1. Il cubo 0/dimensionale, ovvero il punto, & privo
di facce.

2.2 Definizione. Un k-cubo singolare sulla varietd M & un’applicazione liscia v : I¥ — M. Se F
¢ un anello commutativo (usualmente Z, @, R o C), una k-catena singolare a coefficienti in F & una
combinazione lineare Y .- | r;v;, ove r; € F e 1 ~y; sono k-cubi singolari su M. Indicheremo con CF(M, F)
Pinsieme delle k-catene singolari su M (tale insieme ¢ un F-modulo).

Se v ¢ un k/cubo singolare, le sue i-esime facce (i =1,...,k) sono i (k — 1)-cubi singolari yog; o al
variare di « € {0,1}. Il bordo del cubo v & la (k — 1)-catena singolare

= S0
[NeY
Estendendo per F-linearita questa applicazione si costruisce 'omomorfismo 0 : C¥(M, F) — C*~1(M, F),
che chiameremo ancora bordo.

Osserviamo che, per qualsiasi catena, ¢ € C¥(M, F), si ha 9(dc) = 0 ed ¢ sufficiente verificarlo per
un k-cubo, «. Dalla definizione (cf. VI.2.1) si deducono con un calcolo diretto le relazioni

€i41,a OEj,8 St 2>]
€580 Eia = .
€,aC€j—1,3 set1 <]
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e da cio si deduce

000 =0 (-1 0250) =

7B
= ) () yoe 506, =
1,0,
= > (F)F ey og gog+ Y (1) 06 g0 =
i<j,o.B 27,0,
_ Z (_1)z‘+j+5+a,y 0E;p0Ein+ Z (_1)h+k+l3+a—1,y 0 k30 Ena =0,
i<j,a,0 k>h,a.B

ove nell’'ultima somma si e fatto il cambio di variabili h = j, k =i + 1 e si sono scambiati i nomi di « e
[ per rendere evidente il fatto che la seconda somma e I'opposto della prima.

Se f: M — N é un’applicazione liscia e 7 &€ un k-cubo singolare su M, possiamo considerare il k-
cubo su N, f.(y) = f o~y. Tale applicazione si estende per linearita ad un omomorfismo f, : C*(M, F) —
CF(N, F). In particolare, si ha 9(f.c) = f.(0c) e (go f)x = g © fu.

Data una k-forma differenziale, w, su M ed una k-catena, v = >, 74;, possiamo considerare

I'integrale di w su v, ovvero
/w:Zri/ Yiw. (2.3)
g =1 VI

Se f: M — N & un’applicazione liscia, per ogni ¢ € C¥(M, F) e per ogni k-forma 1 su N, si ha

/Cf*n = /f*cn.

2.4 Osservazione. Siano M una varieta differenziabile di dimensione n e v : I — M la restrizione al cubo
I™ di un diffeomorfismo tra un intorno di I"™ in R™ ed un aperto X C M e sia K = y(I™). Il bordo topologico
di K (ovvero la sua frontiera, cf. Osservazione I1.3.2) & 1'unione dei sottoinsiemi K; o = v 0 €;,o(I"") ciscuno
orientato in modo che, se v1,...,v,—1 € una base orientata di TpK; o ed N ¢ il vettore normale a questo spazio,
orientato verso ’esterno, allora la base N, v1,...,v,—1 di TpX & concorde con 'orientamento. Quindi, se 1 & una
(n — 1)—forma su X, si ha

/ 0= (-1)te / n=(-1)te / (yoesa)n
K (054,a) o I7 1 e

e quindi si hanno segni opposti sulle facce opposte del cubo, che tengono conto dell’orientazione naturale del suo
bordo.

i,

Possiamo quindi enunciare il risultato annunciato

2.5 Teorema. [Formula di Stokes] Sia n una (k—1)-forma (liscia) su una varieta differenziabile M e sia
¢ una k-catena singolare (liscia) a coefficienti reali su M, allora

/dn:/ 7.
c dc

dim. E sufficiente dimostrarlo nel caso in cui ¢ & un k-cubo singolare e possiamo supporre che M sia un
aperto A di R” ed il cubo sia l'inclusione I* — A. Sia  una (k — 1)-forma in un intorno di I* in A e

verifichiamo che si ha
dn = Z(—l)’*“/ S (2.6)

k - k—1
1 io 1
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Se x1, ..., 2k sono coordinate su A, una (k — 1)-forma si scrive come
k
> fudwy A Aday A~ Aday,
h=1

ove il cappuccio ~ sta ad indicare che il fattore sottostante ¢ omesso dal prodotto esterno. E chiaro che
¢ sufficiente dimostrare la formula (VI.2.6) per uno qualsiasi degli addendi ovvero che possiamo supporre

n=fdxi A Adap A Adzy.

Dunque,

dn = (—1)h*1§—£dw1 A Aday

e, applicando il Teorema di Fubini ed il Teorema fondamentale del calcolo, si ha

/ dn = (—1)h_1 ﬁd,’tldxk =
Iy

1, O,
1
0 —_—
= (—1)h_1/ ( fdavh>dav1...clavh...da;;~C =
Jk—1 0 5xh
= (fl)hf1 flxy...xp_1,,xpq1 ... xp)day .. day, ... deg—
J!
— (—1)}’*1 fler...xp—1,0,2p41 ... xp)dzy .. . dxy, . . . dag.
k-1
D’altra parte, se y1,. .., yx—1 sono le coordinate di R*~1, si ha

o fi yn—1,0,9n - yp—1)dyr Ao Adyg—1 sei=h
el 0 altrimenti

e quindi

/ n=3 (-1t / et = (—1)H / e+ (—1)" / €5 o1
oIk Tk—1 Tk—1 k=1

1,

che coincide con |, 7 dn calcolato sopra. CVD g
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3. Appendice. Orientamento

Richiamiamo la definizione di spazio vettoriale (reale) orientato. Due basi ordinate di uno spazio
vettoriale (reale), V, di dimensione finita, si dicono concordi (o equiorientate) se il determinante della
matrice di cambiamento di base e positivo. Si definisce in questo modo una relazione di equivalenza
nell’insieme delle basi ordinate di V' che viene suddiviso in due classi di equivalenza. Un orientamento su
V ¢ la scelta di una tra queste classi di equivalenza. Un isomorfismo di uno spazio vettoriale orientato
in sé si dice orientato (o diretto) se trasforma una base ordinata in una base concorde, ovvero se ha
determinante positivo.

3.1 Definizione. Un’orientazione su una varieta differenziabile M, ¢ la scelta di un orientamento ep
sullo spazio tangente Tp M, per ogni P € M, con la proprieta che, per ogni P in M, esista un intorno
coordinato, Up, di coordinate x1,...,x,, tale che la base 8%1’ ey % sia concorde con l’orientamento
eq per ogni punto @ di Up. .

Una varieta differenziabile M si dice orientabile se ammette un’orientazione, e si dice orientata se
viene scelta su M un’orientazione.

Sia M una varieta orientata. Una carta locale U, (z1,...,x,) € orientata o concorde con 'orienta-
mento fissato, se la base 8%1, D & concorde con l'orientamento fissato in Tp M per ogni P € U.
Parleremo di atlante orientato per indicare un atlante su M formato tutto da carte orientate (quindi i
determinanti delle matrici di cambiamento di coordinate sono tutti positivi).

3.2 Lemma. Su una varieta orientabile e connessa, M, vi sono al piti due orientazioni.

dim. Data un’orientazione, e = { ep | P € M }, su M, per ogni P in M, indichiamo con gp l'orientamento
opposto ad ep sullo spazio vettoriale TpM. Se x1,...,x, ¢ un sistema di coordinate concorde con e in
un opportuno intorno U di P, posto y; = —x1,y2 = X2,...,Yn = Ty, Si ottiene un sistema di coordinate
concorde con g = { gp| P € M } nello stesso intorno. Dunque, anche g ¢ un’orientazione.

Data un’orientazione f = { fp| PcM } consideriamo i due insiemi A={ Pe M| fp=ep} e B =

{PeM]| fp=gp} I due insiemi sono disgiunti, AU B = M, e sono entrambi aperti. Infatti, se
9 9 9 9

in un punto P, le due basi z=—,... e =—,...,5— sono concordi, allora la matrice jacobiana J =
) oz’ ) Oz, oy1’ ? Oyn ’

( %)1§i7j§n ha determinante positivo in un intorno U di P. Poiché M & connesso la dimostrazione &

conclusa. CVD ]

3.3 Esempio. Dimostriamo la seguente proprieta delle superficie in R3. Una superficie S in R? & orientabile se,
e solo se, esiste un campo liscio di vettori unitari, normali ad S. In particolare, osserviamo che cio significa che
una superficie orientabile ha 2 facce.

Fissiamo un orientamento su R®, supponiamo che S sia orientabile e fissiamo un orientamento su di essa. Per
ogni punto P di S siano {u1, uz2} delle coordinate concordi in un intorno di P e sia Np il vettore normale e unitario
tale che {8%7 %,Np}, sia una base di R® concorde con I'orientamento fissato. Il vettore Np ¢ indipendente
dalla scelta delle coordinate; infatti, se {vi,v2} & un altro sistema di coordinate concordi in un intorno di P,

allora la matrice di cambiamento di base da {aiul, %,Np} a {8%1’ a%27]\71,)} P (J(ﬂé,v) ‘1)) il cui determinante

¢ det J(u,v) > 0 perché i due sistemi di coordinate sono concordi. Osserviamo infine che, localmente, si ha
N = M e quindi N & un campo liscio su M.

I Dug X Dug II

Viceversa, se esiste un campo normale unitario, N, si possono scegliere per ogni P le carte (u1,u2) tali che
{%, %,N P}, sia una base di R® concorde con 'orientamento fissato in un intorno di P e costruire cosi un
atlante orientato su S, dato che le matrici di cambiamento di base hanno la forma vista sopra.

L’osservazione appena fatta per le superficie si generalizza a varieta di dimensione n > 2 e ci fa
introdurre la cosiddetta forma-volume.
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3.4 Proposizione. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. M é orientabile se, e solo se,
esiste su M una n—forma differenziale ovunque non nulla.

dim. Sia w una n—forma non nulla su tutti i punti di M e sia (z1,...,2,) un sistema di coordinate locali
su un aperto, U, di M. Allora, su questo aperto, w = fdxy A -+ Adx,, ove f & una funzione mai nulla.
Dunque, a meno di cambiare il segno della coordinata x;, possiamo supporre f(P) > 0 in ogni punto
P € U. Per ogni punto P di M, possiamo scegliere delle coordinate locali in cui w si scriva nel modo
detto e costruire cosi un atlante orientato su M. Infatti, se (z1,...,2z,) ed (y1,...,yn) sono coordinate
locali su un aperto U, con la proprieta descritta sopra, si ha

w=fdry N ---Ndxy, =gdy1 N+ Ndyp

e, d’altra parte, si ha

0 oy,
dyr A+ ANdy, = axyl@j drj, A Ndxj, =
J1seesdn It Jn
8y1 5’%
= dxsy N\ Ndx g = det J(y, x)dxy A -+ Adx,.
5 By = det S

Quindi det J(y,z) = f/g > 0 e 'atlante & orientato.

Viceversa, se M ¢ orientabile ed { (U;, ®;) | i € I } & un atlante orientato, per ogni ¢ € I, poniamo w; =
dxy A -+ ANdxy, e, scelta una partizione dell’unita { x; | ¢ € I }, subordinata al ricoprimento { U; | i € I }
(cf. Proposizione V.3.11), si pone w = ), ; xiw; e si ottiene cosi una n—forma differenziale liscia su M.
Dato un punto P di M, w & somma di un numero finito di n—forme non negative, di cui almeno una
positiva e quindi w non ¢ nulla in P. CVD O

3.5 Definizione. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Si chiama forma-volume su M
(se esiste) una n-forma differenziale mai nulla su M. Se M ¢ una varieta riemanniana, si dice che la
forma-volume w € normalizzata se, per ogni punto P esiste un riferimento ortonormale eq,...,e, in un
intorno di P tale che wp =wi; A -+ Awy, ove wy,...,w, ¢ la base duale di eq,...,e,.



VII
Teorema dell’indice e teorema di Gauss-Bonnet

1. Il teorema dell’indice

Come abbiamo osservato nel capitolo precedente, siano e, ..., e, dei campi linearmente indipendenti
che formano una base di TpM e sia 04, ...,0, la base duale di T5M. Una connessione su M [cf. Con-
nessioni VI.1.8] & il dato delle 1-forme ¥;; tali che Dxe; = Z?=1 ¥;;(X)e;, e soddisfacenti alle equazioni
strutturali di Cartan [cf. VI.1.9, VI.1.10]. Se, in particolare, i campi ey, .. ., e, sono una base ortonormale,
allora da e; - e; = costante, per ogni ¢, j, si ricava che

0= X(ei - ¢;) = (Dxei) - € + € - (Dxe;) = 035 (X) + 9;(X)
qualunque sia il campo X, e quindi ¥;; + 9;; = 0.

Supponiamo ora che M = S sia una superficie (dim S = 2) e siano e;, es due campi ortonormali su
un aperto U di S. Sia wi,ws la base duale ed wi5 la forma di connessione, ovvero si abbia

Dxe; = wia(X)es e Dxes = —wi2(X)er,
per ogni campo X. Dalle equazioni strutturali di Cartan, si ricava
dwi = —wa A w12 e dws = w1 A wia.

Infine osserviamo che wy A wy & una forma-volume su U [cf. Definizione VI.3.5]. Consideriamo ora la
funzione [cf. Proposizione V.1.8]

K = R(@l, 62)62 €1 = (D51D8262 — D€2D€1€2 — D[el’eﬂeg) A
= D¢, (w21(e2)e1) - €1 — De, (wai(e1)er) - e1 —war([e1, ea])er -e1 =
= 61(w21(62) - 62(w21(61) - w21([€1, 62]) = dw21(€17 62)-

Si conclude quindi che dwis = —K wy A wy e che K & la curvatura gaussiana di S.
Consideriamo ora un’altra coppia di campi ortonormali €1, €, equiorientata con la coppia e, es. Si
ha quindi
e1 = fe1 + gea, €1 = —ge1 + fea, fP+d =1,
da cui si ricava,
12(X) = (Dxe1) -e2 = Dx(fer + gea) - (—ge1 + fea) =
= (X(f)e1 + fDxe1 + X(g)e2 + gDxe2) - (—ge1 + fez) = —gX (f) + fX(g9) + (f* + ¢°)w12(X)

qualunque sia il campo X, e quindi
W19 = w12 + T, ove T = fdg — gdf.

Vogliamo mostrare che, localmente, la forma 7 coincide con il differenziale dell’angolo formato tra e;
ed 1. In particolare, da cid discende che 7 & una forma chiusa, ovvero dr = 0(f).

@) Osserviamo che, indicata con @1,®2 la base duale di £1,¢2, si ha w1 Aws = @1 A @2 e quindi dwis = —K w1 Aws =

—K@®1 A @2 = dwi12. Da cio si conclude che dr = 0.

95
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1.1 Osservazione. Notazioni come sopra. Siano inoltre P € U, v una curva in U con v(tg) = P e pg
Pangolo tra e1(P) ed e1(P) (ovvero £1(P) = cos pge; + sin pgeq ). Allora, posto

(1) = o + / v (7)

to

si ha f = cos(t), g =sinp(t).
dim. Siano fo(t) = f(v(t)) € go(t) = g(7(t)). Allora, v*7 = (fo% — go%’) dt. Osserviamo che

d . . .
5 focos o+ gosing) = focosp — fo' sin g + gg sin g + gog' cos p;

e, ricordando che ¢ = v*1 = fog( — go f{, I'espressione trovata diventa

(f§ + fogogb — 95.f4) cos o + (gh — f39b + gofofl)sing =0

perché gogh = —fofy e g2 + fé = 1. Dunque, fcosp + gosin & una costante e vale 1 in tg, si deduce
quindi che

(fo — cos@)® + (go — sinp)® = ¢ + g5 — 2(focosp + gosing) + 1 =0

per ogni valore di ¢ che & quanto volevamo. CVD (]

Poiché la funzione angolo tra i due campi vettoriali, ¢, esiste su aperti stellati [cf. Lemma I.2.3], si
conclude che su tali aperti si ha 7 = dy e quindi la forma 7 & chiusa, essendo localmente esatta.

1.2 Definizione. Sia X un campo vettoriale su S. Diremo che P & una singolarita isolata per X se
esiste un intorno U di P tale che Xp =0 ed X # 0 per ogni @ € U ~ {P}.

Consideriamo ora un frame ortonormale €1, su U \ {P}, con g1 = Hﬁ—” e definiamo una grandezza
da chiamare l'indice di X in P. Fissiamo un frame ortonormale eq, es su tutto U e siano wis ed wis le
forme di connessione associate ad e1, ez ed £, 9 rispettivamente. Posto 7 = @12 — wie in U N\ {P}, ¢
presa una curva chiusa e semplice, ¢, che delimiti un intorno compatto di P in U, il differenziale ¢*(7)
coincide col differenziale dell’angolo ¢(t) tra €1 ed e; lungo ¢ e quindi esiste un intero I [cf. Cap. 1,§.2]
tale che

(1.3) /CT = /Cdga =2nl.

Chiameremo indice di X in P l'intero I e la definizione sara ben posta se verificheremo che non dipende
né dalla scelta del frame e, ea, né dalla scelta della curva ¢ (ovvero dell’intorno compatto di P), né dalla
metrica riemanniana posta su S.

Prima di passare alla dimostrazione, diamo qualche esempio di campo vettoriale, X (x,y) in R?, con
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singolarita isolata nell’origine indicandone l'indice.
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Dimostriamo quindi la buona definizione dell’indice.

1.4 Lemma. La definizione dell’indice ¢ indipendente dalla scelta della curva c.

dim. Siano c; e co due curve chiuse e semplici attorno a P e
supponiamo che non vi siano punti di intersezione tra le due

@62 curve. Siano I; ed I i due indici ed indichiamo con D la
regione compresa tra c¢; e ¢o. Si ha

1 1 1
Ig—]l—(/T—/T)—/ T=— [ dr=0,
2 co c1 2 )5) 2w D

ove si ¢ usata la formula di Stokes [cf. Teorema VI.2.5] ed il fatto che 7 & una forma chiusa (dr = 0). Se
le due curve avessero dei punti in comune, & sufficiente confrontare i singoli indici con l'indice calcolato
su una curva cs che non intersechi né ¢; né cg. CVD O

C1

Possiamo ora mostrare che la definizione dell’indice ¢ indipendente dalla scelta del frame eq,es €
precisamente mostriamo il lemma seguente

1.5 Lemma. Sia B, il disco di centro P e raggio r e sia S, il suo bordo (orientato). Indicata con &12 la
forma di connessione associata al riferimento ortonormale €1 = Hﬁ—”, €9, definito sopra, e detto I I'indice
del campo X nella singolarita isolata, P, si ha

1
I =lim — 012-
TE)[%)27T /STU)lZ
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dim. Siano Sy, ed S, due cerchi concentrici con ry < r; e sia D la corona compresa tra i due cerchi
(D = (B, \ By,)US,,). Per il Teorema di Stokes, si ha

/ w12 — / W12 = / dwn2
Sry Sy D
e quest’ultimo integrale tende a zero se r1 ed 75 tendono a zero. Infatti dwi;s = —Kw; A ws € una forma

definita su tutto U e quindi limitata in un intorno (compatto) di P. Cio significa che, fissata comunque
una successione di raggi 7, — 0, la successione degli integrali | g Wiz ¢ una successione di Cauchy e

quindi esiste il limite proposto. Inoltre,

/ (:)12—271'12/ (:)12—/ T:/ wlgz/ dwlgz—/ Kwi Awsy
Srn Srn Srp Srp By, B,

e quindi la differenza tende a zero al tendere di 7,, a zero dando il risultato voluto. CVD O

Vediamo ora che la definizione dell’indice € indipendente dalla metrica riemanniana posta sulla va-
rieta.
1.6 Lemma. Siano date due metriche riemanniane sulla varieta, definite dai due prodotti scalari gg e g1,

definiti positivi. Indicati con Iy ed I gli indici del campo X in P, calcolati usando gg e g1, rispettivamente,
si ha IO = Il.

dim. Dati go e g1, si definisca, per ¢t € [0,1], g:(X,Y) =tg1(X,Y) 4+ (1 —t)go(X,Y), al variare di X ed Y
tra i vettori tangenti. L’applicazione g; &€ ancora un prodotto scalare definito positivo e, in corrispondenza
ad ogni t, possiamo definire il corrispondente indice I, che dipende in modo continuo da ¢. La funzione

t — I; € continua ed a valori in Z e quindi ¢ costante, e cid permette di concludere che Iy = I;. CVD
O

Possiamo quindi dimostrare una prima conseguenza dell’invarianza dell’indice.

1.7 Teorema. Sia S una superficie compatta e orientabile ed X un campo liscio su S con singolarita
isolate Py, ..., Py ed indici Iy, ..., I;. Allora, qualunque sia la metrica riemanniana posta su S si ha

k
/ Kws =21 _1I;,
S =

ove K é la curvatura gaussiana di S ed wg € una forma-volume normalizzata.

dim. In S\{Pxy,..., Py} consideriamo il frame ortonormale £1, €5 definito da e, = Hﬁiﬂ’ e,perj=1,...,k,
sia B; un disco chiuso di centro P; che non contenga altre singolarita. Applicando la Formula di Stokes,

si ha
k
/ Ko /\(:)2:—/ d(:)m:/ W19 = E / W19.
S~\U;B; S\U;B; U’aB]’ j=1 83]‘

Passando al limite al tendere a zero dei raggi dei dischi B; e ricordando il Lemma VII.1.5, si ottiene la
tesi. CVD 0

Vogliamo mettere in evidenza un aspetto importante di questo risultato: il membro di destra
dell’'uguaglianza nell’enunciato non dipende dalla metrica su S e, d’altra parte, il membro di sinistra
¢ indipendente dal campo X e quindi le due grandezze che compaiono nell’'uguaglianza non dipendono né
dalla struttura di varieta riemanniana posta su S né dal campo vettoriale scelto su di essa, ma solo dalla
superficie S. Vedremo come dal Teorema di Gauss-Bonnet discendera che questa grandezza ¢ un invari-
ante topologico di S ovvero la caratteristica di Eulero-Poincaré, x(.S), della superficie S, moltiplicata per
2.
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2. Il teorema di Gauss-Bonnet

Cominciamo con alcune definizioni che ci serviranno nel seguito.

2.1 Definizione. Sia F' un sottoinsieme chiuso del piano, omeomorfo ad un disco ed il cui bordo, OF,
sia una curva chiusa e semplice, liscia a tratti, con gli angoli esterni diversi da 47 [cf. Definizione I.2.4].
Data una superficie, S, chiameremo poligono singolare su S un diffeomeorfismo liscio P : ' — S ed
indicheremo con OP la restrizione di P al bordo OF. A partire da una parametrizzazione della curva OF
otteniamo una parametrizzazione di dP. Supporremo di aver scelto la parametrizzazione di dF di modo
che il suo numero di rotazioni sia 1 [cf. Teorema 1.2.7].

2.2 Definizione. Sia S una superficie compatta e orientata. Una decomposizione poligonale di S & una
famiglia finita & ={ P; : F; — S| 1<j <k} ove,

e per ogni j, P; ¢ un poligono singolare che conserva l'orientamento,
k
o Uj:l Pi(F;) =S,
e se i # j, I'intersezione P; N P; ¢ vuota, oppure ¢ un vertice o un lato di ciascuno dei due poligoni.

Osserviamo che, data una decomposizione poligonale di S ed una 2-forma w su tutta S, si ha

Possiamo dimostrare un primo risultato

2.3 Teorema. [Formula di Gauss-Bonnet per i poligoni] Sia S una superficie orientata, dotata di una
metrica riemanniana. Dato un poligono singolare P : F' — S siano a1, dots, «, gli angoli esterni ai vertici
del poligono P(F') e sia k4 la curvatura geodetica sui lati del bordo OP. Allora si ha

Kg = 2T — ozif/KwS

ove wg € una forma volume normalizzata su S [cf. Definizione VI.3.5].

dim. Supponiamo dapprima che P(F) sia contenuto in un aperto coordinato e sia ej, e una base orto-
normale orientata per le coordinate. Siano 7y, ...,7, i tratti lisci di P che supponiamo parametrizzati
dalla lunghezza d’arco su intervalli adiacenti (y; : [s;—1,8;] — S, per i =1 — r, con v;(s;) = vi+1(8;) e
v (8r) = 71(80)). Sia t il versore tangente alla curva + e supponiamo (a meno di ruotare i vettori eq, es)
che t(s{) = e;. Definiamo I’angolo, 9(s) tra il vettore t(s) ed e; come nel capitolo I, ponendo J(sf) = 0
e la condizione t(s) = cos¥(s)e; + sin(s)es. La definizione & ben posta sull’intervallo [sg, s1] ed & ben
definito ¥(sy). Posto 9(sf) = 9(s7) + a1, si pud proseguire sull’intervallo [s1,s2] e cosi via su tutto
il bordo dP. 1l bordo & una curva chiusa semplice e quindi, per 'Umlaufsatz [cf. Teorema 1.2.7] si ha
I(s;) +a, = 9(sg) +2m = 2. Indicato con n il versore normale a ¢, n = — sin ey + cos Jes, tale che t,n
sia un frame concorde con 'orientamento, la curvatura geodetica della curva v ¢ definita dalla condizione
Dyt = kgn. D’altra parte, indicata con wq,ws la base duale di ey, ez, si ha —dwi2 = Kw; Awg, ove wig € la
forma di connessione associata al riferimento eg, ea, ovvero Dxe; = wia(X )ea, per ogni vettore tangente
X. Si ha quindi

Dyt = Dy(costey + sinddey) = (?9 + wu(t)> n
s

da cui si deduce la Formula di Cartan per la curvatura geodetica

dv
kg = o + wia(t). (2.4)
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Da cio si conclude che

T

r Si B r
/E)PFEQZ/.I $d5+/apwlgiz<l9($i )19(3?'_1))+/Pdw1227r;ai/PKw1 N wa.

i=1

Ora dobbiamo rimuovere l'ipotesi che il poligono sia contenuto in un aperto coordinato. Se P(F') non
¢ contenuto in un aperto coordinato, possiamo considerare una decomposizione poligonale, &, di P(F)

tale che ognuno dei poligoni P; sia contenuto in un aperto coordinato. Per ogni poligono P;, j =1,...,k,
si ha
T
(2.5) / Ky +/ K=2r+> (8, —m),
oP; Pj ij=1

ove 3, = m — «a;;. Sia v il numero dei vertici della suddivisione poligonale, [ il numero dei lati ed f il
numero delle facce. Allora si ha v — [+ f = 1 come si verifica supponendo che & sia una triangolazione
(tutti i poligoni sono triangoli) ed osservando che aggiungere un triangolo ad una triangolazione non
modifica la somma v — [ + f. Sommando i membri dell'uguaglianza (VIL.2.5) al variare di j, il membro
di sinistra diventa | op g T Jp Kws perché I'integrale della curvatura geodetica lungo i bordi interni al
poligono si annulla, venendo percorsi due volte in direzioni opposte. La somma dei membri di destra si
puo calcolare come segue. Dapprima c’e 27 f. Inoltre,

k T r kT r
Z Z Bi, = 2mo° + Zﬁi e Z Z (—m) = =27l + Z(—ﬂ')
=1 i=1

J=li;=1 j=1li;=1

ove v° indica il numero dei vertici interni al poligono P ed [° indica il numero dei lati interni al poligono
P. Tl bordo di P contiene tanti vertici quanti sono ilati e quindi v° —1° = v—1I. In conclusione, sommando
i termini delle uguaglianze si ottiene

/E)P/-@qu/PKwS—%r(fl+v)+;(ﬁiﬂ')—2ﬂ';ai

che & quanto dovevamo dimostrare. CVD O

Prima di generalizzare il risultato alle superficie chiuse, scriviamo alcune conseguenze della Formula
di Gauss-Bonnet.

2.6 Corollario. Sia S una superficie e P un poligono in S [cf. Definizione VII.2.1].
(a) Indicati con B; = m — «; gli angoli interni ai k vertici di P. Allora si ha

k
APHQ+LKwS;ﬂi+(2k)W.

(b) [Gauss’ Theorema Elegantissimum] Se P é un triangolo i cui lati siano geodetiche di S, allora

3
Zﬁl :7T+/ KWS.
i=1 P

(c) Se P ¢ un triangolo geodetico e la curvatura di S é costante (K = Ky), si ha [, Kws = KoArea(P)

e quindi
3

Z Bi = m+ KoArea(P).

=1

Passiamo ad un’ultima definizione
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2.7 Definizione. Sia S una superficie orientabile compatta e sia & una decomposizione poligonale
costituita da triangoli (triangolazione). Detti v il numero dei vertici, { il numero dei lati ed f il numero
delle facce della decomposizione, si chiama caratteristica di Eulero—Poincaré della superficie S il numero
x(S) =v — 1+ f. Si chiama genere della superficie (orientabile) S il numero g tale che x(s) = 2 — 2g.

Con ragionamenti elementari simili a quanto fatto nella dimostrazione del Teorema VII.2.3 si puo
verificare che per ogni raffinamento della decomposizione & il numero v — [ + f non cambia e quindi
osservando che ogni coppia di triangolazioni ammette un raffinamento comune, la definizione della carat-
teristica di Eulero-Poincaré non dipende dalla scelta di &?. Osserviamo inoltre che la definizione non
cambia se prendiamo una decomposizione poligonale in luogo di una triangolazione della superficie .S.

2.8 Esempi. (a) Osserviamo, ad esempio che la superficie di una sfera puo essere triangolata dalla proiezione di
un tetraedro inscritto nella stessa e quindi la sua caratteristica di Eulero-Poincaré ¢ 2 ed il genere ¢ uguale a 0.

(b) Si pud ottenere una decomposizione poligonale della superficie del toro prendendo 3 meridiani e tre paralleli
distinti [cf. Esempi I1.2.11]. La decomposizione cosi ottenuta ha 9 vertici, 18 lati e 9 facce. Quindi la caratteristica
di Eulero-Poincaré del toro ¢ uguale a 0 ed il suo genere ¢ 1.

(c) Consideriamo infine due superficie, S1 ed Sz, con caratteristica di Eulero-Poincaré x1 e x2 rispettivamente.
Facciamo la somma connessa delle due superficie tagliando su ciascuna una curva chiusa e semplice ed identificando
le due regioni all’interno di tali curve. Si puo supporre di aver scelto delle triangolazioni delle superficie e di aver
identificato un triangolo in ciascuna delle due triangolazioni. In questo modo, dalle due triangolazioni si ottiene una
triangolazione della somma connessa e, dall’identificazione dei due triangoli, si ottiene che, nella triangiolazione
complessiva, compare la somma di vertici, lati e facce delle due triangolazioni meno tre lati, due facce e tre vertici
dovuti all’identificazione dei due triangoli. In tal modo si conclude che la somma connessa ha caratteristica di
Eulero-Poincaré x = x1 + x2 — 2. Si parla di attaccare un manico alla superficie S quando si considera la somma
connessa tra S ed un toro. In particolare, il genere della superficie cosi ottenuta & g(s) + 1. Possiamo quindi
ottenere una superficie di un qualsiasi genere g > 0, attaccando g manici ad una sfera.

Andiamo quindi concludere con il

2.9 Teorema. [Gauss-Bonnet] Sia S una superficie compatta ed orientabile, dotata di una metrica
riemanniana e sia & una decomposizione poligonale di S. Allora

/ Kuws = 27x(S),
s
ove K é la curvatura gaussiana di S ed wg é una forma volume normalizzata.

dim. Come nella dimostrazione precedente della formula di Gauss-Bonnet, possiamo considerare la for-
mula (VII.2.5) per i poligoni di una decomposizione poligonale di S. Sommando su tutti i poligoni, il
contributo della curvatura geodetica dei lati si cancella, perché tutti i lati vengono percorsi in due versi
opposti e quindi il membro di sinistra viene a coincidere con l'integrale su S della curvatura gaussiana.
Per quanto riguarda la somma dei membri di destra, possiamo osservare che si ha 27 per il numero delle
facce della decomposizione, a cui aggiungere due volte —7 per ciascuno dei lati, dato che ogni lato com-
pare due volte come bordo di un poligono; infine la somma su tutti i poligoni degli angoli interni, f3;,,
coincide con 27 per il numero dei vertici della decomposizione. In conclusione, la somma dei membri di
destra & esattamente 27y (S). CVD O
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3. Appendice. Suggerimenti per ulteriori letture

Queste ultime righe non pretendono di dare né un quadro generale né una guida esauriente nel
vasto mare degli sviluppi della Geometria Differenziale, ma sono solamente alcuni suggerimenti, parziali
e limitati, per possibili approfondimenti.

Dato che l'inizio della Geometria Differenziale intrinseca viene unanimemente fatto risalire alla
pubblicazione da parte di Carl Friedrich Gauss delle Disquisitiones generales circa superficies curvas
(Gottingen, 1828), suggerirei come prima lettura, soprattutto per chi abbia interessi storici o didattici, la
ristampa di questo volumetto (una quarantina di pagine scritte in latino) con un’accurata traduzione in
inglese curata dalla Société Mathématique de France [Astérisque 62, 1979] in occasione del 150 anniver-
sario della pubblicazione e del bicentenario della nascita™). Il lavoro di Gauss & accompagnato da un
articolo di Peter Dombrowski sul lavoro di Gauss e sugli sviluppi nei successivi 150 anni.

Un altro argomento che puo interessare per gli aspetti storici o didattici sono le geometrie delle
superficie a curvatura costante, ovvero le classiche geometrie non-euclidee. Un’introduzione “operativa”
all’argomento si puo trovare nei primi capitoli del libro di John Ratcliffe Foundations of Hyperbolic
Manifolds. Ogni capitolo & corredato da numerosi esercizi e da una nota storica.

Un altra lettura, sempre di tipo generale, puo essere I'articolo From triangles to manifolds di Shing-
Shen Chern [Am Math Monthly 86 (1979) pp.339-349] in cui si presentano gli sviluppi e le prospettive di
alcune idee fondamentali della Geometria. L’autore ¢ tra i piu rilevanti matematici cinesi del ventesimo
secolo: a lui si deve la nozione di classe di Chern per i fibrati e la generalizzazione del Teorema di Gauss-
Bonnet a varieta compatte, orientabili di dimensione, n, arbitraria, con l'introduzione della cosiddetta
forma di Eulero.

Per chi sia interessato invece ad approfondire o sistematizzare in modo pit completo gli argomenti
presentati nel corso, si possono consigliare diversi manuali, dai testi di Manfredo Do Carmo, Differential
geometry of curves and surfaces, e Riemannian Geometry, al testo di S. Kobayashi e K. Nomizu Foun-
dations of differential geometry (2 vols) o la monumentale esposizione in 5 volumi di Michael Spivak A
comprehensive Introduction to Differential Geometry .

Ci sono molti argomenti che non sono stati toccati o solamente sfiorati durante il corso. Tra questi,
suggerirei la lettura di alcuni testi, quali Differential Topology di V. Guillemin e A. Pollack o Topology
from a differentiable viewpoint di John Milnor. Dello stesso autore segnalo Morse Theory e il libro scritto
in collaborazione con J. D. Stasheff Characteristic Classes. Tutti questi libri richiedono un notevole
impegno da parte del lettore.

Un’altro argomento trascurato in queste note ¢ la teoria dei Gruppi e delle Algebre di Lie. L’argomen-
to & vastissimo e si potrebbe riempire una biblioteca sul soggetto, per cui mi limito a suggerire, in modo
molto arbitrario, solo un paio di letture a riguardo. Il libro di Anthony W. Knapp, Lie Groups, beyond
an introduction (Birkh&user 2002, circa 800 pagine), che sviluppa il precedente volume Lie Groups, Lie
Algebras and Cohomology (Princeton University Press). Un riferimento completo ed esauriente sono i 9
capitoli del Bourbaki, apparsi sull’argomento (5 fascicoli nell’edizione francese, 3 volumi nella traduzione
inglese). Un’introduzione, pitu limitata, ma accessibile senza bisogno di prerequisiti, puo essere il libro di
W. Rossmann Lie Groups. An introduction through linear groups, Oxford University Press.

Spero, in futuro, di poter arricchire questi suggerimenti con delle indicazioni piu precise su singoli
argomenti. A tale scopo accetto volentieri indicazioni e suggerimenti.

() Per gli amanti delle date, Gauss & nato nel 1777 ed ha presentato questo lavoro nel 1827, anche se la pubblicazione &

avvenuta solo I’anno successivo.



