Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 19 settembre 2012

ESERCIZIO 1. Sia f : A'(C) — A'(C) un’applicazione affine. E vero che se f assume lo stesso valore
su due punti distinti allora assume lo stesso valore su tutti i punti? E vero che esiste un ‘applicazione affine
f: AY(C) — AY(C) tale che f(1+i) =1+ie f(1—14) =3 —i? In caso affermativo, si determini I'espressione
di f nel riferimento canonico di A*(C).

Svolgimento. Un’applicazione affine della retta complessa si scrive nel riferimento canonico nella forma z +—
az + b, per opportuni numeri complessi a,b. Se z; # 23 e az; +b = aze + b, allora a = 0 e applicazione
manda tutti i punti della retta complessa in b.

a(l+i)+b=1+1
a(l—i)+b=3—4’
porgea=1+i,b=1—1. O

Per trovare ’applicazione in questione, basta risolvere il sistema lineare { che

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q e siano V = {vy,...,v5} e W = {wy,...,wy}
delle rispettive basi. Data I'applicazione lineare ¢ : V — W di matrice

1103 2
0222 2
1103 2

si determinino delle basi per il nucleo e I'immagine di ¢. Detto r il rango di ¢, determinare (se esistono) r
vettori wy, ..., w, in W ed r forme lineari £, ...,&. in V* tali che ¢ = w1 ® & + -+ + w, ® &, e si scrivano
le matrici nelle basi date delle applicazioni w; ® &,1=1,...,7.

Svolgimento. L omomorfismo ¢ ha rango 2 e
im¢ = (wy — w3 + wy, 2wy + ws) , ker¢ = (v — v2 + v3,3v1 + v3 — V4,201 + V3 — V) .

I vettori v1 e vs, generano un complementare di ker ¢, perché le loro immagini tramite ¢ costituiscono la base
dell'immagine scritta sopra. In particolare, vy + ker¢ e vs + ker¢ sono una base di V/ker¢ e ker¢- C V*
si puo identificare con il duale di V/ker¢ [in che modo?]. Le forme lineari & = v} + vi + 3v} + 2vf e
& = vh 4+ v3 + v} + vi sono la base di ker ¢ duale della base fissata e quindi

¢ = ¢(v1) @& + ¢(v3) @ &2 = (w1 — ws + wa) @ (07 + vy + 3vy + 205) + (2w + ws) @ (v +v3 + Vi + v3).

In termini di matrici si ha

1103 2 1 0
_ (o222 2)_{o 2
A—(_101_2_1>_<_1>(11032)+<1>(01111)
1103 2 1 0

che ¢ una decomposizione del tipo richiesto. O

ESERCIZIO 3. Si consideri lo spazio vettoriale R” dotato della base canonica €& = {ey,...,er}, e siano
fissati i sottospazi V = (e1, ea,e3,e4) € W = (e5, eg, €7).
(a) Si determinino, se esistono, le applicazioni lineari ¢ : V' — W soddisfacenti alle condizioni

p(e1 + e3) = es + e + 2er, P(e2 + e4) = 3es + 3eq + ber,
¢(€1 +eo + 63) = e5 + 3eg + Ter, d)(@g —e3 + 64) = 4es + 2¢eg + 3er.

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Di tali applicazioni si determinino nucleo ed immagine, scrivendo
esplicitamente una base per ciascun sottospazio.



2 MAURIZIO CANDILERA

(b) Si consideri il sottoinsieme U = {v+ ¢(v) € R” |[v € V }. Si mostri che U & un sottospazio, detto il
grafico dell’applicazione lineare ¢, e si determinino la dimensione e delle equazioni cartesiane per U. Vi
sono relazioni con il rango di ¢? Si determinino delle eventuali basi per i sottospazi UNV eUNW.

(c) Si diano condizioni necessarie e sufficienti affinché un sottospazio G' di R” sia il grafico di un’applicazione
lineare ¢y : V. — W.

(d) Sia R™ Io spazio duale di R” con la base duale £* = {e},...,e%}. Si determinino una base e delle
equazioni cartesiane per il sottospazio U+ e si dica che relazioni vi sono (se ve ne sono) tra questo
sottospazio ed il grafico dell’applicazione trasposta ¢* : W* — V*.

Svolgimento. (a) I vettori e; +e3, ea+e4, €1 +ea+e3, €2 —e3+e4 sono una base di V' e quindi 'applicazione
lineare ¢ esiste ed e unica. Detta B la sua matrice nella basi date, si ha

2 0-13
B = < 021 1) . 1m¢ = <265 — 67,266 + 567>, kergb = <€1 — €2 + 2637261 +e3 — €4> .
-15 3 1

(b) La verifica che U ¢ sottospazio ¢ immediata. Infatti, 0 = 04 ¢(0) € U e, dati vy, v2 in V ed aq, ag in
Q, si ha a1 (v1 + ¢(v1)) + az(va + @(v2)) = (a1v1 + azv2) + P(arvy + agve) € U, perché ¢ & lineare.
z1 T5 = 211 — T3 + 324

Un vettore (

) appartiene ad U se, e solo se, Tg = 2xo + T3 + T4 e quindi si tratta di
x7

Ty = —x1 + 51’2 +3!E3 + x4

un sottospazio di dimensione 4 (soluzione di un sistema lineare omogeneo di rango 3 in 7 incognite). La
dimensione di U coincide con la dimensione di V', indipendentemente dal rango di ¢. In particolare, i vettori
di U NV hanno le ultime tre componenti uguali a 0 e quindi sono i vettori di ker¢, una cui base & scritta
sopra; mentre U N W = (0) e non c¢’¢ una base.

(¢) Un sottospazio G di R” = V@ W @il grafico di un omomorfismo v : V — W se, e solo se, dim G = dim V/
e GNW = (0). Sotto queste ipotesi, la restrizione a G della proiezione su V, parallelamente a W, &
un’applicazione iniettiva (il suo nucleo ¢ G N W) e quindi, per motivi di dimensione, & suriettiva su V.
Quindi, per ogni vettore x € V esiste un unico vettore x + w € G, con w € W. L’applicazione z — w
¢ Pomomorfismo cercato e quindi le condizioni date sono sufficienti. Lasciamo al lettore la verifica che le
condizioni sono anche necessarie.

(d) T vettori e; + ¢(e1),...,es + ¢(eq) sono una base di U, quindi un vettore yie} + - - - + yres appartiene a
U+ se, e solo se, le sue coordinate soddisfano al sistema

Y1i+2Y5-Y;=0
Yo +2Y5 +5Y7; =0
Y~ Ys+ Y +3Y; =0
Yi+3Ys +Ys+Yr =0

ed una base e data dai vettori
2el —e3+3e; —ei, 2e5+estes —ei, —el+bes+3e;+e;—en.
Il sottospazio V+ = (ef, eg,e%) si identifica con W* prendendo la base data come base duale della base

es, €, e7 di W; ed analogamente si identifica W+ = (e}, €3, €5, e;) con lo spazio V*. Con queste identificazioni
UL & il grafico di —¢*. O



