Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 18 giugno 2013

ESERCIZIO 1. [6 punti] Si determinino e si disegnino nel piano di Gauss tutti i numeri complessi z tali

che z? — 2z = 0.

(a) Si determinino le equazioni delle rette del piano di Gauss che uniscono le coppie di numeri, diversi da
0, che soddisfano la condizione data. Si disegnino tali rette nel piano di Gauss.

(b) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo le rette del punto precedente
nella circonferenza unitaria e si disegnino tali circonferenze nel piano di Gauss.

Svolgimento. (a) Il numero complesso 0 soddisfa alle condizioni date.

Se z # 0 soddisfa a tali condizioni, deve aversi |z| = 2 e quindi z = 2. T e

numeri complessi z # 0, soddisfacenti alle condizioni date, sono le radici

del polinomio X3 — 8. Quindi, i numeri cercati sono 0 e le radici terze di 1 T2

8, 2, 2e2™/3 = _1 4 4\/3, 2e*™/3 = —1 — i\/3. Le rette cercate hanno _
equazioni 2

3

riz4+ZE4+1=0, r:(1-iV3)z+(1+iV3)z—-4=0, /
r3: (14+iV3)z+ (1 —iv3)z—4=0. iy

Le tre rette sono tangenti alla circonferenza unitaria nei punti corrispondenti alle radici terze di —1.

(b) Le circonferenze hanno tutte raggio 1/2 e centri in —1/2, (1 +1iv/3)/4, (1 — iv/3)/4, rispettivamente.
]

ESERCIZIO 2. [12 punti] Nello spazio vettoriale reale V', con la base V = {vy,...,v4}, si considerino i
sottospazi
2X1 —Xo+ X4 =0
Wy X1+2Xo—X4=0 , e WQZ<’U1+U3,U2+1}3,’01—2’U2+’U4>.
X1—3X2+2X4:0
(a) Determinare la dimensione ed un sistema minimale di equazioni cartesiane per ciascuno dei sottospazi

dati. Determinare una base per ciascuno dei sottospazi Wi, Wy, W1 N Wy, W1 + W,
(b) Si considerino i seguenti sottoinsiemi

% ={¢ € Homg (V,V) [p(W1) C W2, ¢(W2) C W }
W ={¢ € Homg (V,V) |[(W1) € Wi, ¢(W2) C Wy }.
Si verifichi se sono sottospazi vettoriali e si determinino le eventuali dimensioni.

(¢) In caso affermativo, si determini la dimensione di % N'W e si dica se % +# = Homg (V, V). In ogni
caso, ¢ vero che Papplicazione n : % x U — W, definita da (v, ¢) — 1 o ¢ & suriettiva?

Svolgimento. (a) Le tre equazioni non sono indipendenti, essendo (I — IT — II] = 0). Il sistema ha rango 2
e quindi dim W; = 2. Invece, i tre generatori di W5 sono linearmente indipendenti e percio dim Wy = 3. Dei
sistemi di equazioni minimali per i due sottopazi sono

(S W2:X1+X2—X3+X4:O.

)

'{X1+2X2—X4:0
Yl 5Xy —3X, =0

Si ha quindi

Wy = <U1 — 3vg + Tvg — Huy, 'U3> , Wy = <U1 — 3vg + Tvg — Huy, Vo + v, V1 + 2)3> R
WinWy = <’Ul — 3vg + Tvgz — 5U4> , Wi+ Wy = <U1,v2,1}3,v4> ;
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e i generatori indicati sono basi.

(b) Posto, Uy = (vs3), Uy = (va +vs,v1 +vs), e Us = Wi N Wa, si ha Wy = Uy @ Us, Wo = Us @ Us e
V =U; @ Uy ® Us. Si hanno quindi le decomposizioni ‘a blocchi’ degli endomorfismi, ovvero

U ={¢ € Homg (V,V) |¢(Ur) C Uz ® Us, ¢(Usz) C U, @ Us, ¢(Us) CUs }
W ={v¢ € Homg (V,V) [¢(Ur) C Uy ® Us, ¢(Uz) CU2 @ Us, ¢(Us) CUs }.

Da cui si deduce dm% =3+4+1=8edim¥? =2+6+1=09.

(¢) Gli endomorfismi appartenenti a % N # sono tutti e soli quelli che mandano tutti i vettori di V' in
Us = W1 N Wy e quindi Z N'# & un sottospazio di dimensione 4, da cui si ottiene dim(% + #') = 13 <
dim Homg (V, V). Infatti, la somma dei due sottospazi contiene solo endomorfismi che lasciano stabile il
sottospazio Us.

Infine, tutti gli endomorfismi ¢ € % hanno un nucleo di dimensione positiva, perché mandano il
sottospazio Ws, di dimensione 3, in Wi, di dimensione 2. Quindi, se ¥ e ¢ appartengono ad %, si ha
det(¢) o ¢) = (detp)(det ) = 0, mentre # contiene endomorfismi invertibili (ad esempio 'identita idy ).
Dunque, I'applicazione 77 non puo essere suriettiva. O

ESERCIZIO 3. [12 punti] Si considerino i sottospazi U e W dello spazio vettoriale Q*, definiti dalle

condizioni
4X1—2X2+2X3—X4:0 1 1 2
U:{ 2X1 —Xo+X5-3X4=0 e W:<<Ol>,<§>,<21>>.
6X1 —3Xo+3X3+X,=0 0 0 1
(a) Si determinino una base e un sistema minimale di equazioni cartesiane per ciascuno dei due sottospazi
e si determini un sottospazio, T, tale che (UNW)@T = W. E vero che per ogni tale sottospazio, T, si
haUe& T =Q*?
(b) Si scriva la matrice ag £(m), ove ™ : Q* — Q*, & Ia proiezione su U, parallelamente a T.
(c) Si indichi con o : Q* — Q% la simmetria di asse U e direzione T e si considerino gli endomorfismi

¢qo = 21 —ao, con a € Q. Si calcoli il determinante di ¢, al variare di a € Q. Che dire dei determinanti
degli endomorfismi Homg (Q*, Q%) — Homg (Q*,Q*) cosi definiti,

B daoy, Tiyods  E:te daotod,.

Svolgimento. (a) Il sistema che definisce U ha rango 2. Una base di U ¢ costituita dai vettori u; = eq + 2eq
2X1 — X2 + X3 == 0
Xy4=0 '

I tre generatori dati di W sono una base di tale spazio che & definito dall’equazione cartesiana 2X; —
X5 +2X3 = 0. Quest’equazione non e soddisfatta dal vettore us e quindi I'intersezione U N W si limita al
sottospazio (uy).

Possiamo prendere T = (wy, ws), ove wy = e;—e3, wo = eg esiha W = (u;)®T e Q* = UQT. Ogni altro
sottospazio T, tale che W = (UNW) @ T, & del tipo T(,3) = (w1 + auy, ws + buy), al variare di (a,b) € Q2.
Ognuno di questi sottospazi ha dimensione 2 e si ha T, 5) NU = (T(ap) NW)NU = T(qp) N (WNU) = (0).
Si conclude che U & T(, ) = Q*, per ogni valore di (a,b) € Q%

(b) Scegliamo T = (wy,ws), ove w1 = €1 — e3, W2 = €4 € si ottiene la matrice

-1 1 —-10

2 -1 20
0O 0 0O

e up = eg + e3; un sistema minimale che definisce tale sottospazio e, ad esempio, {

0O 0 00

2a —a a b
A— <4a —2a 2a 2b> scegliendo T{qp)-
0 0 00

(¢) Prendendo la base uy,us, wy,wy per Q% si calcola immediatamente, det ¢, = a?(2 — a)?. Ragionando
analogamente, si ha det ® = (det ¢,)* = det ¥ e det = = (det ®)(det ¥) per il Teorema di Binet. O



