Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova di accertamento del 30 novembre 2012 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X* — 4 € C[X].

(a) Si determinino (in forma algebrica) le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.
(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del quadrato, @), avente come vertici le

radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del quadrato @ nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione I \ A\.(I) ove si indichino

con I i punti interni al quadrato Q.

Svolgimento. (a) P(X) = X*—4 = (X —v/2)(X —iv2)(X +v2)(X +iv/2) e disegnamo qui sotto il quadrato

che ha come vertici le quattro radici.

(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco)

r(1—4)z+ (1+4)2 —2v2 =0,
ro :(1+i)z+ (1 —i)2+2v2 =0,
rg:(1—i)z+ (1+i)z+2v2 =0,
ry (144924 (1—i)z—2V2=

(¢) Le immagini delle quattro rette tramite la riflessione nel cerchio uni-
tario sono le quattro circonferenze ad esse tangenti:
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La parte ombreggiata rappresenta l'insieme I \ A, () (compreso il bordo, con l'eccezione dei punti apparte-

nenti ai lati del quadrato).
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2 MAURIZIO CANDILERA

ESERCIZIO 2. Sia V uno spazio vettoriale su Q e sia V = {v1,...,v4} una sua base (ordinata).
(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : V' — V tale che

¢(U1 + 21)3) = Vg — 31}4 = ¢(2’01 - 1]3)7 e ¢(21)2 + 1}4) = 31}1 — V3 = ¢(U2 - 2’04).

In caso affermativo, si scriva la matrice ay y(¢) e si determinino delle basi per nucleo e immagine di ¢.
(b) Si determinino dei sistemi di equazioni cartesiane per nucleo e immagine di ¢. Si dica se V = ker¢@®im¢
e, in caso affermativo, si scriva la matrice, nella base V, della proiezione su ker¢ parallelamente a im¢.
(¢c) Siconsideri I'insieme 2 = {4 € Homg (V,V) |¢popop =0 }. Sidicase P éun sottospazio di Homg (V, V)
e se ne calcoli la dimensione. Sia 9" = {ay y(¥) | € 2 } C M4(Q). Si dica come trovare un sistema
(minimale) di equazioni cartesiane per (2').

Svolgimento. (a) T vettori vy + 2v3, 201 — v3, 203 + v4, V2 — 204 sono linearmente indipendenti e quindi
formano una base di V. Quindi esiste un’unica applicazione lineare ¢ : V' — V soddisfacente alle condizioni
date. La matrice cercata e

0 9/5 0 -3/5
- 35 o0 1/5 0
A=avy(@) = -3/5 0 1/5
-9/5 0  =3/5 0

ker ¢ = (v1 — 3vs, vg + 3vy), e im¢p = (v — vy, 3v; — v3).

(b) Due sistemi di equazioni cartesiane sono

imo :

{3X2+X4_0 .{3X2—X4_0
X1 +3X3=0" '

Si verifica facilmente (come?) che ker¢ Nim¢ = (0), e quindi V' = ker¢ & im¢. La matrice della proiezione
m:V — V su ker¢, parallelamente a im¢ &

~1/8 0 -3/8 0
B [ o 12 0 16
B=avy(m=| 455 4 95 0
0 3/2 0 1/2

(c) 2 & un sottospazio e ¥ € Z se, e solo se, ¥(im¢g) C kerp. Dunque ¢ manda i vettori deel sottospazio
im ¢ nel sottospazio ker¢, ed i vettori del complementare ker¢ in V. Dunque

2 = Homg (im ¢, ker ¢) @ Homg (ker ¢, V)

(come & fatta questa somma diretta? scegliere una base opportuna per descriverla in termini di matrici) e
quindi dim = 12.

L’insieme 2’ = (2’ (& un sottospazio) e una matrice X € My (Q) appartiene a 2’ se, e solo se, soddisfa
alle condizioni

0 3

(301 0>X 1 0 (00>

030 —1 0 -1 00)
-3 0

che forniscono un sistema di equazioni cartesiane nelle entrate della matrice X. O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 30 novembre 2012 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X* + 4 € C[X].

(a) Si determinino (in forma algebrica) le radici in € del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del quadrato, @, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del quadrato @ nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione A.(I) N I ove si indichino
con [ i punti interni o sul bordo del quadrato Q.

ESERCIZIO 2. Sia V uno spazio vettoriale su Q e sia V = {vy,...,v4} una sua base (ordinata).
(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : V' — V tale che

d(2v9 +v4) = v1 — vz = P(204 — v2), e @ (2v1 + v3) = vy — vo = P(v1 — 203).

In caso affermativo, si scriva la matrice ay (@) e si determinino delle basi per nucleo e immagine di ¢.
(b) Si determinino dei sistemi di equazioni cartesiane per nucleo e immagine di ¢. Si dica se V = ker¢p®im¢
e, in caso affermativo, si scriva la matrice, nella base V, della proiezione su ker ¢ parallelamente a im ¢.
(c) Siconsideri 'insieme 9 = {¢ € Homg (V,V) |¢popo¢ =0 }. Sidicase Z ¢ un sottospazio di Homg (V, V)
e se ne calcoli la dimensione. Sia 2" = {ay y(¥) | € 2 } C My(Q). Si dica come trovare un sistema
(minimale) di equazioni cartesiane per (2’).



