Esame di Geometria 1 — parte II (laurea in Matematica)
prova scritta del 9 luglio 2013

ESERCIZIO 1. [8 punti] Sia ¢ : Q° — Q° I'endomorfismo di matrice A = | -1
0
0 —20 0 —3

rispetto alla

O W= =
coor
L»—-oo
cowno

base canonica.
(a) Si determinino polinomio caratteristico, polinomio minimo, autovalori e spazi di autovettori per ¢.
(b) Si determinino una matrice di Jordan, J, ed una matrice invertibile, P, tali che J = P~1AP.

Svolgimento. (a) Il polinomio caratteristico ¢ ps(X) = (X 4 1)® e quindi vi & solo I'autovalore —1, con
molteplicita (algebrica) 5. II relativo autospazio € ker (¢ + 1) = (e; + e3,e2 — e3 — 2e4 — e5), di dimensione
2. 11 polinomio minimo & As(X) = (X + 1)*, perché si ha

11100 04012 04004
0 200 2 00000 00000
A+l=]|-13110 |, (A+1)%*=[o0s016]|, (A+1)3=|04004]|, (A+1*=0s.
0 0000 00000 00000
0 —200 -2 00000 00000

(b) La matrice di Jordan di ¢ ha due blocchi relativi all’autovalore —1, uno di ordine 4 e ’altro di ordine 1.
Il vettore vs = e5 & un autovettore generalizzato di periodo 4 per 'autovalore —1 e si pone vy = (¢p+1)(vs) =
2eq —2e5, v3 = (¢ + 1)(v4) = 2eq + 6e3, v2 = (¢ + 1)(v3) = 4ey + 4es. Infine, si pone v1 = e3 —e3 — 2e4 — €5

e si ottiene cosi una base V = {v1,...,v5} rispetto a cui ¢ ha matrice di Jordan. Le matrici cercate sono,
ad esempio,
-10 0 0 0 04200
0-11 0 0 10020
J=ayy(@)=] 0 0 -11 0 e P=aypeid)=]-146 00
00 0 —11 -200 0 0
00 0 0 —1 -100-21
Fine della discussione. U

ESERCIZIO 2. [12 punti] In A*(R) munito del sistema di riferimento Z = {O, e1,...,e4} si considerino i
piani
{aml—i—xg—xg:a {$3—BZL’4:0
T 08 :

IQZO I1+ﬁl'2:0.
con «, 3 € R.
(a) Determinare la posizione reciproca dei due piani , e og al variare di i, f € R e calcolare la dimensione
dimy Vog.

(b) Posto o =1, =0 e P ¢ m, Uop. Esiste un piano 7p, passante per P, e tale che dim(m V 7p) = 3 =
dim(oq V 7p)? E unico?
(c) Esiste un’affinita f : A*(R) — A*(R) tale che f(m) =09 e f(og) =717

Svolgimento. (a) L’intersezione tra i due piani & governata dal sistema lineare di matrice completa

B

1
0
1

= o O

(IV—alI+BII+III)
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S oo
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0
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0
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- Se B # 0, matrice completa ed incompleta hanno rango 4, i due piani si incontrano in un punto e
dim(m, V og) =4 (cf. formula di Grassmann affine).
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- Se, invece 8 = 0 # «, i due piani hanno intersezione vuota, ma il sottospazio (e4) & comune ai due spazi
direttori e dim(m, V 05) = 4.
- Infine, se § =0 = a, i due piani si intersecano nella retta O + (e4) e dim(m, V o) = 3.
(b) Siham = (O+e1)+ (e1 +e3,e4) € 09 = O+ (e2,e4). Il punto P non appartiene a 71 U og, quindi, se
esiste un piano 7p con le proprieta richieste, deve aversi 7p Vmy = PV m e 7p V og = PV 0p; ove le due
sottovarieta sono distinte ed hanno dimensione 3. Quindi (sempre per la formula di Grassmann affine) deve
essere Tp = (P V ) N (P V og) ed il piano cosi determinato & unico.

(¢) Fissiamo un sistema di riferimento che abbia come origine il punto M = O + %el, e 1 vettori v = ey,
vy = eg, U3 = e1 + e3, vg4 = e4. L’affinita di matrice

10000
0-1000
A=]oo0o010
00100
00001
nel riferimento testé descritto & quella cercata. O

ESERCIZIO 3. [12 punti]

(a) Sia f: E"(R) — E™(R) una rigidita. Supponiamo che esista una retta r in E"(R) su cui f induca una
traslazione. Dimostrare che allora f non ha punti uniti.

(b) Sia f : E™(R) — E"(R) una rigidita che non ha punti uniti. Dimostrare che allora esiste una retta r in
E™(R) su cui f induce una traslazione.

(c) Sia g : A"(R) — A"™(R) un’affinita per cui esista una retta r sulla quale g induce una traslazione. E
vero che allora g non ha punti uniti?

Svolgimento. (a) Sia f : E*"(R) — E™(R) una rigidita e supponiamo che essa induca una traslazione 7, =
fir + 7 — 7 di vettore Or» # v € R" sulla retta r passante per P e parallela a v. Consideriamo un sistema
v

di riferimento ortonormale di E*"(R) . = {P,uq,...,u,} con u; = T Allora la matrice associata a f

rispetto al sistema di riferimento S & (in forma a blocchi):

1 0 tOgn
F = ||UH 1 tORnfl
ORnfl O]Rn—l H

con H € O,-1(R) matrice ortogonale (perché u; ¢ autovettore di autovalore 1 e l’applicazione lineare ¢
soggiacente a f € un’isometria). Quindi f non ha punti uniti perché il sistema lineare

t _
1 Ogn-1) L) z= |l
Opn—1 H Opn—1
con x € R™ non ha soluzioni.

(b) Sia f una una rigidita la cui matrice associata rispetto al sistema di riferimento canonico #Z =

{0,e1...,e,} sia
_ 1 tORn
L= (U y )

Allora f non ha punti uniti se e solo se il sistema lineare (A — I,,)x = —v non ha soluzione. Quindi
rg(A —1,) < n percid 1 ¢ autovalore di A.

Supponiamo che 'autovalore 1 abbia molteplicita algebrica k allora esiste un sistema di riferimento
ortonormale Z’' = {Q,u1,...,up} ove uq,...,ux sono autovettori di autovalore 1 (perché ¢ & un’isometria
quindi & diagonalizzabile in C). In tale riferimento la matrice associata a f risulta

1 0 tOgnr
P= v L. Op_r
ORH—T @’IL—T K
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conv €R" e K € O,_-(R). Quindi la retta passante per ) e parallela a v & unita e f induce una traslazione
su r.

(c¢) No, non ¢ vero. Ad esempio I'affinita g : A?(R) — A%(R) la cui matrice nel sistema di riferimento
canonico Z = {O, ey, ea} &

0
G = 1
1

O = =
o = O

ha una retta di punti uniti di equazione cartesiana y = —1 e g induce sull’asse y = 0 una traslazione. |



