Esercizi di Geometria 1 Foglio 13 — 3 maggio 2013 (rev. 7 giugno 2013)

Esercizio 1 (Cilindro). Nello spazio euclideo E", siano fissati un punto, Py, un vettore, vy # 0, ed un
numero reale d € [0,+00). Si chiama cilindro di asse r = Py + (vg) e raggio d, 'insieme dei punti che
hanno distanza d dalla retta r, ovvero 'insieme
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(a) Si verifichi che la definizione ¢ coerente e che C,. o coincide con la retta r.
(b) Si verifichi che, in E?, si ha
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Esercizio 2. Nello spazio euclideo E? si consideri la retta, r, di equazioni cartesiane r : {Xl X2 )
2 — A3 =

Si determini I’equazione del cilindro di asse r, contenente 1'origine di E3.

Esercizio 3. Si determinino le equazioni per il luogo dei punti in E3 equidistanti da due rette, di-
stinguendo i casi in cui le due rette, 11 = P, + (v1) ed ro = Py + (vg), siano incidenti, parallele o
sghembe.

Esercizio 4 (Cono). Nello spazio euclideo E™, siano fissati un punto, Py, un vettore, vy # 0, ed un angolo
¥ € [0, 5]. Si chiama cono di asse r = Py + (vg) ed apertura 1, I'insieme dei punti, X, tali che la retta
X V P, formi un angolo ¥ con la retta r, unito al punto Py, ovvero I'insieme
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(a) Si verifichi che la definizione & coerente e che %, o = C; o coincide con la retta r.
(b) Si verifichi che, quando ¥ = 7, I'equazione del cono coincide con il quadrato dell’equazione del piano
per Py ortogonale a vyg.
Esercizio 5. Nello spazio euclideo E*, siano fissati il punto, O ('origine), ed il vettore e; della base
canonica.
(a) Si scriva I'equazione del cono di asse 7 = O + (e1) ed apertura ¥ = %.
(b) Si determinino le intersezioni del cono con gli iperpiani ortogonali ad r.
(¢) Si determinino le intersezioni del cono con le sottovarieta lineari contenenti r.
Esercizio 6 (altri coni). Nello spazio euclideo, E", siano fissati un punto, Py, ed una curva, C. Si chiama
cono di vertice Py, proiettante la curva C, 'insieme dei punti appartenenti a rette congiungenti P, con
un punto di C.
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(a) In B3, sia Py = ((1)) e C la circonferenza di centro ((IJ) e raggio 1, posta nel piano 7w : Z = 1. Si

determini ’equazione cartesiana soddisfatta dai punti del cono di vertice Py, proiettante C.

XY =2
(b) In E3, sia Py = (i) e C l'iperbole di equazioni C' : 71 . Si determini I’equazione cartesiana

soddisfatta dai punti del cono di vertice Py, proiettante C.

Esercizio 7. Siano L ed M due sottovarieta lineari parallele della stessa dimensione, k, in A™ e sia dato
un punto, C' ¢ L UM, tale che LV C' =MV C. Si mostri che la corrispondenza che a un punto, X € L
associa po(X) = (X vV C) N M & un’applicazione ben definita pc : L. — M e che tale applicazione &
un’affinita.

Esercizio 8. Notazioni come nell’esercizio 7.

(a) Fissato un punto X € LL sia Ag lo scalare definito da po(X) — C = Ag(X — C). Si mostri che Ag non
dipende dalla scelta del punto X.

(b) Fissato due punti, X,Y € L, si mostri che pc(Y) — po(X) = A (Y — X).



Esercizio 9 (Teorema di Talete?). Siano dati in A™ due rette, r ed s, incidenti in un punto C, e tre
iperpiani distinti, L1, Lo, L3, paralleli tra loro, ma non paralleli a una delle due rette (fare un disegno per

n =2 ed n =3). Si deduca dagli esercizi precedenti che, posto R; = rNL; ed S; = sNL;, peri =1,2,3,
si ha fla=f — S3=5
Ro—Ri — S2—5;°

Esercizio 10 (punti notevoli di un triangolo). Nel piano euclideo, siano A, B, C i vertici di un triangolo
non degenere ed indichiamo con a = ||B — C||, b = ||C — A||, ¢ = ||B — A]|, le lunghezze dei lati e con
p = a+ b+ c il perimetro.

(a) Si mostri che il punto di intersezione delle bisettrici del triangolo (incentro) & il punto
b
1=2a+2B+Sc
p p p
() Postov =B — A ew=C — A, si mostri che I'intersezione delle altezze del triangolo (ortocentro) ¢ il
punto

(v-v—v-w)(w-w—v-w) (v-w)(w-w) — (v-w)?

H= (v-v)(w-w)— (v -w)? A+ (v~v)(w~w)—(v-w)23+ (v-v)(w-w)—(ww)za
(c) Si mostri che 'intersezione degli assi dei del triangolo (circocentro) ¢ il punto
_(wrw)(vovtw-w—2v-w) (w-w)(v-v—v-w) (v-v)(w-w—v-w)
B S - w) — w0 Ar 2(v-v)(w-w) = (v-w)?] 2 v)(w-w) = (v- w)2]0.

Esercizio 11 (retta di Eulero). Nel piano euclideo, siano A, B, C' i vertici di un triangolo non degenere
e ricordiamo che il baricentro ¢ il punto M = (A + B + C).

(a) Si mostri che il baricentro, l'ortocentro ed il circocentro del triangolo sono allineati. La retta
contenente questi tre punti ¢ detta la retta di Fulero.

(b) Si mostri che 'incentro giace sulla retta di Eulero se, e solo se, il triangolo & isoscele.

(c) Dati i tre punti notevoli I, M ed H & possibile ricostruire i vertici del triangolo A, B, C?

Esercizio 12. Si consideri C™ con il prodotto scalare hermitiano, (v|w) = Zyw; + -+ + Z,wy,, ove
z1 w1

v=|: Jew=| : |].
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(a) Sia U = {uy,...,ur} una base ortonormale di un sottospazio W e sia dato un vettore v € C™. Si

verifichi che il vettore vy = Zle (u;|v)u; ¢ la proiezione ortogonale di v su W (ovvero vg € W e
v—vy € W),

(b) Sia U € M,,x(C) la matrice che ha come colonne le coordinate dei vettori uy, ..., ux in base canonica
(ovvero U = ag£(j) ove j : W — C™ & linclusione naturale). Si verifichi che A = U'U & la matrice in
base canonica della proiezione ortogonale sul sottospazio W.

Esercizio 13. La matrice A = (3'1” 3£i) & simmetrica. I vero o falso che A & diagonalizzabile? Si

determini la forma di Jordan di A.

Esercizio 14. Sia A € M, (R) una matrice antisimmetrica (*A = —A). Si mostri che A & unitariamente
diagonalizzabile su C e che tutti i suoi autovalori sono numeri puramente immaginari.



Soluzione di alcuni esercizi

X2+y2=1
6 (a). La circonferenza, C, ha equazioni z +1 . Dato un punto, X = (;) # Py di E3, un generico punto della
= z
14+t(z—1)
retta Pp V X ha coordinate Py = | 1+t(y—1) |, al variare di ¢ in R. Il punto appartiene al piano 7 se, e solo se, t = 1/z e sta
tz

2
sulla curva C se (1 + %71)2 + (1 + y7_1) = 1. Quindi, moltiplicando per 22 i due membri dell’equazione (all’insieme delle

soluzioni si & aggiunto un solo punto. quale?) si deduce che i punti del cono sono tutte e sole le soluzioni dell’equazione
(X+Z-1)2 4+ +2-1)%2=22 ovwero X24Y242242XZ42YZ—-2X—2Y —4Z+2=0.

(b). Analogamente, si ottiene 'equazione XY + XZ +YZ - 22 - X -Y - Z+1=0.

7 SeL =M, Po(X) =X e la tesi & verificata, possiamo quindi supporre che LNM =g ed LVC =MV C =LV M. Dato

un punto X € L, la retta X V C non pud essere parallela ad M e quindi, per motivi di dimensione, (X V C)NM & un punto
di M e percio & ben definita I’applicazione po : L — M.

Siano quindi Py,..., P punti di L in posizione generale e sia Q; = pc(P;), per i = 0,...,k. Per mostrare che pc &
un’affinita & sufficiente verificare che i punti Qq,...,Qx di M sono in posizione generale e che pc rispetta le combinazioni
baricentriche. Per ¢ = 1,... k, sia w; = P; — Py ed osserviamo che, essendo Py, Qo e C' punti allineati, si ha Qo — C =

Xo(Po — C) per qualche scalare Ag # 0. Posto Q) = Qo + Aowy, si ha Q; € M perché L. ed M han lo stesso spazio direttore e
Q; —C = (QO — C) + dow; = )\0(P0 — C) + dow; = )\O(Pi — C)

e quindi Q) € MN(C'V P; = {Q;}, da cui si deduce che Q; — Qo = Aow;, per i = 1,...,k e quindi anche i punti Qo, ..., Qy
sono in posizione generale.
Sia ora X = coPo + -+ + cxPx con cg + -+ - + ¢, = 1. Allora, per la definizione stessa delle combinazioni baricentriche,
X—-C=co(Po—C)+ -+ cr(P, —C) e quindi
CH+XX —-C)=C+cor(Po—C)+ - +ecpro(Pp —C) =
=CHco(Qo—C)+ -+ cx(Qr — C)
=coQo+ - +cQr eMN(CVX)

e si conclude che Po(X) = coQo + -+ - + cx Qg per cui po rispetta le combinazioni baricentriche ed & quindi un’affinita.

10 (a). Siano v e w i vettori del testo, per cui ||v]| = ¢, ||w|| = b, ||lw — v|| = a. Il punto di intersezione delle bisettrici &

determinato dalle condizioni I = A + t(HvTH + ﬁ) =A+v+ s(—”fl—” + ﬁ) per opportuni valori di s e ¢ determinati
to_1_ s _ s _ s = lllllw=v]

dall’'uguaglianza scritta sopra che & equivalente a H”i” B Mol lw=vll oyvero ol “i” ,ove p=a+b+c=
fwll = Tw—vl =

[0l + [lw] + [lw = v]l.
Sostituendo si trova I = A + %(B —A)+ %(C — A), da cui si ricava 'espressione richiesta.

(b). Sia v1 = 72 e vz il vettore che si ottiene ruotando vy di un angolo retto. Si ha cosl v = cv1, w = zv1 + yva, con

[l
z =1 wedy? = ||w||? — (v1 - w)? (e possiamo supporre y > 0). Il punto di intersezione delle altezze & determinato dalle
condizioni H = A+w+tve = A+v+ s(—yv1 +av2) per opportuni valori di s e t determinati dall’uguaglianza scritta sopra,
s = cC—I
da cui si ricava { Y 5 o . Sostituendo i valori di s e t e semplificando in modo opportuno si ottiene I’espressione

_ cx—x"—y

richiesta per le coordinate baricentriche del punto H.

(c). Si considerino i punti medi dei lati del triangolo, ovvero D = (B+C)/2, E = (C+ A)/2, F = (A+ B)/2. L’intersezione
degli assi dei lati del triangolo ABC' coincide con l'intersezione delle altezze del triangolo DEF e quest’ultimo punto e
I’immagine del punto H tramite l’affinitd che manda ordinatamente A — D, B — E, C +— F. Poiché le affinita conservano
le combinazioni baricentriche si ha

2 2

(vv—v-w(w w—v-w) (v-w)(w-w) — (v-w) (v-v)(v-w)— (v -w)

K= (v-v)(w-w)— (v-w)? (v-v)(w-w)— (v-w)? (v-v)(w-w)— (v-w)?

F7
da cui si ricava I'espressione richiesta per le coordinate baricentriche del circocentro.

11 (a). Si consideri laffinita f, definita da f(A) = (B+C)/2 =D, f(B) = (C+A)/2=EFE, f(C)=(A+B)/2=Fe
poniamo nel piano il riferimento R = {A, v, w}. Siha quindi f(A) = (B+C)/2 = A—l—%v—i—%w ep(v) = f(B)—f(A) = —%v,
o(w) = f(C) — f(A) = —%w, ove ¢ & l’applicazione lineare associata ad f. Quindi

1 0 0
aR,R(f):(1/2*1/2 0 )

1/2 0 -1/2
e si verifica che il baricentro M = A + %v + %w € un punto unito e che tutte le rette che passano per M sono globalmente
unite per f. Inoltre, ogni retta, r, del piano ¢ parallela alla sua immagine, f(r), perché ¢ ha una matrice scalare. Quindi

la retta M V H & unita e contiene 'intersezione delle altezze del triangolo DEF', ovvero il punto K.
(b) e (c) are left to the reader.




