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Matrici simili

Matrici simili

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Fissata una base (ordinata) V = {v1,...,vn} di V, sia A = ayp y(¢).

Vogliamo vedere sotto quali condizioni esiste una base W = {w1,...,wp} di V per
cui la matrice D = ayy v (¢) sia diagonale, ovvero D = (d;;)1<i j<n con dij = 0 per
i 7.

Se una tale base esiste, presa la matrice di cambiamento di base P = ayy y (idy), si
ha

. . —1
D = aw,w(9) = ay,w(dv)ayyv(d)aw,v(idv) = P77 AP.
In termini di matrici, cio corrisponde allo studio delle classi di una particolare relazione
di equivalenza.

Definizione

Due matrici A e B in My (K) si dicono simili se esiste una matrice invertibile
P € GL(n, K) tale che B = P~1AP. In tal caso scriveremo A ~ B.

La relazione di simiglianza & una relazione di equivalenza. Infatti & riflessiva perché A = 1,, A1,, e quindi
A ~ A; & simmetrica perché, se A ~ B ovvero B = P_lAP, allora A = PBP 1 e quindi B >~ A; &
transitiva perché, se A ~ B e B ~ C ovvero B = P lAPeC = QleQ, allora

C=Q NP 1AP)Q = (PQ)"'APQ, e quindi A ~ C.

Ci siamo quindi posti il problema di capire se una matrice A & diagonalizzabile, ovvero
sotto quali condizioni la sua classe di simiglianza contiene una matrice diagonale.
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Autovalori e Autovettori

Autovalori e Autovettori

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Se W = {w1,...,wn} di V & una base per cui la matrice ayy w(¢) &
diagonale, allora si ha ¢(w;) = c;w;, per opportuni scalaric; € Kei=1,...,n.

Definizione [Autovalori e Autovettori]

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Diremo che uno scalare ¢ & un'autovalore per ¢ se esiste un vettore v # 0, tale
che ¢(v) = cv. In tal caso v si dice un autovettore relativo all’autovalore c.

La condizione v # 0 & necessaria perché la definizione abbia senso; infatti, ¢$(0) = 0 = cO per ogni scalare c.

Osservazione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V. — V un’applicazione
lineare. Per ogni scalare ¢ I'insieme W, = { v € V| ¢(v) = cv } & un sottospazio
vettoriale di V.

dim. Infatti, 0 € W, e, se v,v' € W ea,a’ € K, allora
¢lav +a’v') = ap(v) +a’¢(v') = c(av + a’v’), e quindi W,. & chiuso per combinazioni lineari ed & percid
un sottospazio vettoriale.

Si osservi che W, = ker (¢ — cidy ) e che ¢ & un autovalore se, e solo se, dim W, > 1.
In tal caso W, = ker (¢ — cidy) & |'autospazio relativo all'autovalore c.
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Autovalori e Autovettori

Abbiamo gia osservato che ¢ & un autovalore se, e solo se, dimker (¢ —cidy) > 1 e
un endomorfismo ha un nucleo non banale se, e solo se, il suo determinante & nullo,
ovvero ¢ & un autovalore se, e solo se, det(¢ — cidy ) = 0.

Definizione [Polinomio caratteristico]

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V — V un’applicazione
lineare. Fissata una base V = {v1,...,vn} di V, sia A = ay (). Si chiama
polinomio caratteristico di ¢ il polinomio monico py(X) = det(X1, — A) € K[X].

Ricordando che il determinante di una matrice B = (b;;)1<;, j<n &ugualea
Z (sgno’)ba(l)l + by (n)n;: Possiamo applicare questa formula a qualsiasi matrice (anche ad elementi in
cEDy
un anello, qual & K[X]) e il polinomio caratteristico & uguale a
det(X1, — A) = X" — (trA) X"~ L 4 ... 4 (—=1)" det A.

Osservazione

Siano A, B € M, (K). Se A ~ B, allora det(X1,, — A) = det(X1,, — B).

dim. Se A ~ B esiste una matrice invertibile P € GL(n, K), tale che B = P~ Y AP e la matrice scalare
X1, commuta con ogni altra matrice, per cui X1, = P_l(Xln)P. Allora si ha

det(X1, — B) = det(P~}(X1,)P — P Y AP) = det (P~} (X1, — A)P) = det(X1, — A);

ove |'ultima uguaglianza & conseguenza del Teorema di Binet. O
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Esempi

Esempio : Si consideri I'applicazione lineare ¢ : Q2 — Q2 di matrice A = (_g _g) in
base canonica £ = {e1,e2}.
(a) Si determinino autovalori e autospazi per A.

(b) Si dica se A & diagonalizzabile e, in caso affermativo, si determinino una matrice
diagonale D e una matrice invertibile P tali che D = P~1AP.

Svolg.: (a) Gli autovalori sono tutti e soli gli zeri del polinomio caratteristico, ovvero
del polinomio

po(X) = |77 [ = X2 -9 = (X = 3)(x +3).

Gli autospazi sono soluzioni dei due sistemi lineari omogenei di matrice
rispettivamente A — 312 = (_3 _8) e A+ 312 = (_§ _§); dunque

ker (¢ — 3id) = (4de1 —e2) e ker (¢ + 3id) = (e1 — e2).

(b) | due generatori degli autospazi sono linearmente indipendenti, per cui esiste una
base W = {w1, w2} di Q? fatta di autovettori per ¢ e, precisamente w1 —4e1 —eg e
wa = e1 — ez. In tal caso, possiamo prendere D = ayw w(¢) = (§ _3) e

P =awg(id) = (_1 _1) per concludere. a
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Esempi

Esempio : Si consideri 'applicazione lineare ¢ : R? — R? di matrice A = (_% _g) in
base canonica £ = {e1,e2}.
(a) Si determinino autovalori e autospazi per A.

(b) Si dica se A & diagonalizzabile e, in caso affermativo, si determinino una matrice
diagonale D e una matrice invertibile P tali che D = P~1AP.

. . . TSN _|x—2 -5 | _ 2
Svolg.: (a) Il polinomio caratteristico & py(X) = ’ 1 X+2’ =X?+1
Il sistema non ha soluzioni reali, quindi A non & diagonalizzabile sul campo reale.
Possiamo considerare la stessa matrice A come matrice di un endomorfismo di C2. Il
polinomio caratteristico & lo stesso e gli autovalori sono ¢ e —i. Gli autospazi sono
soluzioni dei due sistemi lineari omogenei di matrice A —ily = (2:17‘ 7;’71.

A+ilg = (2_“'1’ _QE’_H.); dunque

)e

ker (¢ —iid) = ((2+1i)e1 —e2) e ker(¢+iid) = ((2—i)er — e2)

[i due autovalori sono numeri complessi coniugati e tali sono anche le coordinate degli autovettori corrispondenti].
(b) Anche in questo caso possiamo avere solo matrici a entrate complesse e possiamo
prendere D = ayw(¢) = (§ ,9) e P=aye(id) = (2_"'11 2__1’) per concludere. [
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Esempi

6 3
Esempio : Si consideri I'endomorfismo ¢ : Q3 — Q3 di matrice A = ( 10 —1) in

2 3
base canonica £ = {e1, e2,e3}.

(a) Si determinino autovalori e autospazi per A.

(b) Si dica se A & diagonalizzabile e, in caso affermativo, si determinino una matrice
diagonale D e una matrice invertibile P tali che D = P~1AP.

Svolg.: (a) Il polinomio caratteristico & py(X) =

X+1 -6 -3
-1 X 1 | =(X-2)%X+2).
1 -2X-3

Gli autovalori sono quindi 2 e —2, il primo con molteplicita (algebrica) 2.

Gli autospazi sono soluzioni dei due sistemi lineari omogenei di matrice

. . -3 6 3 1 6 3
rispettivamente A — 213 = % —g —% e A+ 213 = } g 751) ; dunque

ker (¢ — 2id) = (e1 + e3,e2 —2e3) e ker (¢ + 2id) = (3e1 —e2 +e3).
(b) L’endomorfismo & diagonalizzabile su Q e possiamo prendere

2 0 0 . 1 0 3
D =aww(¢) = (8 2 _(2)) e P=aye(id) = (1) 7% 7} per concludere. O
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Esempi

Esempio : Si consideri I'endomorfismo ¢ : Q3 — Q3 di matrice A = (

RO
ST
|
O =
~—
5

base canonica £ = {e1,e2,e3}.

(a) Si determinino autovalori e autospazi per A.

(b) Si dica se A & diagonalizzabile e, in caso affermativo, si determinino una matrice
diagonale D e una matrice invertibile P tali che D = P~1AP.

Svolg.: (a) Il polinomio caratteristico & py(X) =

X -1 1

~1X-2 0 ‘:X(X—Q)Q.
-1 0 X-2

Gli autovalori sono quindi 0 e 2, il secondo con molteplicita (algebrica) 2.

Gli autospazi sono soluzioni dei due sistemi lineari omogenei di matrice
. . 0 1-1 -2 1-1
rispettivamente A = (1 2 0) e A—213 = ( 1 0 0); dunque

1 0 2 1 0 0

ker ¢ = (2e1 —ea —e3) e ker (¢ —2id) = (ex +e3).

(b) L’endomorfismo non & diagonalizzabile; né su Q, né su estensioni di Q. Tutti gli
autovalori sono numeri razionali, ma vi sono al massimo due autovettori linearmente
indipendenti (il sottospazio di Q3 generato dagli autovettori ha dimensione 2) e quindi
non esiste una base di Q2 fatta di autovettori per ¢.
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Un criterio di diagonalizzabilita

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Abbiamo visto che esiste una base di autovettori per ¢ (ovvero ¢ &
diagonalizzabile) se tutti gli autovalori di ¢ (ovvero le radici del polinomio
caratteristico) sono nel campo K e inoltre vi sono abbastanza autovettori linearmente
indipendenti per generare V. Abbiamo visto negli esempi che cid non sempre accade.

Definizione [molteplicita algebrica]

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V. — V un’applicazione
lineare. Dato un autovalore ¢, si chiama molteplicita algebrica di c il massimo
esponente intero m tale che (X — ¢)™ divide il polinomio caratteristico pg(X) e si
scrive mq(c) = m.

Definiamo ora un altro intero associato ad un autovalore.

Definizione [molteplicita geometrical

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V — V un’applicazione
lineare. Dato un autovalore ¢, si chiama molteplicita geometrica di ¢ la dimensione
dell'autospazio relativo a c e si scrive mgy(c) = dim ker (¢ — cidy/).

Una disuguaglianza fondamentale lega le due grandezze definite sopra.
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Per ogni autovalore ¢ di ¢, si ha my(c) < mq(c).

dim. Fissiamo I'autovalore c e sia vy, . .., v} una base dell'autospazio ker (¢ — cidy ), per cui mgy(c) = k.

Completiamo questi vettori (linearmente indipendenti) a una base V = {v1,...,vn } di V e possiamo scrivere
. . . cl B . . _—

la matrice di ¢ a blocchi, overo A = ay, ,(¢) = Ok C)' Il polinomio caratteristico

Py (X) = det(X1p — A) = (X — c)kg(X), come si pud vedere, ad esempio, utilizzando iterativamente lo

sviluppo di Laplace del determinante rispetto alle prime k colonne. Si ha cosi che (X — c)’C divide il polinomio
caratteristico pg (X ) e quindi mq(c) > k = mg(c).

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V' un’applicazione
lineare. Autovettori di ¢ relativi ad autovalori distinti sono linearmente indipendenti.

dim. Siano ¢y, . .., ¢, autovalori per ¢, a due a due distinti; e siano vy, ..., v, autovettori ad essi
corrispondenti. Supponiamo che vi sia una relazione lineare, ajvy + - - - + a,v, = 0, soddisfatta da questi
vettori e supponiamo sia di lunghezza minima (ovvero con il numero minimo di coefficenti diversi da 0). Se i
coefficenti non sono tutti nulli, possiamo supporre senza perdere di generalita che sia a1 il primo coefficiente non
nullo. Applicando I'endomorfismo ¢ — cyidy, ai due membri dell’identita si ha la relazione

az(cg —c1)va + -+ - 4 ar(cp — c1)vy = 0 che ha un addendo non nullo in meno della precedente, e cid &
assurdo, perché la relazione aveva lunghezza minima.
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Sia quindi V' un K-spazio vettoriale di dimensione finitae ¢: V — V un
endomorfismo con polinomio caratteristico pg(X) = (X —c1)™! -+ (X —¢r)™r, con
gli autovalori c1,...,¢cr in K, a due a due distinti. Allora gli autospazi

We,; = ker (¢ — ¢;idy), per i =1,...,r, sono in somma diretta (ogni addendo ha
intersezione banale con la somma dei rimanenti, per il lemma 2). Per cui, il

T
sottospazio di V' generato dagli autovettori di p &€ W = @ker (¢ — c;idy) che ha
i=1
dimensione mg(c1) + - - - + mg(cr). Poiché, gli addendi sono interi positivi e per ogni
addendo si ha mg(c;) < ma(c;) = m; (per il lemma 1), ne consegue che

mg(c1) + -+ mg(er) <ma(er) + -+ ma(cr) = degpy(X) = dim V,

e vale I'uguaglianza se, e solo se, mgy(c;) = ma(c;) perognii=1,...,r.
Abbiamo quindi dimostrato il seguente

Teorema di Frobenius (Primo criterio di diagonalizzazione)

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e ¢ : V' — V un’applicazione
lineare. Allora ¢ & diagonalizzabile su K se, e solo se, tutte le radici del polinomio
caratteristico di ¢ appartengono a K e per ogni autovalore la molteplicita algebrica
coincide con quella geometrica.
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Esempio : Sia V' uno spazio vettoriale su Q e V = {v1,...,v5} una sua base e si

consideri I'endomorfismo ¢ : V' — V di matrice
-7 0-3-12 0
0 4—-1 -1 2
A=aypy(@)=|-6 0 0 -8 0
6 0 3 11 0
0-5 2 2 -3

(a) Si determinino polinomio caratteristico, autovalori e autospazi di ¢. Si dica se ¢
¢ diagonalizzabile e si determinino una matrice diagonale D e una matrice

invertibile P tali che D = P~1AP.

(b) Si dica se esiste una base W = {w1,...,ws} di V e degli scalari c1,...,cs, tali
che ¢ = Z?Zl cjw; ® wy, ove W* = {ws,...,w} & la base duale di V*. In
tal caso si scrivano le matrici ayy y(id) e apy= p= (id).

Svolg.: (a) Il polinomio caratteristico & det(A — X15) = (X + 1)2(X — 2)?(X — 3). Tre autovalori distinti,
di cui due con molteplicita algebrica 2. Per determinare le molteplicita geometriche e gli autospazi dobbiamo
considerare sistemi lineari omogenei di matrice

0o 3 8

6 0 3 9 6
0 -5 2 2 —

6 0 3 12
0-5 2 2 —

-6 0-3-12 0 -9 0-3-12 0 —-10 0 -3 —12

0 5-1 -1 2 0 2-1 -1 2 0 1-1 -1

A+1ly=| -6 0 1 -8 o], A-215=| -6 0-2 -8 0|, A-31l5= -6 0-3 —8
0 0
2 5

| primi due han rango 3 (mg(—1) = mg(2) = 2) e I'ultima, rango 4 (m4(3) = 1) e ¢ & diagonalizzabile.
[segue]
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Primo criterio di diagonalizzabilita

[continua]

Gli autospazi sono ker (¢ + idy ) = (2v2 — 5vs, 3v1 + 2v3 — 2vy),

ker (¢ — 2idy ) = (v2 — vs,v] + v3 — vg), e ker (¢ — 3idy ) = (12v] + 2vy + 8vz — 12v4 — 3vs).
Si ha quindi D = P"1AP ove

—1 0 0 0 O 0O 3 0 1 12
0—-1 0 O O 2 0 1 0 2
= 2 e = 0 2 0 1 8
60298 0-2 0-1-12
0O 0 o o0 3 -5 0—-1 0 -3
(b) Nelle ipotesi date, se ¢ = Z?:l cjw; ® w;f, allora, peri = 1,...,5, si ha

5
B(wi) = Y cjw;(w] ow;) = cjwi;
j=1

ovvero il vettore w; € un autovettore per ¢, relativo all’autovalore c;. Poiché ¢ e diagonalizzabile, possiamo
scegliere una base W = {w1, ..., ws} di autovettori per ¢; ad esempio i generatori degli autospazi indicati nel
punto precedente e come scalari ¢; i relativi autovalori. Dunque P = awyv(idv) e

tp—l = ayyx o (idy « ), per le note relazioni tra il cambiamento di base in V' e il cambiamento di base tra le
rispettive basi duali di V'*. A titolo di cronaca,

012 0-24 0
( ) L[4 020 0 o0

ayx px (idy ) = 75 1 0 4 36-3
wev v 12 112 4 0 -3
-4 0 2 0 O

e cio conclude la discussione. O
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Esempio : Si consideri la successione di numeri reali (zn), >0 definita dalle condizioni
ro=—4, x1 =1, xo = —1 e Tntl = 22n + Tp—1 — 2Tp—2, pern > 2.
(a) Si determini un'espressione esplicita per il termine generale della successione,

. . - . N . . . x
Zn, in funzione dell'intero n. Cosa si pud dire del lim x, e del lim Z°+l?
n— oo n—oo In

(b) Cosa si pud dire della successione (yn ), >0 soddisfacente alla stessa relazione
ricorsiva (Yn+1 = 2yn + Yn—1 — 2yn_2,_per n > 2), ma con valori iniziali
yo=13=0y2=17

(c) Cosa si pud dire del comportamento della successione (zn ), >0, soddisfacente
alla relazione ricorsiva data (zp4+1 = 225 + 2n—1 — 22n—2, per n > 2), al
variare dei valori iniziali zg = a, 21 = b, 20 = c?

) —4 Tp_2 . 010
Svolg.: (a) Sia vy = 1 )evn =(%n—1 ), pern >2 Siha v,41 = Avp, ove A = 00 1],
-1 Zn -2 1 2
e quindi v, = A"fzvz. Le potenze si calcolano piu facilmente se una matrice ¢ diagonalizzabile, infatti se
A=PDP 1, per ogni esponente intero k, si ha AR = ppkFp—lele potenze di una matrice diagonale sono
ancora matrici diagonali.

Il polinomio caratteristico di A &

X -1 0
pA(X):’0 X -1
2 -1 X-2

= (X +1)(X —1)(X — 2); quindi A & diagonalizzabile.

[segue]
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Primo criterio di diagonalizzabilita

[continua]

Gli autospazi sono ker (A —

1 1 1
:<<1>>,ker(A+1):<<—1)>,ker(A—21):<<‘2L>>4Siha
1 1
quindi A = PDP ! ove
100 111 ) 1 L[ 6 3-8\ /-4 -3
D=<0—1 0), P=<1—1 2), einoltre P v2=g< 2 -3 1)(1):<_2>,
0 0 2 11 4 -2 0 2 -1 1

per cui vy, = PD"72P71712 e quindi, prendendo la terza coordinata di questo vettore, si ha

Tpn = —3 — 2(—=1)"™ + 2™, per ogni n > 2 che fornisce I'espressione richiesta. In particolare, la successione
h 27t (14(—1/2)"—3/2n 1
diverge, ovvero lim xz, = oo e lim Intl iy ( +(=1/2) / ) = 2.
n— oo n—oo Tn n— 00 2"(1+(—1/2)"—1—3/2")
(b) Siano ora vo = (1) evy = | Yn—1 |, per n > 2. Fissato n, dobbiamo calcolare
Yn

25— . . N 1+(—1)" . .
v, = PD" 2p lvg con il nuovo vettore vo. La terza coordinata & y,, = 4—(#)' per cui la successione

non ammette limite assumendo il valore O per n dispari e il valore 1 per n pari.
. a . R 1 1 . R
(c) Seil vettore vy = (b) non appartiene al sottospazio 1), -1 , di equazione a — ¢ = 0, allora
c 1 1
ha una componente parallela all'autovettore 2) e percid la successione diverge, come nel caso (a).
4

Se invece ¢ = a # b, allora z,, = aT-l—b + (=)™ aT_b, e la successione oscilla tra due valori, come nel caso (b).
Infine, se @ = b = ¢ siamo nell'autospazio relativo all’autovalore 1 per cui la successione & costante, con

. . z
lim z, —ae lim 22+l —q . O
n— 00 n—oo #n
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Esempio : Sia K un campo di caratteristica diversa da 2 e sia 7 : My, (K) — My (K)
I'applicazione che manda ogni matrice A nella sua trasposta ‘A.

(a) Si calcolino il determinante, il polinomio caratteristico, gli autovalori e gli
autospazi di 7 e si dica se & diagonalizzabile.

(b) Si risponda alle stesse domande quando K & un campo di caratteristica 2.

Svolg.: (a) In questo caso, sono evidenti gli autospazi

n + 1)\
2 )

ker(-r+id):{A€Mn(C)\ tAzfA}:(e(i,j)—a(j,i) [1<i<j<n) dimker(r+id) = (Z)

ker(r—id):{AeMn(C)\tA=A}=(a(i,j)+5(j,i) [1<i<j<n) dimker(‘r—id):(

(") (5)

Quindi 7 & diagonalizzabile, il polinomio caratteristico & p-(X) = (X — 1)\ 2 /(X +1)\2/ e
n

det T = (—1)(2).

2
(b) Se il campo ha caratteristica 2 (e quindi 1 = —1), alloradet 7 = 1, p(X) = (X — 1)™", I'unico
autospazio &

ker (r—id) = { A € Ma(O)| A=A} = (c(i,) 1S i <n)B(e(irg) + (i) [1Si<j<n),

di dimensione (ngl), e quindi 7 non & diagonalizzabile.
Per completezza, osserviamo che la forma di Jordan di 7 ha n blocchi di ordine 1 corrispondenti agli autovettori
e(i,i)coni =1...,n;e (g) blocchi di ordine 2, ciascuno in corrispondenza con |'autovettore generalizzato

e(t,5), per 1 < i < j < n, econ lasua immagine tramite T — id, 'autovettore (7, j) + €(j, %) . O
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Primo criterio di diagonalizzabilita

Endomorfismi simultaneamente diagonalizzabili

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e siano ¢, 9 € Homg (V, V).
Diremo che i due endomorfismi sono simultaneamente diagonalizzabili se esiste una
base V = {v1,...,vn} di autovettori per entrambi gli omomorfismi.
Analogamente, diremo che due matrici A, B € M, (K) sono simultaneamente
diagonalizzabili se esiste una matrice invertibile P € GL(n, K) tale che P~1AP e
P~1BP siano entrambe matrici diagonali.

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e siano ¢, 1 € Homg (V, V),
diagonalizzabili su K. | due endomorfismi sono simultaneamente diagonalizzabili se, e

solo se, Yo =go.

dim. Se esiste una base V = {v1,...,vpn} di V tale che ¢(v;) = a;v; e ¥(v;) = bjv;, peri =1,...,n,
allora

d((v;)) = bia;v; = P(P(vy)), peri=1,...,n,
e quindi ¥ 0 ¢ = ¢ o Y perché i due omomorfismi coincidono su una base di V.
Siano a1, ..., a, gli autovalori di ¢, a due a due distinti e siano W1, ..., W, gli autospazi corrispondenti,
cosicché V.= W1 @ - - - @ Wi.. Poiché ¢ e v) commutano, preso comunque ¢ = 1,...,r, se w € W;, allora

¢ (w)) = P(P(w)) = Y(ajw) = a;yp(w); e quindi Pp(w) € W;.

Dunque 1) induce un endomorfismo in ciascuno degli autospazi W; e per ciascun autovalore di ¢ le molteplicita
algebrica e geometrica sono la somma delle rispettive molteplicita dell’endomorfismo indotto su W;. Dunque in
ciascuno degli autospazi c'é una base di autovettori comuni ad entrambi gli endomorfismi:

candilera iagonalizzazione di un endomorfismo
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