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Spazio vettoriale quoziente

Spazio vettoriale quoziente

Cominciamo con la definizione dello spazio vettoriale quoziente. Salvo diverso avviso,
le affermazioni valgono per spazi vettoriali qualsiansi, non necessariamente di
dimensione finita.

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia W un suo sottospazio.

(a) Si definisce una relazione di equivalenza su V' ponendo

def.
vwv/<e:f>v—v'€W

Le classi di equivalenza sono le classi laterali di W, ovvero gli insiemi del tipo
v+W={v+w|lweW}t

(b) L'insieme quoziente V/W ha una struttura naturale di spazio vettoriale su K
definendo le operazioni sui rappresentanti delle classi laterali, ovvero
(vo+ W)+ (v1 +W) = (vo+v1)+W ealv+ W)= (av) +W.

(c) L'applicazione naturale 7 : V' — V/W che manda ogni vettore v € V nella sua
classe di equivalenza v + W € V/W & un omomorfismo suriettivo di spazi
vettoriali. )

Andiamo a verificare le affermazioni nella prossima slide.
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Spazio vettoriale quoziente

dim. (a) Verifichiamo che si tratta di una relazione di equivalenza. E riflessiva: v ~ v
perchév—v=0€W. E simmetrica perché, se v ~ v, allora v — v’ € W e anche il
suo opposto v/ — v € W, per cui v’ ~ v. Infine, & transitiva, perché se v ~ v’ e

v ~ w7, allorav—v" = (v—2v)+ (vV —v") € W, e quindi v ~ v”. Tutte le proprieta
discendono dal fatto che W & sottospazio.

Sia fissato v € V' e consideriamo la classe laterale v + W ={v+w|w e W }ela
classe di equivalenza [v]yy = { v € V| v/ —v € W }. Chiaramente v + W C [v]w;
viceversa, se v/ ~ v, allora v = v+ (v —v), con v/ —v € W e quindi [v]w C v+ W.
(b) Dobbiamo verificare che le operazioni definite nell’enunciato sono ben definite,
ovvero che il risultato dipende solo dalla classe e non dai rappresentanti. Siano dunque
vg ~ v}y e v1 ~ vf; allora

(vo+v1)—(vh+v]) = (vo—vy)+(v1—vi) €W e quindi  (vot+v1)+W = (vj+vi)+W.

Analogamente, se vg ~ v, e a € K, allora avg — avj) = a(vo — v()) € W, per cui

avo + W = av() + W. Che le operazioni cosi definite soddisfino agli assiomi di spazio
vettoriale, discende dalle analoghe proprieta dei rappresentanti. Ad esempio: 0 + W &
I'elemento neutro e (—v) + W & I'opposto di v + W.

(¢) Poiché le operazioni sono definite sui rappresentanti delle classi laterali, & chiaro
che I'applicazione 7 : v — v+ W & un omomorfismo di spazi vettoriali. Poiché V/W &
I'insieme delle classi di equivalenza dei vettori di V' & chiaro che 7 & suriettivo. d
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Spazio vettoriale quoziente

Negli spazi di dimensione finita c’e una facile relazione tra le dimensioni di V, W e
V/W.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n e W un sottospazio di dimensione k. Sia
v1,...,V; una base di W e siano vy 1,...,vn dei vettori che la completano a una
base di V. Allora le classi laterali vg4+1 + W, ..., v, + W sono una base di V/W.
Dunque: dim V/W = dim V — dim W.

dim. Sia v = x1v1 + - - - + Tnpvn un vettore di V e osserviamo che
V= Tpp1Vktl —  °° — TpUn = T1V1 + -+ + Tpvp €W
e quindi
v+ W = (pp1vp41 + 0+ Tavn) + W = (@pq1vk41 + W)+ + (Tnvn + W)

Dunque le classi laterali vy 1 + W, ..., vy + W generano lo spazio vettoriale V /W . Per verificare che sono
linearmente indipendenti, sia

04+ W =cpp1(vpr1 + W)+ -+ cn(on + W) = (ck1vk+1 + -+ cnovn) + W

Per quanto visto nell'esercizio precedente, cio significa che ¢ 1vg 41 + « - + cnvn appartiene a W e cio
implica che ¢ 41 = -++ = ¢, = 0, perché vy 1, ..., vy completano una base di W a una base di V. m}
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Teoremi di Isomorfismo

| teorema di isom mo

Sia ¢: V — W un’applicazione lineare di K-spazi vettoriali. L'applicazione

¢o: V/ker ¢ — im ¢ C W, definita ponendo ¢g(v + ker ¢) := ¢(v), & ben definita e
induce un isomorfismo di spazi vettoriali tra V/ker ¢ ed im ¢, tale da rendere
commutativo il diagramma

V—¢>W
™ j

V/ker ¢ :—> im ¢
0

ove 7 ¢ la proiezione canonica e j € l'inclusione naturale.

dim. L'applicazione ¢ & ben definita perché il suo valore non dipende dalla scelta del rappresentante, ma solo
dalla classe laterale. Se v’ + ker ¢ = v + ker ¢, si ha che v/ = v + u con u € ker ¢ e

p(v) = ¢(v +u) = ¢(v) + d(u) = $(v).

Dalla linearita di ¢, discende quella di ¢ ed & evidente la commutativita del diagramma. Inoltre, ¢ & suriettiva
su im ¢, perché, dato wg = ¢(vg) € im ¢, si ha ¢g(vog + W) = ¢(vg) = wo e quindi, im ¢g = im ¢.
Infine, ¢ (v + ker ¢) = O se, e solo se, v € ker ¢, ovvero se, e solo se, v + ker ¢ = ker ¢ = 0 + ker ¢.
Dunque, ker ¢ contiene solo |'elemento neutro del quoziente V' /ker ¢ per cui ¢ & un'isomorfismo.
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emi di Isomorfi:

La tecnica di eliminazione di Gauss permette di rendere esplicita la decomposizione di
un'applicazione lineare descritta nel | teorema di isomorfismo. Diamo un esempio qui
sotto.

Esempio : Sia ¢ : Q7 — Q5 I'applicazione lineare di matrice A nelle basi canoniche,
ove

powZo

2—-6 1 2 —1

-1 3 33— -1 0
ag, g5 (p) = A= 0 0 1-4 0 11 € Ms5x7(Q).

1-3 0 1-3 5

(a) Dai generatori e1 + ker ¢, ..., e7 + ker ¢ si estragga una base V = {v1,...,vr}
di Q7 /ker ¢, ove r = rk ¢ e si determini la matrice P = ag, y(7) della
proiezione canonica 7 : Q7 — Q7 /ker ¢.

(b) Sia V la base al punto precedente, e siano w; = ¢o(v;) peri =1,...,r. Allora
W = {wi,...,wr} & una base dell'immagine di ¢ e si determini la matrice
J = aw,g;(j), ove j : im ¢ — QP & I'immersione naturale.

(c) Sia ¢p : Q7 /ker ¢ — im ¢ I'isomorfismo indotto da ¢. Si determini la matrice
I = oy, (o) e si verifichi che A = JIP.
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4 1-3 0 2 1-3 5 I 1-3 0 2 1-3 5
Imr o o 1 -4 0 1 1 IT{ 00 1-4 0 1 1
A~ T—2V | 0 0 1 -4 0 5-7|~UII—-ID/4A| 0 0 0 0 0 1-2
II+Vv 0 0 3-12 0-3 15 IV — 311 0O 0 0 0 0-6 12
IV-vVv \0 0-1 4 0 3-9 V+II' A\ 0 0 0 0 0 4-8
I+43IIT /1-3 0 2 1 0-1
IIT—11r1( o o 1-4 0 0 3
~ IIr| o o o 0 0 1-2
IV + 6111 0O 0 0 0 0 o0 O
V —4III 0O 0 0 0 0 o0 O

¢ (e1 + ker ¢),

Dalla matrice in forma a scala ridotta si vede che €] ¢ ker ¢, ea + 3e1 € ker ¢, e3 + ker ¢
eq4 — 2e1 + 4e3 € ker ¢, e5 — e1 € ker ¢, eg + ker ¢ ¢ (e1 + ker ¢, e3 + ker ¢) e
e7 +e1 —3e3 + 2eg € ker ¢. Percuitkgp =3 e
vy =e1 +ker ¢, wvo =e3z+kerp, vz =eg+ kero
1-3 0 2 1 0 —1)

éunabaseV:{vl,'u2,v3}diQ7/kerd>eP=ag7,v(7r)=< 0O 0 1—-4 0 0 3
0O 0 0O O 0O 1-2

(b) | vettori ¢(e1), ¢(e3), ¢(ep) sono una base di im ¢ e le colonne di A corrispondenti ai pivot sono le

2 1-1
-1 3 0
coordinate di questi vettori nella base £5. Dunque J = (; % (1)
1 00—
. ) . 1 0 0
(¢) Abbiamo posto w; = ¢ (v;) peri =1,2,3, percui I = ay yw(pg) =13 =(0 1 0 ).
’ 001
Necessariamente JIP = awy g. (§)ay, w(do)ag, v(m) = ag, g5, (Gdom) = g, g (¢) = A
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Teoremi di Isomorfismo

Il teorema di isomorfismo

Sia V' uno spazio vettoriale su K e si considerino due sottospazi U C W C V.
L'applicazione ¢: V/U — V/W, definita ponendo ¢(xz +U) =z + W, &

dim. Per prima cosa osserviamo che ¢ & ben definita perché U C W e quindi 2 — 2’ € U C W implica che

Pz +U)=ax+W =z’ + W = ¢(z’ + U). Inoltre, ¢ & evidentemente suriettiva, perché data una generica

classe laterale, v + W in V/W,sihav + W = ¢(v + U) € im ¢. Il nucleo di ¢ & costituito dalle classi

v+ U percuiv+ W = W, ovwero v € W, cio gli elementi del quoziente W /U. Dunque, per il | Teorema di
. . L vV/U _ V/U

Isomorfismo V /W = im ¢ & isomorfo a kerg — W/U" [m]

@

candilera Spazio quoziente e Spazio duale



Teoremi di Isomorfismo

Il teorema di isomorfismo

Sia V' uno spazio vettoriale su K e si considerino due sottospazi U C W C V.
L'applicazione ¢: V/U — V/W, definita ponendo ¢(z +U) =z + W, &
V/U

un’applicazione lineare suriettiva che induce un isomorfismo ¢¢: V/W = WU

dim. Per prima cosa osserviamo che ¢ & ben definita perché U C W e quindi « — 2’ € U C W implica che
Pz +U)=ax+W =z’ + W = ¢(z’ + U). Inoltre, ¢ & evidentemente suriettiva, perché data una generica
classe laterale, v + W in V/W,sihav + W = ¢(v + U) € im ¢. Il nucleo di ¢ & costituito dalle classi

v+ U percuiv+ W = W, ovwero v € W, cio gli elementi del quoziente W /U. Dunque, per il | Teorema di
Isomorfismo V /W = im ¢ & isomorfo a Ii/e/rU = L/IUJ O

@

Il teorema di isomorfismo

Sia V' uno spazio vettoriale su K e si considerino due sottospazi U,W di V e
I'applicazione composta wo j: U — (U + W)/W, ove j: U — U + W & l'inclusione
naturale e 7: U + W — (U + W)/W & la proiezione canonica. Allora 7 o j induce un
u+w . U

isomorfismo ~
w Uunw

dim. Preso un generico elemento x + W del quoziente (U + W) /W, si ha z = w + w per opportuni vettori

u€EUewé€ W.Dunque,z —u=w € Wepercdz+ W =u+ W € im (7 0 j), owero w0 j &

suriettiva. Inoltre, dato u € U, 7(j(u)) = u+ W = 0+ W se, esolose, u € U N W e quindi

ker (w0 j) = U N W. Applicando il | Teorema di Isomorfismo si conclude che (U + W)/W = im (7w o j) &
u___ _U_ ]

isomorfo a -
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Esercizio : [Butterfly Lemma, H.J. Zassenhaus, 1934] Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Siano dati i

sottospazi A O B e C' D D e si considerino i sottospazi nel diagramma seguente, ove le linee indicano le relazioni
di inclusione.

(a) Si utilizzino il secondo e il terzo
teorema di isomorfismo per

verificare gli isomorfismi indicati
qui sotto
B+(Anc)  BHano)
B+ (AND) w -
ANC ANC
~ BNC ~ BNC ~
= AnD ~ (BNnO)+(AnD)
BND BNC
ANC
>~ B
(BNC)+(AnD) ‘
BN

(b) Si verifichi, analogamente, che
D+ (ANC) |

D+(BnC)
AncC

(BNC)+ (AND)’

[Farlo o vedere I'Esercizio 2.30 del libro.]

A

c
\ /
B+ (ANC) (AnC)+ D
\ /
ANC
B+ (AN D) (BNC)+ D

(BNC)+ (AN D)

D
[

AND
B+(AnC) (AnC)+D
B+(AND) (BNC)+D’

(c) Si concluda che
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Spazio vettoriale duale

Cominciamo con la definizione dello spazio vettoriale duale di uno spazio
V', che vale per spazi vettoriali di dimensione qualunque, ma alcuni dei
risultati nel seguito sono validi solo su spazi di dimensione finita.

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. Si chiama spazio vettoriale
duale lo spazio V* := Homg (V, K) delle forme lineari su V. Si chiama
dualita canonica |'applicazione o: V* x V — K, definita ponendo
Eow:=¢(v), per ogni coppia (§,v) € V* x V.

Le forme lineari su V' sono quindi dei vettori che “si uniscono” ai vettori
di V tramite la dualita canonica per dare come risultato uno scalare.

In alcuni testi si usa la notazione (£, v) per indicare £ o v. Qui viene
evitata per non creare confusione con la notazione usata per il
sottospazio generato da due vettori.
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Spazio vettoriale duale

Andiamo a descrivere alcune proprieta della dualita canonica, e
cominciamo con una definizione generale di “accoppiamento” (pairing)
tra due spazi vettoriali.

Definizione

Siano V' e W due spazi vettoriali sul campo K, un’'applicazione
g: V. xW — K e un'applicazione bilineare se

9(v, aw +bw') = ag(v, w) + bg(v,w'),
glav + ', w) = ag(v,w) + bg(v', w),

qualunque siano a,b € K, v,v' € V e w,w’ € W.
Un’applicazione bilineare g: V x W — K si dice non degenere, se

g(v,w)=0perogniveV = w=0,

g(v,w)=0perogniweW = v=0.

maurizio candilera Spazio quoziente e Spazio duale



Spazio vettoriale duale

Osservazione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K. La dualita canonica
o: V* xV — K & un'applicazione bilineare non degenere.

dim. Qualunque siano a,b € K, v,w €V e{,n € V*, siha

£o(av + bw) = (av + bw) = a&(v) + b(w) = a(§ ov) + b(§ o w),
(a€ +bn) ov = a&(v) + bn(v) = a(§ ov) + b(now),

la prima perché £ & lineare, la seconda per la definizione di somma tra funzioni; per cui
la dualita canonica & un’applicazione bilineare.

Inoltre, se £ o v = 0 per ogni v € V, allora £ € Homg (V, K) & I'applicazione nulla,
ovvero & = 0. D’altra parte, se un vettore v € V' & diverso dal vettore nullo, allora pud
essere inserito in una base e si pud definire un'applicazione lineare attribuendo ad
arbitrio i valori sugli elementi di una base. Dunque, se per un vettore v si ha {ov =0
per ogni £ € V*, cio significa che v non puo far parte di una base di V' e quindi che

v = 0; per cui la dualita canonica & non-degenere. dJ
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D’ora in poi lavoreremo solo con spazi vettoriali di dimensione finita su
K.

Osservazione,

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e V = {v;,...,v,} una sua
base. La base duale V* = {v7,...,v:} di V* & data dalle forme lineari
soddisfacenti alle condizioni v} o v; = d;; per ogni 1 < i,j < n.

dim. Le forme lineari v}, ..., v}, esistono, perché, essendo elementi di Homg (V, K),

basta definire i loro valori su una base di V' e questi sono dati dalle condizioni

v} ow; = ;5. Poiché dim Homg (V, K) = dim V' = n e sono date n forme lineari,
basta vedere che sono linearmente indipendenti. Infatti, da a1v] +--- + anv;, = Oy
e accoppiando col vettore v1, dalla condizione v} o v1 = d;1, si ricava

0=0y*ov; =ai1(vi ovi)+az(viovi)+ - +an(v,ovi)=ai.

Analogamente si verifica che a1 = a3 = -+ = an = 0 e quindi I'indipendenza lineare
delle forme v, ..., v, che sono percio una base di V*. g
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La base duale calcola le cordinate di un vettore v € V' nella base V.

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K, V = {v1,...,vn} una sua base e
n

*={v{,...,v5} la base duale di V*. Per ogni v € V si hav =" (v} ov)v;
i=1

dim. Perognij =1,...,n,siha

v’-*o(v—Z(v ov)vl>_v ov — (v} 0v)(v] 0wv;) = 0.

=1
Poiché la dualita & non degenere, si ha la tesi. (]
Si noti che, se { = a1v] + -+ anv) € V*, allora ay g, () = (a1 an), ove

= {1} & la base canonica di K come spazio vettoriale su sé stesso. Dunque, se
v =1x1v1 + -+ + Tnvn, allora

1
Cov:(al an) X =ai1x1 + -+ ankn.

Tn
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L'ultima osservazione potrebbe suggerire I'idea di identificare lo spazio V' col suo duale
V* associando ad una base V la sua base duale V*. Questa identificazione non &
canonica perché le due basi hanno matrici di cambiamento di base diverse.

Proposizione

Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K, V = {v1,...,vp}, W ={w1,...,wn}
basi di Ve V* = {v],...,vi}, W* = {w],...,w}} le corrispondenti basi duali di
V*. Allora

ayx wr (idy+) = fayy y(idy).

candilera Spazi iente e Spazio duale



Spazio vettoriale duale

L'ultima osservazione potrebbe suggerire I'idea di identificare lo spazio V' col suo duale
V* associando ad una base V la sua base duale V*. Questa identificazione non &
canonica perché le due basi hanno matrici di cambiamento di base diverse.

Proposizione

Siano V' uno spazio vettoriale sul campo K, V = {v1,...,vp}, W ={w1,...,wn}
basi di Ve V* = {v],...,vi}, W* = {w],...,w}} le corrispondenti basi duali di
V*. Allora

ayx wr (idy+) = fayy y(idy).

dim. Siano ayy v (idy ) = P = (pij)i<i,j<n & @p* wx (idy*) = Q = (dhk)1<n,k<n  Dunquesi
ha wj = 31 1 pijvi e vy = X1 _1 qpiwy,. Dunque, calcolando v}, o wj, si ricava

n n
* *
4k = | D ankwp, OwJ':vkowJ:ka(ZPijvi) = Py
h=1 i=1
qualunque siano j e k; ovvero Q = tp. ]

Vi & perd un modo canonico (cioé indipendente dalla scelta delle coordinate) di
identificare lo spazio V' con il duale del duale V** := Homg (V*, K). In questo modo
il ruolo dei due spazi, V e V*, nella dualita canonica diviene simmetrico.
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Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K. Allora esiste un
isomorfismo canonico ¢: V' — Homg (V*, K), che al vettore v € V associa

I'applicazione lineare ¢, € Homg (V*, K), definita ponendo ¢, (§) = £ov = £(v), per
ogni £ € V*.
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Spazio vettoriale duale

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K. Allora esiste un
isomorfismo canonico ¢: V' — Homg (V*, K), che al vettore v € V associa
I'applicazione lineare ¢, € Homg (V*, K), definita ponendo ¢, (§) = £ov = £(v), per
ogni £ € V*.

dim. Poiché la dualita canonica o: V* x V' — K & un’applicazione bilineare, si deduce
che ¢ & un’applicazione lineare. Inoltre, poiché la dualita canonica & non-degenere, ne
consegue che ¢ & iniettiva. Dunque I'applicazione ¢: V' — Homg (V*, K) definita
sopra & un omomorfismo iniettivo di spazi vettoriali. Se V' & uno spazio vettoriale di
dimensione finita sul campo K, come abbiamo gia osservato, si ha

dim gHomg (V, K) = dim gV dim g K = dim gV,

da cui si deduce che
dim g V** =dim gV* = dim gV

e quindi ¢ & un isomorfismo. O
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Spazio vettoriale duale

Proposizione

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita sul campo K. Allora esiste un
isomorfismo canonico ¢: V' — Homg (V*, K), che al vettore v € V associa
I'applicazione lineare ¢, € Homg (V*, K), definita ponendo ¢, (§) = £ov = £(v), per
ogni £ € V*.

dim. Poiché la dualita canonica o: V* x V' — K & un’applicazione bilineare, si deduce
che ¢ & un’applicazione lineare. Inoltre, poiché la dualita canonica & non-degenere, ne
consegue che ¢ & iniettiva. Dunque I'applicazione ¢: V' — Homg (V*, K) definita
sopra & un omomorfismo iniettivo di spazi vettoriali. Se V' & uno spazio vettoriale di
dimensione finita sul campo K, come abbiamo gia osservato, si ha

da cui si deduce che
dim g V** =dim gV* = dim gV

e quindi ¢ & un isomorfismo. d

Dall'identificazione stabilita sopra discende che la dualita canonica tra V* e V** = Homy (V*, K) viene a
coincidere con la dualita canonica tra V' e V*, a meno dell’ordine degli argomenti.

Dunque, d'ora in poi scriveremo indifferentemente v* o v 0 v o v™* per indicare il valore della dualitad canonica
sulla coppia di vettoriv € V ev™ € V*.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Ortogonali

Un’importante relazione lega i sottospazi di V' a quelli del suo duale, V*.

Definizione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia V* il suo duale. Dato un sottoinsieme
non vuoto S di V, il suo ortogonale ¢ il sottoinsieme

St ={¢ecV*|€os=0 VseS}.

Poiché i ruoli di V' e V* nella dualita canonica sono simmetrici, possiamo definire
analogamente, in corrispondenza a Z C V*, un ortogonale Z+ C V. Le relazioni tra
sottospazi e ortogonali sono raccolte qui sotto.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Ortogonali

Un’importante relazione lega i sottospazi di V' a quelli del suo duale, V*.

Definizione

Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K e sia V* il suo duale. Dato un sottoinsieme
non vuoto S di V, il suo ortogonale ¢ il sottoinsieme

St ={tecV*|tos=0 VseS}.

Poiché i ruoli di V' e V* nella dualita canonica sono simmetrici, possiamo definire
analogamente, in corrispondenza a Z C V*, un ortogonale Z+ C V. Le relazioni tra
sottospazi e ortogonali sono raccolte qui sotto.

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K e sia V' * il suo duale.

@ Se S & un sottoinsieme di V, allora S & un sottospazio di V* e S; C So = Sé‘ C Sf‘ .
Se S & un sottoinsieme di V, allora S+ = (S)*.
Se W & un sottospazio di V' di dimensione k, allora dim wt =n_—k

Se W & un sottospazio di V, allora (W)L = W.

Dati due sottospazi, U e W, si ha (U + W)L —Ultnwste (Un W)L . + wt.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

dim. Procediamo nell’ordine
@ Certamente 0 € S. Se &, m appartengono a Ste a,b € K, allora, per la bilinearita della dualita
canonica, dato un qualunque elemento s € S, si ha (a +bn) 0 s = a(§ 0 s) 4+ b(n o s) = 0 e quindi
S+ eun sottospazio. Le relazioni di inclusione sono immediate, perché una forma ortogonale a tutti i
vettori di So & ortogonale necessariamente ai vettori del sottoinsieme Sy .
@ Poiché S C (S), dalla precedente discende (S)J‘ C St Viceversa, se aysy + -+ - + aps, € (S) e

¢ e S+, allora ¢o(a1s1+ -+ arsr) =a1(¢os1)+ -+ ar({osy)=0,da cui discende
I'altra inclusione e quindi I'uguaglianza.

@ Sia {v1,...,vp} una base di W e completiamola ad una base {v1,..., vy} di V. Indicata con
{vi],...,v}} labasedualedi V* siha ¢ =aivi + - +apv) € WL se, e solo se,
@y =---=ay = 0. Dunque, W+ = <v;:+1, C ,v:‘l> ha dimensione n — k.

@ SihaW C (WHtedim(WhHt =n—@imWL)=n—(n—dim W) =dim W &
conseguenza del punto precedente. Dunque i due sottospazi sono uguali.

@ U e W sono contenuti in U + W, quindi per la prima osservazione (U + W)J‘ C vtnwt.
Viceversa, I'altra inclusione si ha perché, se ( € Ultnwleun +weU+W,conueUewe W,
allora ¢ o (u +w) = (Cou)+ ((ow) =0.

Infine, da (U N W) C U e (UNW) C W discende che U + W C (U n W)L, Un calcolo di
dimensioni permette di concludere, perché, per quanto visto sopra e la Formula di Grassmann, si ha

dim (UL + W) = (n — dim U) + (n — dim W) — dim (UL nw) =

2n — dim U — dim W — dim (U + W)+ =
n — (dim U + dim W — dim (U + W)) =

=n —dim (UN W) = dim (U N W),

Con cid tutte le proprieta sono dimostrate. m}
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

La dualita canonica tra V' e V* induce dualita tra sottospazi dell’'uno e quozienti
dell'altro.

Proposizione

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e sia W un suo sottospazio.
Allora

1%

W v Wt e (V/W)F 2w,

ove V* = Homg (V, K), W* = Homg (W, K), (V/W)* = Homg (V/W, K) e
WL ={v"eV*| v ow=0, Vwe W}
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

La dualita canonica tra V' e V* induce dualita tra sottospazi dell’'uno e quozienti
dell'altro.

Proposizione

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K e sia W un suo sottospazio.
Allora
W v wt e (V/W)*

1%

WJ_

ove V* = Homg (V, K), W* = Homg (W, K), (V/W)* = Homg (V/W, K) e
WL ={v"eV*| v ow=0, Vwe W}

dim. La restrizione al sottospazio W delle forme lineari su V' induce un omomorfismo
suriettivo Hom g (V, K) — Hom g (W, K) il cui nucleo & dato da W, L'isomorfismo
- V"/WL si ottiene quindi applicando a questo caso il primo teorema di
isomorfismo.

Per quanto riguarda I'isomorfismo (V/W)* = W, basta osservare che una forma
lineare ¢ : V/W — K composta con la proiezione canonica pyy : V — V/W,
determina una forma lineare ( o pyy : V' — K che si annulla su W ed appartiene
quindi al sottospazio W+. L’applicazione Hom g (V/W, K) — W che manda ¢ su

¢ o pw € un omomorfismo iniettivo e, con un calcolo di dimensioni, si conclude che &
anche suriettivo, ovvero un isomorfismo. O
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Esempio : Si consideri lo spazio vettoriale V su Q e la sua base V = {v1,...,v5}. Datii sottospazi

x1 +x2 —x5 =0
x3 —2x4 =0

U= (2vy —v3+vs5,3vg —v3 —vg) e W: {
(a) Si determini dimensione e base per ciascuno dei due sottospazi e si verifichise V = U @ W.

(b) Si determinino dimensione, base ed equazioni cartesiane per UL e W esi verifichi se
vi=ulteowt.

Spazio e e Spazio duale



Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Esempio : Si consideri lo spazio vettoriale V su Q e la sua base V = {v1,...,v5}. Datii sottospazi

x1 +x2 —x5 =0
x3 —2x4 =0

U= (2vy —v3+vs5,3vg —v3 —vg) e W: {
(a) Si determini dimensione e base per ciascuno dei due sottospazi e si verifichise V = U @ W.

(b) Si determinino dimensione, base ed equazioni cartesiane per UL e W esi verifichi se
vi=ulteowt.

Svolg.: (a) | due generatori di U sono linearmente indipendenti e quindi una base del sottospazio, che ha percid
dimensione 2. Per il Teorema di Rouché- Capelli, dim W = 3 (soluzione di un sistema lineare di rango 2) e una
base & data dai vettori v1 — va, va + v5, 2v3 + v4. Sostituendo una combinazione lineare delle coordinate dei
generatori di U nelle equazioni che definiscono W, si vede subito che U N W = (0), quindi i due spazi sono in
somma diretta e la somma ha dimensione 5; ovwwvero V. = U ¢ W.
(b) Per le proprieta degli ortogonali, dim vlt=3 e, riferendo le coordinate in V'* alla base duale
V* = {v],...,vi} della base V, si ha che yyv] + -+ + ysvi € UL se, e solo se,
2y1 —y3 +ys =0
3y2 —y3 —ya =0
riguarda W, dim W = 2, una base & data da v} 4+ vy — vE, v — 2v] = 0 e equazioni cartesiane sono
y1 —y2 =0
y2 +ys =0
2yz3 +y4 =0
Infine, UL NWL = (U+ W)L =(0) e UL+ WL = (UnW)L =V* owero V¥ = U+ WL, O

. Una base di UL & data da 3vy 4 2v5 + 6v3, v5 + 3v}, v] — 2vE. Per quanto
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Applicazione lineare trasposta

Proposizione

Siano dati due spazi vettoriali V e W e un omomorfismo ¢ € Homg (V, W). Allora
esiste un'unica applicazione lineare ¢*: W* — V*, legata a ¢ dalle relazioni
v o ¢*(w*) = ¢(v) o w*, per ogniv € V e w* € W*.

dim. Dalle relazioni v 0 ¢* (w™) = ¢(v) o w* discende che, fissato w™* € W*, I'elemento
¢* (w*) € Hom g (V, K) & I'applicazione composta w™ o ¢, ovvero I'unica applicazione che rende commutativo
il diagramma

@
V—— W

™ (w™)
K

Infatti, qualunque sia il vettore v € V, si ha ¢™ (w™)(v) = v o ¢*(w*) = ¢p(v) o w™ = w*(¢(v)), e cid
permette di concludere.

Definizione

L'applicazione lineare ¢*: W* — V* definita sopra & detta la trasposta
dell'applicazione lineare ¢: V. — W.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Si osservi che la trasposizione inverte |'ordine con cui si compongono gli omomorfismi,
ovvero (¢ oh)* =1p* o ¢*. Inoltre, id}, = idy«. Se gli spazi vettoriali hanno
dimensione finita si ha I'isomorfismo col biduale e ¢** = ¢.

Proposizione

Siano dati due spazi vettoriali V' e W di dimensione finita su K e un omomorfismo
¢ € Homg (V, W). Indicata con ¢* € Homg (W*,V*) la trasposta di ¢, si ha

ker (¢*) = (im¢)" e  im(¢*) = (kerg)".
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Si osservi che la trasposizione inverte |'ordine con cui si compongono gli omomorfismi,
ovvero (¢ o1))* =p* o ¢*. Inoltre, idj, = idy+. Se gli spazi vettoriali hanno
dimensione finita si ha I'isomorfismo col biduale e ¢** = ¢.

Proposizione

Siano dati due spazi vettoriali V' e W di dimensione finita su K e un omomorfismo
¢ € Homg (V, W). Indicata con ¢* € Homg (W*,V*) la trasposta di ¢, si ha

ker (¢*) = (im¢)" e  im(¢*) = (kerg)".

dim. Si ha z* € ker (¢p*) <= ¢*(z*)ocv =0V € V <= z* 0 p(v) = 0Vv € V <=
z* € (im¢)t.
Per quanto riguarda la seconda uguaglianza, se y* = ¢*(z*), allora, dato v € ker ¢, si
ha

y ov=0¢"(z*)ov=21a"0o¢p(v) =0,

da cui si deduce che im (¢*) C (ker ¢) e I'uguaglianza discende da un calcolo di
dimensioni, ovvero

dim (im ¢*) = dim W* — dim (ker ¢*) = dim W — dim (im ¢)* =
= dimim ¢ = dim V — dim (ker ¢) = dim (ker ¢)*

che conclude la dimostrazione. O
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Identificare uno spazio vettoriale con il duale (proprio o di un altro spazio) &
equivalente a dare un’applicazione bilineare non-degenere. Precisamente

Proposizione

Siano V' e W due K-spazi vettoriali di dimensione finita. Dare un'applicazione
bilineare non-degenere g: V X W — K equivale a dare un isomorfismo ®,: W — V*,
ovvero I'isomorfismo trasposto ®7: V' — W*.

maurizio candilera Spazi iente e Spazio duale



Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Identificare uno spazio vettoriale con il duale (proprio o di un altro spazio) &
equivalente a dare un’applicazione bilineare non-degenere. Precisamente

Proposizione

Siano V' e W due K-spazi vettoriali di dimensione finita. Dare un'applicazione
bilineare non-degenere g: V X W — K equivale a dare un isomorfismo ®,: W — V*,
ovvero I'isomorfismo trasposto ®7: V' — W*.

dim. E chiaro che, dato un isomorfismo ®: W — V' * si ha 'applicazione bilineare non-degenere, definita
ponendo g(v, w) := v o ®(w), perogniv € Vew € W.

Viceversa, sia data g : V. X W — K, bilineare e non-degenere, e si consideri I'applicazione ®,: W — V* che
associa al vettore w € W, I'applicazione v +— g(v, w), al variare di v in V. L'applicazione & un omomorfismo e
I'unico vettore di W che viene trasformato da @4 nello zero di V* &lo zero di W e quindi Dy W — V* eun
omomorfismo iniettivo. Cio implica, in particolare, dim W < dim g V* = dim g V.

Analoghe considerazioni si possono fare per I'applicazione W, : V' — W™ che associa al vettore v € V,
I'applicazione lineare w +— g(v, w). Dunque Wg4: V — W™* & un omomorfismo iniettivo e, per lo stesso motivo,
si ha la disuguaglianza dim gV < dim g W™* = dim g W. Mettendo insieme le due disuguaglianze, si
conclude che dim gV = dim g W e quindi che ®5: W — V* e U, : V — W™ sono due isomorfismi.

Si pud facilmente verificare che i due isomorfismi sono I'uno il trasposto dell'altro; infatti, per ogni v € V e ogni
w e W,sihaWy(v)ow=g(v,w) =vody(w)= @;(v) o w; owero ¥y = <1>;.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Identificare uno spazio vettoriale con il duale (proprio o di un altro spazio) &
equivalente a dare un’applicazione bilineare non-degenere. Precisamente

Proposizione

Siano V' e W due K-spazi vettoriali di dimensione finita. Dare un'applicazione
bilineare non-degenere g: V X W — K equivale a dare un isomorfismo ®,: W — V*,
ovvero I'isomorfismo trasposto ®7: V' — W*.

dim. E chiaro che, dato un isomorfismo ®: W — V' * si ha 'applicazione bilineare non-degenere, definita
ponendo g(v, w) := v o ®(w), perogniv € Vew € W.

Viceversa, sia data g : V. X W — K, bilineare e non-degenere, e si consideri I'applicazione ®,: W — V* che
associa al vettore w € W, I'applicazione v +— g(v, w), al variare di v in V. L'applicazione & un omomorfismo e
I'unico vettore di W che viene trasformato da @4 nello zero di V* &lo zero di W e quindi Dy W — V* eun
omomorfismo iniettivo. Cid implica, in particolare, dim g W < dim g V* = dim g V.

Analoghe considerazioni si possono fare per I'applicazione ¥y : V' — W™ che associa al vettore v € V,
I'applicazione lineare w +— g(v, w). Dunque W4 : V — W™ & un omomorfismo iniettivo e, per lo stesso motivo,
si ha la disuguaglianza dim gV < dim g W™* = dim g W. Mettendo insieme le due disuguaglianze, si
conclude che dim gV = dim g W e quindi che ®5: W — V* e U, : V — W™ sono due isomorfismi.

Si pud facilmente verificare che i due isomorfismi sono I'uno il trasposto dell'altro; infatti, per ogni v € V e ogni
w € W,siha Wg(v)ow = g(v,w) =vo®g(w) =Py (v) ow;overo ¥y = P7.

Sara il prodotto scalare su R™, definito da (z,y) — ‘xy per z,y € R™, che dara
I'isomorfismo tra R™ e lo spazio duale che determina la struttura metrica dello spazio
euclideo, come si vedra nella seonda parte del corso.
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Cenni al prodotto tensoriale

Definizione

Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita su K e w € W, ( € V*. Si chiama
prodotto tensoriale tra il vettore w e la forma lineare ¢ |'applicazione lineare
w®¢:V — W, definita da v — w({ o v).
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Ortogonali. Applicazione lineare trasposta

Cenni al prodotto tensoriale

Definizione

Siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita su K e w € W, ( € V*. Si chiama
prodotto tensoriale tra il vettore w e la forma lineare ¢ |'applicazione lineare
w®¢:V — W, definita da v — w({ o v).

Osserviamo che

@ im (w® () C (w) e vale I'uguaglianza se ¢ # 0.

@ (O) Cker (w® () e vale I'uguaglianza se w # 0.

@ (wH+uw)@(=we(+w R(uwa+{)=wd(+twele
(aw) @ ¢ =a(w®¢) = w R (al), per ogni w,w’ € W, (,{' € V*, a€ K.

@ SeV={v1,...,vn} &basedi V, V* = {v],..., v} la corrispondente base
duale di V* e W = {wz1,...,wm} base di W, allora oy w (w; ® v}) = €(4, )
della base canonica di My, xn(K).

Indicato con W ® g V* il sottospazio di Homg (V, W) generato dai prodotti tensoriali
w®C¢, perw e Wel€V* siha Wk V*=Homg(V,W).
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k
Dunque, ogni elemento ¢ di Hom g (V, W) si scrive come ¢ = Z w; ® ¢;, per opportuni w; € W, ¢; € V*.
i=1
La scrittura non & unica e si ha
@ im¢ C (wq,...,wy) e vale 'uguaglianza se 1, . . ., sono linearmente indipendenti.
= 1 k guag| 1 k P
@ (¢1,..., Ck)L C ker ¢ e vale l'uguaglianza se wy, ..., wg sono linearmente indipendenti.

@ rk ¢ & il minimo k per cui ¢ si pud scrivere come somma di k prodotti tensoriali.
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k
Dunque, ogni elemento ¢ di Hom g (V, W) si scrive come ¢ = Z w; @ ¢;, per opportuni w; € W, ¢; € V*.
i=1
La scrittura non & unica e si ha
@ im¢ C (wq,...,wy) e vale 'uguaglianza se 1, . . ., sono linearmente indipendenti.
= 1 k guag| 1 k P
@ (¢1,..., Ck)L C ker ¢ e vale l'uguaglianza se wy, ..., wg sono linearmente indipendenti.

@ rk ¢ & il minimo k per cui ¢ si pud scrivere come somma di k prodotti tensoriali.

Esempio : Siano V = {v1,...,vp} e W ={wi,...,wm} basidiVeWeop:V — W di matrice
A= ay w(¢) = PQ, con

1 2 0 -2 1 0-1 1 0 O
0 0 1 3-10 0 0 1 0 12 0-2 1 0-1
A= 2 4-2-10 4 0-2 |, = 2-2 0|, Q:(o 01 3-1 0 0)
—-2-4 2 10-4 1 0 -2 2 1 000 0 0 1-2
0 0 2 6 -2 2-4 0 2 2

Dunque rk ¢ = rk A = 3. In particolare, Q ha le righe non nulle della matrice a scala ridotta, riga-equivalente ad
A, e le colonne di P sono le colonne di A corrispondenti ai pivot di Q. Le colonne di P sono quindi le coordinate
in base W dei vettori w1 = ¢(v1), uz = ¢(v3), us = ¢(vg). Le righe di Q sono le coordinate in base V*
delle forme lineari 1 = v} + 2v3 — 2v} + vi — v5, (2 = v3 + 3v] — v, (3 = v§ — 2v7, esi ha

¢ =u1 ®C +tu2®C2+u3 (3.

In particolare, le forme (1, ¢2, 3 sono la base di (ker <zb)L = (V/ker ¢)*, duale della base v1 + ker ¢,
v3 + ker ¢, vg + ker ¢ dello spazio quoziente V/ker ¢.
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