Due parole sulle matrici a blocchi

Molto spesso nel libro o nello svolgimento degli esercizi usiamo la notazione di scrivere le matrici a blocchi
e di operare con esse. Vorrei spendere qui due parole per descrivere il procedimento (e le operazioni associate)
in modo un po’ piu formale, sperando di aiutare qualcuno a togliersi dei dubbi o delle incomprensioni sulla
notazione.

Siano V' e W spauzi vettoriali di dimensione finita sul campo C' e siano date le decomposizioni V = V1 G V5,
W = W, @ Wy, per opportuni sottospazi Vi, Ve di Ve Wi, Wy di W, con n; = dimV; e m; = dimWj, per
i,7 in {1,2}. In corrispondenza alle decomposizioni possiamo considerare i vari endomorfismi di proiezione,
ovVVero
e 1 : V — V proiezione su Vi, parallelamente a V5;
e 1y : V — V proiezione su Vs, parallelamente a Vi;
e g1 : W — W, proiezione su Wi, parallelamente a Ws;
e g5 : W — W, proiezione su Wy, parallelamente a Wj.
Ricordiamo che si ha: w1 + 3 = idy e 01 + 02 = idw; e inoltre m; o™ = 71, M oMy = 0 = g 0 7y,
Ty 0 Ty = Ty e le analoghe per le o;.

Ad ogni omomorfismo ¢ € Home (V, W), possiamo associare gli omomorfismi ¢j; : V' — W, definiti
ponendo ¢;; = 0; © ¢ 0 m;; OVVEro
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al variare di ¢ e j in {1, 2}.

Si osservi che im¢;; C W; e che ¢;;(z) = 0 per ogni x € Vi, con k # i. Possiamo quindi identificare ¢,;
con la sua restrizione al sottospazio V; (se ¢j;v, = 0, allora ¢;; = 0) e pensare a ¢;; (0 la sua restrizione) come
ad un elemento di Home (V;, W;). In questo modo possiamo identificare Home (V;, W;) ad un sottospazio
di Home (V, W).

Si osservi che si ha

$11 + d12 + P21 + 22 = (01 + 02)¢m1 + (01 + 02) P2 = P(71 + 72) = ¢

e quindi che gli endomorfismi di proiezione Home (V, W) — Home (V, W), ¢ — ¢,;, per 4,5 € {1,2} danno
una decomposizione di Home (V, W) come somma diretta (fare la verifica completal), ovvero

Home (V, W) = Home (Vi, W1) @ Home (Vi, Wa) @ Home (Va, W1) @ Home (Va, Wa).

Andiamo a descrivere la cosa in termini di matrici e quindi fissiamo
e una base (ordinata) V; di Vi, una base (ordinata) Vo di V5, di modo che V = V; UV, sia una base
(ordinata) di V;
e una base (ordinata) W; di Wi, una base (ordinata) Ws di Wa, di modo che W = W; UW, sia una base
(ordinata) di W.
Se pensiamo a ¢9; come ad un omomorfismo di V' su W, la matrice ap y(¢21), di ordine (mq + ma) X
(n1 + ng2), ha le entrate nulle nei posti (4,7) se i« < my o j > ny (perché ha valore nullo sui vettori di base
non appartenenti a ) e il valore sui vettori di V; si scrive come combinazione dei vettori di Ws) ed & questo
che ce lo fa identificare con un omomorfismo V; — W ed indicare con ay, w, (¢21) la sottomatrice di ordine
mg X nq, corrispondente. Con queste identificazioni, possiamo scrivere

O‘V,W((b) _ (aV1;W1 (¢11) O‘Vz,Wl(¢12)>

N Y, Wy (¢21) Ay, W, (¢22)

e ricordare che la decomposizione si comporta bene rispetto alle operazioni di spazio vettoriale (somma e
prodotto per scalari).

Come funziona la composizione di omomorfismi rispetto a decomposizioni di questo tipo?



Agli spazi precedenti, aggiungiamo uno spazio vettoriale (decomposto in somma diretta), U = U; @ Us,
con le proiezioni 7; : U — U, i = 1,2; ed un omomorfismo, ¥ : U — V', a cui si associano i corrispondenti
i; =m; 0ot coni,jin {1,2}. Siha

P ot = (P11 + P12 + P21 + Pa2) © (Y11 + Y12 + Va1 + Pa2).

Osservando che

bni 0 Yjr, = opodomomo oty = b;;(dni ©Yik) (delta di Kronecker)

Gn1 0 Y1k + Gn2 0 Yop = op 0o (m +me) ooty = (oY),

si conclude che la composizione di omomorfismi si comporta in modo analogo al prodotto di matrici. Ovvero
che, quando si hanno decomposizioni a blocchi delle matrici che siano ‘compatibili’, si possono moltiplicare
le matrici tra loro operando ‘per blocchi’.

Chi vuole, puo facilmente generalizzare le considerazioni sin qui esposte al caso di decomposizioni piu
sofisticate, come V = Vi & - -@V,,, W = W1 B- - -&Ws (.. .eritrovare che le operazioni introdotte per le matrici
sono un caso particolare di questa notazione: quando, date le basi, V = {vy,...,v, }, e W={w1,...,wn },
si considerino le decomposizioni V = (v1) @ -+ @ (v,) e W = (w1) ® -+ - ® (wy,) ed 1 ¢;; sono elementi di C).



