Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova di accertamento del 3 novembre 2009 — Compito A

ESERCIZIO 1.

(a) Si determinino le soluzioni, z; e zy, dell’equazione 2% — (2 —1i)z+T7—1i = 0 e le si rappresentino sul piano
di Gauss.

(b) Si determinino i punti, wy e ws, che si ottengono da z e z per riflessione nella circonferenza unitaria.
Disegnare il quadrilatero di vertici z1, z2, w1, we e determinarne I’area.

(¢) Sia r la retta per z1 e zo e si consideri la funzione f(z) = w Si disegni nel piano di Gauss il

sottoinsieme f.(r).

Svolgimento.

L]
(a) Le radici dell’equazione sono z; =14 2i e zo = 1 — 3i.
\

/
(b) w1y =1/z1 = z1/5 e wy = 22/10. L’area del quadrilatero ¢ la differenza tra le aree

/.
dei due triangoli di vertici 0, 21, 22 € 0, w1, ws e quindi A = % |S(Z1 29 — wrws)| = ‘21—3. N\\
(c) Laretta & r: z+ 2 = 2. La funzione & f(z) = =2t (2 # 0) e la sua inversa )
¢ g(w) = 2. Dunque f.(r) = ¢*(r) = {w e C~\ {1} |20 +iw—iw—2=0};

ovvero la circonferenza di centro i/2 e raggio v/5/2 privata del punto w = 1.

— | r

22

ESERCIZIO 2. Nello spazio vettoriale R* si considerino i sottospazi

x1 +2x9 —x3 — 204 =0 1 1 -3
U : 1 —2x4 =0 . € W:<<_11>7<_11>7<_22>>
0 -1 -1 3

21’1 721’2 + x3 741’4 =

(a) Si esibisca una base e si scriva un sistema (minimale) di equazioni cartesiane per ciascuno dei due
sottospazi. Si verifichi se R* =U @ W.

(b) Detta & = {e1,...,e4} la base canonica di R?, si scriva la matrice A = ag g(m), ove m : R* = R?* ¢ Ia
proiezione su W parallelamente ad U.

(¢) Si calcoli AT.

Svolgimento. (a) Le tre equazioni sono dipendenti (ITT = 3IT — I) ed un sistema minimale si ottiene
prendendone 2 tra queste. Le soluzioni del sistema sono

{04

I tre vettori dati sono linearmente dipendenti (w; + 5ws + 2ws = 0) ed una base & quindi data dai primi due,
ovvero W = (wy,ws) ed & soluzione del sistema di equazioni (minimale)

W:{m1+$4:0.
I2+I3:O

SN = O

Unendo i due sistemi lineari, si conclude che UNW = (0) e quindi (per motivi di dimensione) che R* = UQW .
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2 ALESSANDRA BERTAPELLE e MAURIZIO CANDILERA

(b) La proiezione del vettore v € R* & quell’unico vettore, 7(v) = aw; + bws, tale che v — w(v) € U. Da cui
si deduce, per un generico elemento di R4,

T+ 229 — X3 — 224

a = 1 xr1—2x4
6 T2 1 2xo—x3

ovvero ™ = 3 .
T — 2£C2 + x3 + 2{E4 T3 3 —2xo+T3

b — 5 T4 —x14+2x4
Quindi
1 0 0 -2
ccem=3[ 0 2% S
’ 3 0o -2 1 0
-1 0 0 2
(c) A & la matrice di una proiezione, quindi A = A% = A7. O

ESERCIZIO 3. Sia Q[X]<4 lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a 4 a coefficienti in Q. Si
considerino i polinomi

Pi=14+X, P,=X+X? P3=X>+4+X* P=1+4+X% P=1-X+X?4+X%4
Siano vy = 1,v9 = X, v3 = X2, v4 = X3, 05 = X2

(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tale che ¢(v;) = P;, 1 < i <5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(b) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tale che ¢(P;) = v;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(c) Dire se esistono applicazioni lineari ¢ : Q[X]<s — Q[X]<4 tali che ¢p(P1) = ¢(P) = 0, ¢(Ps) = P,
d(Py) = Pa, ¢(Ps) = Py + P ed in caso affermativo descriverle tutte, ad esempio tramite la matrice
associata all’applicazione rispetto alla base canonica.

Svolgimento. (a) L'insieme V = {v1,...,v5} € la base canonica di Q[X]<4 e quindi esiste un’unica applica-
zione lineare, ¢, che soddisfi alla condizione posta ed ha matrice
100 1 1
110 0 -1
Ozv,y((b) = 00 1 0 1
01 01 0
0 01 0 1

Siha P, — P3 — P4+ Ps = 0; quindi im¢ = (P,..., Py) = (v1, V2, 04,03 + v5) € ker¢p = (vg — v — vg4 + vs).
(b) Ivettori Py, ..., Ps sono linearmente dipendenti perché P, — P;— P+ P; = 0. Dunque, ogni applicazione
lineare li mandera in vettori che soddisfano alla stessa relazione lineare. Quindi non & possibile mandarli in
una base di Q[X]<4.

(c) Dalle condizioni date si ricava ¢(P2) —¢(Ps) —¢(Ps)+¢(Ps) = 0 e quindi esistono infinite applicazioni che
soddisfano alla condizione data; esse sono univocamente determinate dalle condizioni date sul sottospazio
(Py, P2, P53, P;) e possono essere definite in modo arbitrario su un complementare di tale sottospazio. Il
sottospazio (v5) € un complementare di (P, Py, P3, Py) e si ha

200 =P, —Po+ Py, 202=P+P,— Py, 204=—-Pi+P,+ Py, e wv3=P;—uvs.

Quindi le applicazioni cercate hanno tutte matrici del tipo

0 0 1l—a 0 a
1/2 —-1/2 1-b 1/2 b
ayy(@)=1 0 0 —c 0 ¢
1/2 -1/2 —d 1/2 d
0 0 —e 0 e

al variare di (a,b,c,d, e) € Q°. a



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 3 novembre 2009 — Compito B

ESERCIZIO 1.

(a) Si determinino le soluzioni, z1 e z2, dell’equazione 2% 4+ (1 — 2i)z — 7 — i = 0 e le si rappresentino sul
piano di Gauss.

(b) Si determinino i punti, w; e wa, che si ottengono da z; e zy per riflessione nella circonferenza unitaria.
Disegnare il quadrilatero di vertici z1, 22, w1, we e determinarne I'area.

(c) Sia r la retta per z; e z2 e si consideri la funzione f(z) = @ Si disegni nel piano di Gauss il
sottoinsieme f, (7).

ESERCIZIO 2. Nello spazio vettoriale R* si considerino i sottospazi

201 —x9 —2x3+ x4 =0 -1 1 3
1 1 -3
U: 21’171‘2:0 . ’ W<<1>’<1>’<2>>
4ry — 229 + 223 — x4 =0 -1 1 -2
(a) Si esibisca una base e si scriva un sistema (minimale) di equazioni cartesiane per ciascuno dei due
sottospazi. Si verifichi se R* = U @ W.
(b) Detta & = {e1,...,e4} la base canonica di R?, si scriva la matrice A = ag g(m), ove 7 : R* - R* ¢ la

proiezione su W parallelamente ad U.
(¢) Si calcoli A”.

ESERCIZIO 3. Sia Q[X]<4 lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a 4 a coeflicienti in Q. Si
considerino i polinomi

P=14+X* P=1+X% P=X+X? P=X’+X* P=-1+X+X>+X"

Siano vy = 1,v0 = X,v3 = X2, 04 = X3, 05 = X%

(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tale che ¢(v;) = P;, 1 <1i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(b) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<14 — Q[X]<4 tale che ¢(P;) = v;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(c) Dire se esistono applicazioni lineari ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tali che ¢p(P1) = ¢(Ps) = 0, ¢(Ps) = P,
¢(Py) = Py, ¢(Ps) = Py + P ed in caso affermativo descriverle tutte, ad esempio tramite la matrice
associata all’applicazione rispetto alla base canonica.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 3 novembre 2009 — Compito C

ESERCIZIO 1.

(a) Si determinino le soluzioni, z; e 23, dell’equazione 22+ (2+14)z +7+1i = 0 e le si rappresentino sul piano
di Gauss.

(b) Si determinino i punti, w; e wa, che si ottengono da z; e zy per riflessione nella circonferenza unitaria.
Disegnare il quadrilatero di vertici z1, 22, w1, we e determinarne I'area.

(c¢) Sia r la retta per z; e z2 e si consideri la funzione f(z) = @ Si disegni nel piano di Gauss il
sottoinsieme f, (7).

ESERCIZIO 2. Nello spazio vettoriale R* si considerino i sottospazi

T+ 229 —x3 — 224 =0 -1 1 _2
-1 -1 3
[T e ()
x1 —4xs + 2203 — 224 =0 1 -1 2
(a) Si esibisca una base e si scriva un sistema (minimale) di equazioni cartesiane per ciascuno dei due
sottospazi. Si verifichi se R* = U @ W.
(b) Detta & = {e1,...,e4} la base canonica di R?, si scriva la matrice A = ag g(m), ove 7 : R* — R* ¢ la

proiezione su W parallelamente ad U.
(¢) Si calcoli A°.

ESERCIZIO 3. Sia Q[X]<4 lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a 4 a coeflicienti in Q. Si
considerino i polinomi

P=X4+X* P=X+X* P=1+X% P=X+X3 P=1+X>4+X>—X"*

Siano v; = 1,v5 = X,v3 = X2, 04 = X3,v5 = X%

(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tale che ¢(v;) = P;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(b) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<1s — Q[X]<4 tale che ¢(P;) = v;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(c) Dire se esistono applicazioni lineari ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tali che ¢p(P1) = ¢(Ps) = 0, ¢(Ps) = P,
¢(Py) = Py, ¢(Ps) = Py + P ed in caso affermativo descriverle tutte, ad esempio tramite la matrice
associata all’applicazione rispetto alla base canonica.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 3 novembre 2009 — Compito D

ESERCIZIO 1.

(a) Si determinino le soluzioni, z1 e z2, dell’equazione 2% + (1 + 2i)z — 7 +4 = 0 e le si rappresentino sul
piano di Gauss.

(b) Si determinino i punti, w; e wa, che si ottengono da z; e zy per riflessione nella circonferenza unitaria.
Disegnare il quadrilatero di vertici z1, 22, w1, we e determinarne I'area.

(c) Sia r la retta per z; e z2 e si consideri la funzione f(z) = @ Si disegni nel piano di Gauss il
sottoinsieme f, (7).

ESERCIZIO 2. Nello spazio vettoriale R* si considerino i sottospazi

201 —x9 — 223+ 24 =0 1 —1 2
—1 1 -2
o e (NS 6l
2r1 — x9 +4x3 — 214 =0 1 1 -3
(a) Si esibisca una base e si scriva un sistema (minimale) di equazioni cartesiane per ciascuno dei due
sottospazi. Si verifichi se R* = U @ W.
(b) Detta & = {e1,...,e4} la base canonica di R?, si scriva la matrice A = ag g(m), ove 7 : R* — R* ¢ la

proiezione su W parallelamente ad U.
(¢) Si calcoli A°.

ESERCIZIO 3. Sia Q[X]<4 lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a 4 a coeflicienti in Q. Si
considerino i polinomi

P=X4+X% P=1+X% P=X+X' P=1+X? P =X+X>-X>4+X"*

Siano v; = 1,v5 = X,v3 = X2, 04 = X3,v5 = X%

(a) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tale che ¢(v;) = P;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(b) Dire se esiste un’applicazione lineare ¢ : Q[X]<1s — Q[X]<4 tale che ¢(P;) = v;, 1 < i < 5, e in caso
affermativo scriverne la matrice rispetto alla base canonica e calcolarne nucleo e immagine.

(c) Dire se esistono applicazioni lineari ¢ : Q[X]<4 — Q[X]<4 tali che ¢p(P1) = ¢(Ps) = 0, ¢(Ps) = P,
¢(Py) = Py, ¢(Ps) = Py + P ed in caso affermativo descriverle tutte, ad esempio tramite la matrice
associata all’applicazione rispetto alla base canonica.






Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova di accertamento del 9 dicembre 2009

ESERCIZIO 1. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v4} (risp.
W = {wy,...,ws}) una base di V (risp. W ).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V. — W, che soddisfi alle condizioni

©(2v1 + v2) = p(v3 —v4) = Wy + we — 2ws
©(2v1 + 209) = p(vs — 204) = 2ws.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, ay (), di tutte le applicazioni lineari soddisfacenti a tali
condizioni.

(b) Per ogni applicazione, ¢, del punto precedente si determinino i sottospazi kery, ime, ed i sottospazi a
loro ortogonali contenuti nei rispettivi spazi duali di V' e W, scrivendo delle basi per ciascuno di questi
sottospazi.

Se una tale ¢ non esiste, si scrivano delle basi per i sottospazi (2v1 + va, v3 — v4>L, (w1 + wg — 2ws, 2w2>L,
(201 + 2vg,v3 — 2v4>J‘, (2w — dws, wy +wy + w3>J'
(¢) Per ogni applicazione, ¢, del punto (a) si determinino le matrici cyy- w+(€), ove

Ee{& e Hompy(W*, W*) |¢p*0€=0},

©* : W* — V* & I'applicazione trasposta e V* = {v},...,vj}, W* = {w},...,wi} sono le basi duali
delle basi date.

Se una tale ¢ non esiste, si scrivano le matrici ay« yw~(€) delle applicazioni lineari, £ : V* — W*, tali
che

£((201 4 g, v3 — v4)) C (w1 + wy — 2ws, 2wa)
£((2v1 + 2v9,v3 — 2v4>J‘) C (2w — 4wz, w1 + we + w3>J‘

Svolgimento. (a) ¢ esiste ed & unica perché i vettori 2v1 + va, 201 + 202, vz — 204, v3 — v4 sono una base di
V e siha
1 -1 2 1
A= Ozv)w(tp) = 0 1 0 -1
-2 2 -4 -2

(b) kerp = (v2 + v4, 201 — v3), imep = (w2, w1 — 2w3), (kerp)™ = (v5 — vj, v} + 203), (imp) " = (2w] +w3).

(c) Le applicazioni, £ : W* — W*, cercate sono caratterizzate dalla condizione im¢ C ker (p*) = (imp)=.

200 020 002
Quindi le matrici cercate appartengono al sottospazio < (0 0 0) , (0 0 0) , (0 00 ) > ([l
100 010 001

ESERCIZIO 2. Si considerino i sistemi lineari

X —Xo+ (2t —1)Xy— (2t — 1) X5 =22 -t +1

(2t + )Xo +tX3+ (1 -26)Xy — (1 - 26)X5 = —t — 1
tX) — Xo —tXs+ (2t —1)Xy — (1 —2) X5 =22 — 2t + 1
(2t + 1) Xy + (2t — 1) X5 = —2¢

al variare dit € R.
(a) Si determinino i ranghi del sistema ¥, al variare di t in R.
(b) Si determinino le soluzioni del sistema Y, al variare di t in R.
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8 ALESSANDRA BERTAPELLE e MAURIZIO CANDILERA

Svolgimento. La matrice completa del sistema &

t -1 0 2t—1 1-2t | 2t2—t+1
0 2t+1 t 1-2t 2t—1 | —t—1
t -1 —t 2t—1 2t—1 | 22-2t+1
0 2t+1 0 0 2t—1 | —2t
che e riga-equivalente a
t -1 0 2t—1 1-2t | 22—-¢t+1
IV]10 2t+1 0 0 21 | —2t
Ir—-r1o o -t 0 22t—-1) | —t
IT-1V\0 0 t 1-2t 0 | t—1
t -1 0 2t—1 1-2t | 22—t+1
0 2t+1 0 0 2t —1 | —2t
0o 0 -t 0 202-1) | —t
IV+IIT\0O 0 0 1-2t 22t—1) | -1

Se t ¢ {—1/2,0,1/2}, le matrici (completa ed incompleta) del sistema hanno entrambe rango 4 e quindi vi
€ una sottovarieta lineare di soluzioni di dimensione 1, uguale a

2t—1— —2(t+1)(2t—1)
_ 2t —t(2t—1)
S, = Ehh + 2(2t—1)(2t+1)
. 2t(2t+1)
0 t(2t+1)
Sia ora t = —%. La matrice completa ¢
-3 -1 0 -2 2 | 2 -3 -1 0 -2 2 | 2
0 0 0 0 =2 | 1| IHIf o 0 5 0 —4 | 3
o 0 5+ 0 -4 | 3 wi{o o0 0 2 -4 | -1
0 0 0 2 -4 | -1 7 \o o0 0 0 -2 | 1

I ranghi sono ancora entrambi uguali a 4 e le soluzioni formano la sottovarieta lineare di dimensione 1

0
0 -1
S_1p=| 31|+ 0
- 0
0

=l Qo

Sia ora t = 0. La matrice completa ¢

0 -1 0 -1 1 | 1 II/0 100 -1 | 0
01 0 0 -1 1] 0 wlooo01 -2 | -1
o0 0 0 21 0]~ 0000 —2 1] 0
o 0 0 1 -2 | -1 I+II—III4+IV\0O 0 0 0 0 | 0



Geometria 1 (parte I) — Compitino del 9 dicembre 2009 9

I ranghi sono entrambi uguali a 3 e le soluzioni formano la sottovarieta lineare di dimensione 2

0 1 0
0 0 0
So=1| o | + of|,]1
-1 0 0
0 0 0
Infine, sia t = % La matrice completa e
i -1 0 00| 1
0 2 0 00 | -1
1 1 )
0 0 -5 0 0 | —3
0 0 0 0 0 | -1
che ha rango 4, mentre la matrice incompleta ha rango 3. Non vi sono quindi soluzioni al sistema. O

ESERCIZIO 3. Sia n un intero maggiore o uguale a 2 e si considerino le matrici S,, € M, (C), definite da

[n/2] [n/2]
—az (n—j+1,%) +bz ([n/2] = j+1,5)+¢ ) eln—j+1,[(n+1)/2] + ),
Jj=1

ove gli scalari a, b,c appartengono a C, {&(i,7) |1 <i,j <n}, & la base canonica di M, (C) e [z] indica la
parte intera del numero reale x, ovvero, [z] € Z e [z] < z < [z] + 1.

(a) Siscrivano le matrici e si calcoli il determinante di Sz, Sjy.

(b) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di S5 e Sg.

(¢) Siscriva e si dimostri una formula generale per det Sy, al variare di n.

(d) ) Si calcoli S?. Sia X un’indeterminata e si calcoli il polinomio det(X1,, — S2).

Svolgimento. (a) Si ha det S3 = a(bc — a?) e det Sy = (be — a?)?.
(b) Si ha det S5 = a(bc — a?)? e det Sg = (bc — a?)3.
(¢) Con operazioni di scambio di righe e di colonne si puo portare la matrice S,, nella forma (a blocchi)

Sn—2 0 0
0 b a
0 a ¢

Il numero di scambi necessari &€ un numero pari (come si verifica?) e quindi si ha la relazione ricorsiva
det S,, = (bc — a?)det S,,_» da cui si ottiene la formula chiusa

det S,, = al(nt1)/2]=[n/2] (be — a?)[n/Q].

(d) Siha
[n/2] (n/2]
S2=(a®+0%) Y e(i,g) + (a®+ ) > e((™52] +4, [ +4)+
j=1 j=1
[n/2]

+ (ab + ac) Ze (%) + 4, ) +e(d, [ ] + )+

1 1
+ (%54 - [5] ) [231]).
Per calcolare il determinante di X1,, — S?2 si pud usare una relazwne ricorsiva simile a quella descritta nel
punto precedente e si ottiene

[n/2]
det(X1, — S2) = (X — ¢?)ln+1)/2=[n/2] <(X —a> - b*)(X —a*+c?) — (ab+ ac)2> .
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Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 16 dicembre 2009 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? —1 € C[X].

(a) Si determinino e si disegnino sul piano di Gauss le radici del polinomio P(X).

(b) Sideterminino le equazioni delle rette che contengono due radici distinte del polinomio P(X) e si scrivano
le equazioni nella forma az+aZ+c=0cona € CeceR.

(¢) Si determinino le immagini delle rette del punto precedente nella riflessione rispetto al cerchio unitario
e le si disegnino nel piano di Gauss.

Svolgimento. (a) Le radici sono z1 =1, 29 = f% + i?, 23 = f% - z§

(b) z1Vzg: (1—iV3)z+(1+iv3)2—2=0. z;Vzz: (1+iV3)z+(1—iv3)2—2=0. 2pVz3: 2+2+1=0.

(c) Si hanno delle circonferenze per l'origine. % : ’z — Lz‘/g‘ =1,%: ’z — 1_;7‘/5‘ =1;,%:|z+1] =1
O

ESERCIZIO 2. Siano V' e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia ¥V = {v1,...,v4} (risp.
W = {wy,...,w3}) una base di V (risp. W ).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V. — W, che soddisfi alle condizioni

©(2v1 — v3) = @(vy — 3vg) = 2w1 — w3
p(3v1 — v3) = p(vy — 2v4) = w1 + wo.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, oy (), e si determinino i sottospazi kery e ime per tutte
le applicazioni lineari soddisfacenti a tali condizioni.
(b) Sia A = ay,w(p) la matrice di un’applicazione, ¢, del punto precedente. Si determinino due matrici

invertibili, Py e Qq, tali che PyAQq = (1(; g), ove r = rke.

(¢) ) Fissati A e Py come nel punto precedente, si determinino tutte le matrici, Q, tali che PyAQ = (lor 8),

E vero che le matrici Q dipendono dalla scelta di Py? In che modo?

Svolgimento. (a) 1 vettori 2v; — v3, vy — 3vg, 3v1 — v3, v2 — 2v4 formano una base di V, quindi esiste un
unico omomorfismo soddisfacente alle condizioni date. Si ha

—1-1-4-1
A:Oévy\}(g{)): ( 1 3 2 1 )
12 3 1
ker = (21 — vg — v3 + 3vy, U1 — Vg — U3 + 204), iIMmp = (2w — w3, w1 + wa),
(b) I vettori v; e va completano la base data di kery ad una base, V' = {v1,v9,2v] — vy — v3 + 304,301 —
vy —v3 + 2v4}, di V' e possiamo prendere Qo = o y(id). Possiamo completare ¢(v1) e ¢(v2) ad una base
W' = {—w; + wy + w3, —w;y + 3ws + 2ws3,w; } di W, e prendere Py = ayy wr (id) = apnr w(id)~t. Si ha

(1) (1) —21 —31 0-23

Qo=140-11 © PO:<?11_21>
00 3 2

e PhAQo = aw w (id)ay, w(p)ay v(id) = av w () = (102 8)'

(c) Fissati A e Py, posso sommare a (o una qualsiasi matrice avente le colonne in ker ¢ senza modificare il

prodotto. Indicato con # = {£ € Homg (V,V) |imé& C kery }, le matrici cercate sono tutte e sole quelle in

{Qo+oavy(§) [§€ 2}
Al variare di Py le matrici () hanno ancora la forma descritta sopra, purché si vari opportunamente la
matrice Qp. Le ultime due colonne di @y devono essere le coordinate (nella base V) di una base di ker,

11



12 ALESSANDRA BERTAPELLE e MAURIZIO CANDILERA

indipendentemente dalla scelta di Py, mentre le prime due colonne devono essere scelte, rispettivamente,
nella controimmagine tramite ¢ dei vettori rappresentati dalle prime due colonne di P(;1 (nella base W).

O
ESERCIZIO 3. Sia V uno spazio vettoriale reale e V = {v1,...,v4} una sua base. Si considerino i
sottospazi
1+ 223 =0
U= (v +vs+vsg,vg + 204,201 —vg +2v3), € W:Q z14+a3—24=0.
x3+x4 =0

(a) Si determini una base per ciascuno dei due sottospazi U e W e per i loro ortogonali in V*.

(b) Si verifichi che V. =U @ W e si determini la matrice della proiezione w : V' — V su U parallelamente a
w.

(c) Si dica se V* = Ut @ W+. In tal caso si dica quali relazioni ci sono tra I’applicazione trasposta
m* : V* — V* e le proiezioni relative a quella decomposizione di V*.

Svolgimento. (a) Si ha 2v1 — vg + 2v3 = 2(v1 + v3 + v4) — (v2 + 2v4) e quindi {v; + v3 + v4,v2 + 204} & una
base di U. Il sistema lineare ha rango 2 e una base dello spazio, W, delle soluzioni & {2v; — v3 + v4,v2}.

Sia V* = {v7,...,v}}labase dualedi V*. Siha Ut = (vi — v}, 205 + v} —v}) e W = (v} + 205,03 + v}).
(b) I quattro vettori vy 4 v3 4 v4, V2 + 2v4, 21 — v3 + v4, V2 sONO linearmente indipendenti e percio sono una
base di V, da cui discende che V =U @& W. Si ha

2040
—20-13
aV’V(W):(ls<2 04 o)'
20 2 6
(c¢) Naturalmente V* = U+ @ W+ (ad esempio, perché Ut N W+ = (U 4+ W)t = (0) e U+ + W+

(UNW)L = V*). e la trasposta di una proiezione & ancora una proiezione (7* o 7* = (m o 7)* = 7*).
sufficiente ricordare chi sono nucleo ed immagine di 7* per concludere.

O =l

ESERCIZIO 4. Sia n un intero maggiore o uguale a 3 e si considerino le matrici B,, € M,,(Q), definite da

[(n+1)/2]-1 n—i

n n

=a) e(Gi)+bY e(n—j+1,j)+c Z > ( e(i,j) +e(n—i+1, J))
Jj=1 j=1 Jj=i+1

ove gli scalari a,b, c appartengono a Q, {£(i,7) |1 <4,j <n}, & la base canonica di M, (Q) e [x] indica la

parte intera del numero reale x, ovvero, [x] € Z e [z] < z < [z] + 1.

(a) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di Bs, By.

(b) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di By e Bg.

(¢) Siscriva e si dimostri una formula generale per det B,,, al variare di n.

(d) *) Si determini il rango di 'B,, — B,, in funzione dell'intero n > 3.

Svolgimento. (a) Si ha det By = (a + b)(a? — b?) e det By = (a? — b?)2.

(b) Si ha det By = (a + b)(a® — b*)? e det Bg = (a® — b?)3.

(¢) Scambiando 'ultima riga di B,, con le precedenti fino a portarla al secondo posto e facendo lo stesso con

le colonne di B,, si ottiene una matrice che ha lo stesso determinante di B,, e della forma (a blocchi)

ab =*
ba x* .
00 Bp—2

Quindi si ha la relazione ricorsiva det B,, = (a® — b?) det B,,_» da cui si ottiene (per induzione) la formula

chiusa
det B,, = (a + b)[("+1)/2]—[n/2] (a2 _ b2)[n/2]

(d) Tl rango & 2 [2H]. (... perché?) O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 16 dicembre 2009 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X® +1 € C[X].

(a) Si determinino e si disegnino sul piano di Gauss le radici del polinomio P(X).

(b) Sideterminino le equazioni delle rette che contengono due radici distinte del polinomio P(X) e si scrivano
le equazioni nella forma az +azZ+c=0cona € CeceR.

(¢) Si determinino le immagini delle rette del punto precedente nella riflessione rispetto al cerchio unitario
e le si disegnino nel piano di Gauss.

Svolgimento. (a) Le radici sono z1 = —1, 2o = 1 + i@, z3 =3 — i

(b) z1Vza: (14+iv3)z2+(1—iv3)2+2=0. 21Vz3: (1—ivV3)z+(14+iv3)2+2=0. zpVzz: 2+2—1=0.
— 7712“/5 =1;%>: ‘z— 771’;‘5‘ =1%:]z—1=1.
]

o

(c) Sihanno delle circonferenze per 'origine. %7 : ’z

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e siaV = {v1,...,v4} (risp.
W = {wy,...,ws}) una base di V (risp. W ).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V. — W, che soddisfi alle condizioni

©(3v; —v3) = p(ve + 3vg) = 2wy + ws
©(2v1 — v3) = (v + 2v4) = w1 — wo.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, oy yw (), e si determinino i sottospazi kerg e ime per tutte

le applicazioni lineari soddisfacenti a tali condizioni.
(b) Sia A = aypw(p) la matrice di un’applicazione, p, del punto precedente. Si determinino due matrici

invertibili, Py e Qq, tali che PyAQy = (10" 8), ove r = rkey.
(c) (*) Fissati A e Py come nel punto precedente, si determinino tutte le matrici, Q, tali che PyAQ = (1(; 8).
E vero che le matrici Q@ dipendono dalla scelta di Py? In che modo?

Svolgimento. (a) 1 vettori 3vy — vs, va = 3vy, 201 — v3, v2 + 2v4 formano una base di V', quindi esiste un
unico omomorfismo soddisfacente alle condizioni date. Si ha

1-111
A=oayw(p) = <1 -33 1) .
1-221
kerp = (3v1 — vg — v3 — 34,201 — Vo — V3 — 204), iImp = 2wy + w3, w1 — wa),

(b) 1 vettori vy e vy completano la base data di kerp ad una base, V' = {v1,v2,3v; — v — v3 — 3vg,20; —
vg — vz — 204}, di V' e possiamo prendere Qg = ayr y(id). Possiamo completare ¢(v1) e ¢(v2) ad una base
W' = {w; + ws + w3, —w; — 3wy — 2wz, w; } di W, e prendere Py = aw wr (id) = ayr w(id)~t. Si ha

10 3 2
01—-1-1 0-23
Qo=1{ 9011 e Php=(o0-11
11 -2

00 -3 -2

e PyAQo = ay v (id) oy () o v (id) = anr () = (102 8)

(c) Fissati A e Py, posso sommare a ()p una qualsiasi matrice avente le colonne in ker ¢ senza modificare il
prodotto. Indicato con % = {£ € Homg (V,V) |imé& C kery }, le matrici cercate sono tutte e sole quelle in

{Qo+avy(§)|§ex }.

13



14 ALESSANDRA BERTAPELLE e MAURIZIO CANDILERA

Al variare di Py le matrici ) hanno ancora la forma descritta sopra, purché si vari opportunamente la
matrice Q. Le ultime due colonne di Qo devono essere le coordinate (nella base V) di una base di kery,
indipendentemente dalla scelta di Py, mentre le prime due colonne devono essere scelte, rispettivamente,
nella controimmagine tramite ¢ dei vettori rappresentati dalle prime due colonne di Py (nella base W).

O
ESERCIZIO 3. Sia V uno spazio vettoriale reale e V = {v1,...,v4} una sua base. Si considerino i
sottospazi
2:132 + x4 = 0
U= (v + vy +v4,2v01 +v3,209 —v3+2v4), € W:Q z1—29—24=0.
x1+x0=0

(a) Si determini una base per ciascuno dei due sottospazi U e W e per i loro ortogonali in V*.

(b) Si verifichi che V.=U @ W e si determini la matrice della proiezione w : V. — V su U parallelamente a
w.

(¢) Si dica se V* = Ut @ WL, In tal caso si dica quali relazioni ci sono tra I'applicazione trasposta
7 V* — V* e le proiezioni relative a quella decomposizione di V*.

Svolgimento. (a) Siha 2vy — vz + 2v4 = 2(v1 + v2 + v4) — (201 + v3) e quindi {v] + vo + v4, 201 + v3} € una
base di U. Il sistema lineare ha rango 2 e una base dello spazio, W, delle soluzioni & {v; — vy + 2v4,v3}.

Sia V* = {v},...,v}} labase dualedi V*. Siha Ut = (vi — v}, v} —vi — 203) e W = (v + v3, 205 + v}).
(b) T quattro vettori vy 4 vg + v4, 201 + v3,v1 — v + 204, v3 sono linearmente indipendenti e percid sono una
base di V, da cui discende che V =U & W. Si ha

62 0—2
ayy(m) = é (g f1 8 22) ’
0402
(c) Naturalmente V* = UL @ W+ (ad esempio, perché Ut N W+ = (U + W)+ = (0) e U+ + W
(UN W)+ = V*). e la trasposta di una proiezione & ancora una proiezione (7* o 7% = (7 o m)* = 7).
sufficiente ricordare chi sono nucleo ed immagine di 7* per concludere.

O =

ESERCIZIO 4. Sia n un intero maggiore o uguale a 3 e si considerino le matrici C,, € M,,(Q), definite da

:aZes(j,j)—b Z Z

[(n+1)/2]-1 n—i <
j=1 Jj=t1+1

n

)+e(f,n—i+ )) +ch(n—j+1,j)

j=1
ove gli scalari a,b, c appartengono a Q, {e(i,j) |1 <4,j <n }, éla base canonica di M,(Q) e [z] indica la
parte intera del numero reale x, ovvero, [x] € 7Z e [z] < z < [z] + 1.
(a) Siscrivano le matrici e si calcoli il determinante di C3, Cy.
(b) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di Cs e Cg.
(¢) Siscriva e si dimostri una formula generale per det Cy,, al variare di n.
(d) *) Si determini il rango di 'C,, — C,, in funzione dell’intero n > 3.

Svolgimento. (a) Si ha det C3 = (a + c)(a® — ¢?) e det Cy = (a? — ¢?)2.

(b) Siha detCs = (a+ c)(a? — ¢?)? e det Cg = (a? — ¢?)3.

(¢) Scambiando 'ultima riga di C,, con le precedenti fino a portarla al secondo posto e facendo lo stesso con
le colonne di C), si ottiene una matrice che ha lo stesso determinante di C,, e della forma (a blocchi)

ac O
ca 0 .
* ok Cp_g

Quindi si ha la relazione ricorsiva det C,, = (a? — ¢?)det C,,_5 da cui si ottiene (per induzione) la formula

chiusa
det C,, = (a + C)[(n+1)/2]f[n/2] (a2 _ 62)[n/2]_

(d) Il rango & 2 [2FL]. (... perché?) O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 8 gennaio 2010 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = (2X + 1 +iv/3)(X? — (1 +i)X +1i) € C[X].

(a) Si determinino e si disegnino sul piano di Gauss le radici del polinomio P(X).

(b) Si determinino le lunghezze dei lati e Iarea del triangolo avente come vertici le tre radici del polinomio
P(X).

(¢) Si determini 'immagine della retta contenente il lato piti lungo del triangolo nella riflessione rispetto al
cerchio unitario e la si disegni nel piano di Gauss.

Svolgimento. (a) I tre punti sono 21 =1, 29 =i, 23 = —%7 e stanno tutti sulla circonferenza unitaria.

(b) Le distanze sono |29 — 21| = V2, |23 — 21| = V3 e |22 — 23] = V2 + /3, che ¢ la maggiore. L’area ¢

A=33((m — 215 — ) = 2.

(c) La retta contenente z; e z3 ha equazione, ((v/3+2) +14)z + ((v/342) —i)zZ +2 = 0. La sua trasformata
(V3+2)-i | _ V2 4+ /3, privata del

nell’inversione rispetto alla circonferenza unitaria € la circonferenza ‘z 4
punto z = 0. ]

2

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v4} (risp.
W ={w,...,ws}) una base di V (risp. W ).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V- — W, che soddisfi alle condizioni

o(v1 — 2v2) = (3vg — v4) = w1 — wo

p(v1 +v4) = (20 + 3v3) = we — ws.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, oy (), di tutte le applicazioni lineari soddisfacenti a tali
condizioni. Si tratta di una sottovarieta lineare di A(Homg (V,W))? Se si, di quale dimensione?

(b) Si determinino i sottospazi kery e imy. per tutte le applicazioni soddisfacenti alle condizioni del punto
precedente e si dia una condizione necessaria e sufficiente sulle entrate della matrice oy w () affinché il
rango sia massimo.

Svolgimento. (a) Si ha

0 -1/2 1/3 0 6a 3a —2a —6a
A= aV,W((P) = 1 1 —1/3 0 + 6b 3b —2b —6b
-1 -1/2 0 0 6c 3¢ —2¢ —6¢

a

al variare di (b> € Q3. Si ha quindi una sottovarieta lineare di dimensione 3.
(&

(b) ime = (w; — wa, ws — w3) se P(vy) € (W — wa, ws — w3), ovvero se a + b+ ¢ = 0. Altrimenti rkp =3
ed imp = Q3.

keryp = (v — 2v9 — 3vg + v4) se il rango & massimo, altrimenti, ¢(v4) = —a(wy — wa) + c(we — w3) =
—ap(vy — 2vg) + cp(v1 + v4) e quindi kerp = (v; — 2vy — 3vs + v4, (@ — ¢)v1 — 2avy + (1 — c)vy). O

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore di 4

esia B={1,X,X?% X?} la sua base canonica.

(a) Si consideri I'applicazione ¢ : P(X) — 2XP"(X) + (X —1)P'(X) — P(X). Si verifichi che si tratta di
un endomorfismo di V, si scriva la matrice A = ap g(¢) e si determinino ker¢ ed im¢. E vero che in
im¢ vi sono polinomi di ogni grado minore di 47

(b) Si verifichi che, per ogni numero reale, ¢, I'applicazione v, : P(X) — P(c) & un elemento di V*. E vero
che N* = {1y, v1,v2,v3} & una base di V*.

15



16 ALESSANDRA BERTAPELLE e MAURIZIO CANDILERA
(¢) Se N* & base di V*, si scriva la matrice di cambiamento di base an- p+(id), ove B* é la base duale di
B e si dica qual é la base duale, N, di V. Si scriva ayr g(id).

Svolgimento. (a) Il polinomio ¢(P(X) ha grado minore o uguale al grado di P(X) e quindi 'immagine
dei vettori di V' & contenuta in V. Si tratta di un’applicazione lineare perché la derivazione e la molti-

—1-100
plicazione per un polinomio costante sono applicazioni lineari. A = < 8 8 1 g), kerp = (1—X) ed
0 002

im¢ = <1, X2 4+2X,2X3 + 9X2>, che non contiene polinomi di grado 1.

(b) Qualunque sia ¢ € R, v, & un’applicazione lineare (per la definizione di somma e prodotto tra funzioni
polinomiali). Sia B* = {do,...,03} la base duale della base canonica di V. Allora, per ogni valore di
¢, si ha v, = ijo VC(Xj)éj. Quindi le coordinate dei vettori v, vy, vs,v3 sono le colonne della matrice

0149

1111
B = (O 123 ) che ¢ invertibile (cf. ad es. il determinante di Vandermonde).
01827

1 0 0 0
. . . _ —11/6 3 —3/2 1/3

(¢) an~p~(id) = B; quindi ay 5(id) = 'B 1=< ) ~5/2 ) _1//2>- U
—1/6 1/2 —1/2 1/6

ESERCIZIO 4. Sia n un intero maggiore o uguale a 3 e si considerino le matrici T,, € M, (Q), definite da
n—1 n
To=bY e(i+1,4)+c> eln—j+1,7),
j=1 j=1

ove gli scalari b, ¢ appartengono a Q e {e(i,5) |1 <4,j <n } & la base canonica di M,(Q).
(a) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di Ty, Ts e Tg.
(b) Si scriva e si dimostri una formula generale per detT,,, al variare di n.

Svolgimento. Si ha det To, = —c(b+ ¢)(b? — c)* e det Top 41 = c(b? — 2)*.
Ovvero det Ty, = (—1)""te(b 4 ¢)t=+2/21(p2 — 2)["/2] per ogni valore di n > 3. O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 8 gennaio 2010 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = (2X — 1 —iv/3)(X? + (1 4+4)X +1i) € C[X].

(a) Si determinino e si disegnino sul piano di Gauss le radici del polinomio P(X).

(b) Si determinino le lunghezze dei lati e I’area del triangolo avente come vertici le tre radici del polinomio
P(X).

(¢) Si determini 'immagine della retta contenente il lato piti lungo del triangolo nella riflessione rispetto al
cerchio unitario e la si disegni nel piano di Gauss.

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v4} (risp.
W = {wy,...,ws}) una base di V' (risp. W).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V' — W che soddisfi alle condizioni

p(vs — 2v4) = ©(3vy — v1) = wy — w3
o(v1 +v3) = p(3ve + 2v4) = w3 — w1.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, ay (), di tutte le applicazioni lineari soddisfacenti a tali
condizioni. Si tratta di una sottovarieta lineare di A(Homg (V,W))? Se si, di quale dimensione?

(b) Si determinino i sottospazi kery e imp. per tutte le applicazioni soddisfacenti alle condizioni del punto
precedente e si dia una condizione necessaria e sufficiente sulle entrate della matrice ay w(p) affinché il
rango sia massimo.

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore di 4

e sia B= {LX7 X2,X3} la sua base canonica.

(a) Si consideri lapplicazione ¢ : P(X) — (X — 1)P"(X) + 2XP'(X) — P(X). Si verifichi che si tratta di
un endomorfismo di V, si scriva la matrice A = ap g(¢) e si determinino ker¢ ed im¢. E vero che in
im¢ vi sono polinomi di ogni grado minore di 47

(b) Si verifichi che, per ogni numero reale, ¢, 'applicazione v, : P(X) — P(c) ¢ un elemento di V*. E vero
che N* = {vg,v_1,v_2,v_3} & una base di V*.

(¢) Se N* & base di V*, si scriva la matrice di cambiamento di base ap+ g« (id), ove B* & la base duale di
B e si dica qual & la base duale, N, di V. Si scriva ayr g(id).

ESERCIZIO 4. Sia n un intero maggiore o uguale a 3 e si considerino le matrici S,, € M,,(Q), definite da

n—1 n

Sp=a) eliyi+1)+bY eli,n—i+1),

1 =1

%

ove gli scalari a,b appartengono a Q e {£(4,5) |1 <i,5 <n } & la base canonica di M,(Q).
(a) Si scrivano le matrici e si calcoli il determinante di Sy, S5 e Se.
(b) Siscriva e si dimostri una formula generale per det Sy, al variare di n.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 16 marzo 2010

ESERCIZIO 1. Si consideri il numero complesso zg =i — 1.

(a) Siscriva zp in forma trigonometrica ed esponenziale..

(b) Si determinino le radici terze di z, le si scriva in forma algebrica, trigonometrica ed esponenziale e le si
disegni nel piano di Gauss.

(¢) Dette z1, za, 23 le radici terze di zy, si considerino i numeri complessi (; = ‘ ‘ , peri=1,2,3. Sidica se si
tratta di radici dell’unita e si dica quanti elementi distinti contiene I'insieme Z = { ({* (32(5® |n1,ne,ng € Z }.
E sempre vero che, dato un umero complesso z # 0, il numero é e una radice dell’'unita?

Svolgimento. (a) |i — 1| =2 e Arg(i — 1) = 27. Quindi 29 = V2 (cos 2 + isin 2F) = V2T,
(b) Applicando le formule di de Moivre, si ottiene

2k 2k om o 2km
=2 (COS(Z +550) +isin(g + 37T>> — V2T per k=1,2,3.

Ovvero z; = \6/5( ‘f}1 + 2‘2[\[ ), 20 = V2 (‘2[3—\/%1 — \{}1) 25 = /2 (% + z%) Lasciamo al lettore il
compito di disegnare I'opportuno triangolo equilatero nel piano di Gauss.

(c) Basta guardare alla forma esponenziale per accorgersi che (3, (2, (3 sono radici 24-esime dell’unita (molti-
plicando per 24 1’esponente si ottiene in ogni caso un multiplo intero di 27¢). In particolare (; e (3 sono
radici primitive e quindi 'insieme Z contiene tutte e sole le 24 radici ventiquattresime di 1.

E falso che ogni numero complesso di modulo 1 sia una radice dell’unita. Guardando alla rappresen-
tazione esponenziale, le radici dell’unita sono tutte e sole le potenze di e che hanno come esponente un
multiplo razionale di 2. O

ESERCIZIO 2. Sia ¢ : R?* — R? I'applicazione lineare definita da

z1

- 2x1+2x2+3x3
(-Lz) — ( z1+ws ) .

z3

(a) Siscriva la matrice A = ag g(p), ove con £ si indicano, come di consueto le basi canoniche dei due
spazi. Si determini la dimensione ed una base per i sottospazi kery ed imp.

(b) Si consideri I'applicazione ® : Msyx2(R) — Max2(R), definita da ®(X) = AX. Si determinino nucleo ed
immagine di ®.

(¢) Si determinino, quando esistono, tutte le inverse destre, sinistre o bilatere di A. Detta B una tale
inversa, & vero che 'applicazione U : May2(R) — M;sy2(R), definita da ¥(Y) = BY, é un’inversa
(destra, sinistra o bilatera?) di ®7 Sono tutte di questo tipo le inverse di ®7 (in caso affermativo dare
una dimostrazione o, in caso negativo, un controesempio).

2
Svolgimento. (a) Siha A = (f (2) ‘z’), che ha rango 2. Quindi imp = R? e kerp = <( 1 >>
-2

(b) Tramite l'isomorfismo ag ¢ : Homg (R%,R?) — M3y2(R), si ha

2 0 0 2
ker(D%Hom]R(]RQ,kergp):<< 1 0),(0 1 >>7
—20 0 -2

e quindi il nucleo di ® e un sottospazio di dimensione 2 e I'immagine ha dimensione 4; ovvero ® ¢ suriettiva.

(c) ¢ & suriettiva, ma non iniettiva, quindi ha solo inverse destre. Le loro matrici (nelle basi canoniche)
costituiscono il sottoinsieme

0 1
d1(1,) = (1/2 —1) + ker @,
0 0

18
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ovvero una sottovarietd lineare di dimensione 2 di A(M3x2(R)). Presa comunque B in questa sottovarieta,
lapplicazione ¥(Y) = BY & un’inversa destra di ®, ma non & vero che ogni inversa destra di ® sia di questo
tipo. Ad esempio I'applicazione lineare Wy : Mayo(R) — M3x2(R), definita da

To(e(1,1)) = <1?23>, Uo(e(1,2)) = <8 _01), To(e(2,1)) = (11 3), Uy(2(2,2)) = (8 0 );

0 0 01 00 0 -2

¢ un’inversa destra di ®, ma non esiste una matrice By € ®~!(12) tale che ¥o(Y) = BoY per ogni Y €

Moy o(R). ]
ESERCIZIO 3. Sia V uno spazio vettoriale complesso e ¥V = {v1,...,v3} una sua base. Si considerino i
sottospazi

r1+x9 =0

U= (vy +ivs,vs — (1 +i)vs,ivy —v3), e W:g xz3=0
T1+ 29 —3x3 =0

(a) Si determini una base per ciascuno dei due sottospazi U e W.

(b) Si verifichi se V.=U @ W e, in caso positivo, si determini la matrice della proiezione w : V — V su U
parallelamente a W.

(¢) Si indichi con Vg lo spazio vettoriale V pensato come spazio vettoriale reale e si verifichi che R =
{v1,v2,vs,19v1,iv9,ivs3}, & una base. Si mostri che U e W sono sottospazi di Vg e si scriva la matrice
ar r(mr) ove mr : Vg — Vi & la proiezione su U parallelamente a W

(d) Che relazioni ci sono tra lo spazio vettoriale V* = Home (V,C) e V§ = Homg (Vk,R)? e tra le basi duali
V* e R*?

Svolgimento. (a) I vettori vy + vz, ve — (1 + ¢)vs sono una base di U su C, e v; — vg € base di W su C.

(b) T tre vettori sono linearmente indipendenti e quindi V' = U @& W. La proiezione, 7, ha matrice

3—i 3—i 1-2
apy(m) =g | 241 240 ~1+2i | € My(O).
0 0 5

(¢) Un vettore di V' = Vg si scrive come (aj + iby)v1 + (ag + iba)ve + (a3 + ibs)vs con aq,...,b3 € Re
quindi i vettori di R generano V. Inoltre, i vettori di R sono linearmente indipendenti su R, perché una
loro combinazione lineare nulla a coefficienti reali, produrrebbe una combinazione lineare nulla, a coefficienti
complessi, degli elementi di V. L’annullarsi dei coefficienti complessi dei vettori di V equivale all’annullarsi
dei coefficienti reali degli elementi di R.

Analogamente U e W sono sottospazi di Vg (la cui dimensione reale ¢ il doppio della dimensione su C)
e la matrice della proiezione e

3 3 1 1 1 2
2 2 -1 -1 -1 =2
1 0 0 5 0 0 0
arr(TR) = 5121 -1 -2 3 3 1 € Mg(R)
1 1 2 2 2 -1
o 0 0 0 0 5

(d) Non c’¢ una relazione diretta tra V* e Vi, cosi sono distinte le forme lineari che costituiscono le basi
duali V* = {v] ¢, 05 c,v3 ¢} € R* = {v] g, v3 g, V3 g (101)g, (102)k, (iv3)g, }. Per poter trovare una relazione,
indichiamo con Vg ® C lo spazio vettoriale complesso generato da R*, ovvero Vg ® C = Homg (Vg,C). In
tale spazio, si ha vy ¢ = vj g +i(ivg)R, per k = 1,2,3. O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 29 marzo 2010

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 — (2 —3i)X + 1 — 3i € C[X].

(a) Si verifichi che P(1) = 0. Si determinino le radici, z1, 22, z3, di P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Sidetermini ’area del triangolo zyzoz3 e si verifichi che il suo baricentro é il numero complesso z1+z3+23.
Si determinino le equazioni delle rette che formano i lati del triangolo, nelle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino e si disegnino i vertici ed i centri delle circonferenze che formano i lati del triangolo
(curvilineo) che si ottiene riflettendo nella circonferenza unitaria i vertici ed i lati del triangolo z1zo23.

Svolgimento. (a) P(X) = (X —1)(X?+X —1+3i) = (X —1)(X +2—4)(X —1+1).

(b) L’area del triangolo & uguale a 3|S(—3 + i)(—i)| = 3. La somma delle radici &
uguale a 0 e quindi coincide con il baricentro del triangolo, che ¢ % =0. Le
tre rette sono: r3 =z Ver:2+2—2=0,r2 =2 Vzg: (1-3i)z+(1+31)z—2 =0,
1 :ZQ\/Zg . (2—3Z)Z+(2+31)2+2:0

i—2

= ==, come nella /
/

w
) "_‘

(c) I vertici sono i punti wy = 21 = 1, wy = 2—12 = f, w3 =
figura di lato.

1
I
I lati sono archi delle seguenti circonferenze: %3 per w; e ws, di centro %, Gs \ |
5

/

per wi e ws, di centro #, %1 per ws e ws, di centro —
Qual & la riflessione dell’insieme dei punti interni al triangolo? O - -

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v3} (risp.
W ={wi,...,ws}) una base di V (risp. W ).
(a) Si dica se esiste un’applicazione lineare, ¢ : V. — W, che soddisfi alle condizioni

p(v1 —2v3) = w1 — 2ws, ©(3vy + 4vg) = 3wy + 4wy — 12w3 — 6wy, (202 + 3v3) = 2wy — bws.

In caso affermativo, si scrivano le matrici, ay w(p), di tutte le applicazioni lineari soddisfacenti a tali
condizioni. Si tratta di una sottovarieta lineare di A(Homg (V,W))? Se si, di quale dimensione?

(b) Per ogni applicazione ¢ : V' — W del punto precedente, si consideri ’applicazione trasposta ¢* : W* —
V*. E vero che tutti i sottospazi kerp*, al variare di o, sono contenuti in uno stesso sottospazio proprio
di W*. In caso affermativo determinarlo.
E vero che qualsiasi omomorfismo v : W* — V* si puo scrivere nella forma cop*of, ovea : V' — V* e
B W* — W* sono applicazioni lineari invertibili e p* : W* — V* ¢& la trasposta di una delle applicazioni
del punto precedente?

Svolgimento. (a) Le tre condizioni non sono indipendenti, perché 3vy + 4vy = 3(vy — 2v3) + 2(2v2 + 3v3)

e 3wy + dws — 12w3 — 6wy = 3(wy — 2wy) + 2(2wy — 6ws). Vi sono quindi infinite applicazioni lineari che
soddisfano alle condizioni date e le loro matrici sono

1+4a —3a 2a
4b 1-3b 20

A=ayw(p) = ( de  —3-3c 2c> )
—2+4d —3d 2d

al variare di (a,b,c,d) in Q* (perché?). Si tratta quindi di una sottovarieta lineare di dimensione 4 in
A(Homg (V,W)).
(b) kerg* = (imp)* e, imp = (w — 2wy, wy — 3ws, aw; + bwy + cws + dwy). Quindi, qualunque sia ¢,
(im)® C (w1 — 2wy, wo — 3ws) ™ = (2w} + wj, 3ws + w3).

Tutti gli omomorfismi del tipo « o ¢* o 8 hanno rango maggiore o uguale a 2 (perché?) e quindi non si
possono scrivere i questo modo tutte le applicazioni lineari ¢ : W* — V*. O

20
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ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore di 4

e sia B = {1,X7 X2,X3} la sua base canonica.

(a) Si consideri I'applicazione ¢ : P(X) — P(X + 1) — (X + 2)P'(X). Si verifichi che si tratta di un
endomorfismo di V', si scriva la matrice A = ap g(¢) e si determinino ker¢ ed im¢.

(b) Sia B* = {dp,d1,02,03} la base duale di V* e ¢ un numero reale fissato. Si verifichi che Iapplicazione
Ae : P(X) — P’(c) & un elemento di V* e lo si scriva come combinazione lineare dei vettori della base

duale. Esistono dei numeri reali, c1,...,ca, tali che A;,, ..., \., sia una base di V*7
(¢) Si verifichi che Papplicazione 1, : P(X) foc P(x)dx & un elemento di V* e lo si scriva come combi-
nazione lineare dei vettori della base B*. Esistono dei numeri reali, c1,...,cq, tali che ne,,...,n., sia

una base di V*?

Svolgimento. (a) Il polinomio ¢(P(X)) ha grado minore o uguale del grado di P(X) e quindi l'immagine
dei vettori di V' & contenuta in V. Si tratta di un’applicazione lineare perché la derivazione e la molti-

-1 1 1
00 -2 3
(0 0 1 _3>, ker¢p = (1+ X) ed

00 0 —2

plicazione per un polinomio costante sono applicazioni lineari. A

img = (1, X2+ 2X — 1,2X3 4 3X? - 3X — 1).

(b) L’applicazione P(X) — P’(c) & un’applicazione lineare (perché lo sono la derivazione ed il calcolo di un
polinomio in un fissato numero reale). In particolare, se P(X) = Z?:o a; X7, si ha P'(c) = Z?Zl jajcd
Possiamo quindi scrivere A, = 2?21]-03‘715],. Quindi, qualunque sia ¢ € R, A\, € (41,02, 0d3) e percio non
possiamo generare tutto V* con vettori di questo tipo.

c applicazione — x)dz & un’applicazione lineare (perché lo ¢ 'integrazione definita). In

L’applicazi P(X o P(x)dz & un’applicazi li hé lo ¢ l'int i definit I

particolare, se P(X) = $° a;j X7, si ha n.(P) = foc P(z)dz = 32 _ a ¢’ Possiamo quindi scrivere

j=0 §=0%9 51"
3 gt . . . . e . .
Ne = Ej:o 3?5]'. Presi quattro numeri reali non nulli, ¢1,...,¢c4, a due a due distinti, le coordinate di
Neys - - -5 Ne, Nella base B* sono le colonne della matrice

3 3 3 3
C1 C2 €3 C4

C1 Cc2 C3 Cq 1111
2 2 2 2
_ c1/2 ¢3/2 c3/2 cj/2 _ cicacses c1 co C3 Cq
B = (ci‘/S c3/3 c3/3 c3/3 € det B = Tdet et c3cxch 70
ci/4 c3/4 c3/4 ci/4

per la multilinearita del determinante rispetto alle righe ed alle colonne e per le note proprieta del determi-
nante di Vandermonde. Quindi {n,,..., 7} € una base di V*. O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 13 luglio 2010

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 + (1 + 6i)X + 2 + 6i € C[X].

(a) Si verifichi che P(—1) = 0. Si determinino le radici, z1, z2, z3, di P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette che formano i lati del triangolo avente come vertici le tre radici
di P(X), nelle coordinate z e Z. E sempre vero che il baricentro di un triangolo che ha i vertici nelle
radici di un polinomio di terzo grado in C[X] coincide con la somma delle radici del polinomio?

(¢) Si disegni il triangolo (curvilineo) che si ottiene riflettendo nella circonferenza unitaria i vertici ed i lati
del triangolo z1z223.

Svolgimento. (a) P(X)=(X+1)(X? - X +2+46i) = (X +1)(X + 1 — 2¢)(X — 2+ 2i).
(b) 1l baricentro del triangolo coincide con la somma delle
radici se, e solo se, la somma delle radici e uguale a 0, ovvero
se, e solo se, il coefficiente del termine di grado 2 del poli-
nomio e nullo.

Le tre rette sono:

rs=21V2:2+2+2=0,
7‘2221V23:(2—3i)2+(2+3i)5+4:0,
T1:ZQ\/23(473Z)Z+(4+32)2*4:0

. . o 1
(c) I vertici sono i punti wy =21 = —1, wy = - =
ws = 3= = 17, come nella figura di lato.

—1+2i
5

)

I lati sono archi delle seguenti circonferenze: %5 per w; e wo, di centro —%, %5 per wy e ws, di centro

2231, %1 per ws e ws, di centro %. O

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v4} (risp.
W = {ws,...,w3}) una base di V' (risp. W). Si indichi con ¢; : V. — W I'omomorfismo di matrice

2 2 -t t
Oév,w((lst) = 1 t —t t—1
11 0 t

(a) Si determinino, al variare di t € Q, i sottospazi ker¢, e im¢y, indicando delle equazioni cartesiane per
ciascuno dei due sottospazi.

(b) Si determini, al variare di t € Q, il nucleo dell’applicazione ®; : Homg (V, V) — Homg (V, W), definita

da 1) — ¢4 o1p. Ci sono valori di t per cui é vero che ao ¢y = o ¢y = a = ff qualunque siano « e f3
in Homg (W, W)?

(c) Si verifichi che V' = ker¢o® ker ¢, e si scriva la matrice della proiezione su ker¢q parallelamente a ker ¢, .

Xi+(t-1)X,=0

Svolgimento. (a) Set ¢ {0,1}, im¢, = W e ker¢, ha equazioni ¢ Xo — X3 =0 . Nei casi eccezionali,
X3+ X4 =0
si ha
X1+ X2=0
ker ¢ : e im¢g : Y] —2Y3 =0;
Po {X2+X4O $o: Y1 3

Xi+Xo+Xy=0

im¢1:Y1—Y2—Y3:O e ker¢1:{X—|—X —0
3 4 =

22
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(b) Set ¢ {0,1}, si ha

t—=1000 0¢=100 00¢—10 000 t—1
1 000 01 00 00 1 0 000 1
O‘VaV(kerq)t)_<< 1 000>’<0 1 00>’<00 1 0>’<ooo 1 >>
~1000 0-100 00 -1 0 000 —1

Per i valori speciali la dimensione raddoppia e lasciamo i dettagli al lettore.
Infine, €« o ¢y = fo ¢y = a = 3 se ¢, & suriettiva, ovvero per t ¢ {0,1}.

—-1-110

1 101
(¢) La matrice della proiezione ¢ A = <_1 —o _1> . O
1 101

ESERCIZIO 3. Per n > 2, denotiamo con X,, la matrice di M,,(Q),

Xp=) (ie(i,i) + (=1)"ie(n — i+ 1,4)) ,

i=1

ove si sono indicate con e(h, k) le matrici della base canonica di M, (Q).

(a) Si scrivano le matrici Xo, X3, X4, X5, Xg e se ne calcolino i determinanti.

(b) Si scrivano e si dimostrino delle formule generali per il rango e per il determinante di X,,, in funzione
dell’intero n.

Svolgimento. (a) Si ha

1000 0-6
10 0—4 L0005 020050
1 -2 L0 =3 0230 020-40 00 3-400

Xy = , Xg=(o000 |, Xy= , Xs=|o0oo0600]|, X¢g=
1 2 10 3 0-23 0 0-20 4 0 003400
100 4 L0005 0-20 05 0
100006

e quindi, posto d,, = det X,,, si ha dy =4, d3 =0, dy = 96, d5 =0 e dg = 5760.
(b) Se n = 2k + 1 ¢ dispari, d,, = 0 perché le colonne di X,, sono linearmente dipendenti (ad esempio,
Pultima colonna & uguale alla prima, moltiplicata per n). Tenendo conto delle colonne proporzionali, si ha
I‘an = 7n+(2_1)k .

Se n = 2k ¢ pari, le colonne di X,, sono linearmente indipendenti e quindi rkX,, = n. Ricordando

la multilinearita del determinante come funzione delle colonne e con un facile procedimento induttivo, si
dimostra che d,, = 2Fn!. O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 13 settembre 2010

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = 4X3 — (13 — 9i) X2 + (9 — 134) X + 4i € C[X].

(a) Si verifichi che P(1) = 0. Si determinino le radici, z1, 22, z3, di P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino, nelle coordinate z e Z, le equazioni delle rette che formano i lati del triangolo avente
come vertici z1, 22, 23.

(c) Si disegni il triangolo (curvilineo) che si ottiene riflettendo nella circonferenza unitaria i vertici ed i lati
del triangolo z1z923.

Svolgimento. (a) P(X) = (X —1)(4X? — (9 — 9i)X — 4i) = (X — 1)(X — 2+ 20)(X — 1 + 24).

(b) Le tre rette sono:

rs=21Vz:(2—iz+(2+0)z—-4=0,
ro=2zVzz:(1+3i)z+ (1 -3i)z—2=0,
r1=zVz:(1—-i)z+(1+14)z=0.
(c) I vertici sono i punti w1 = 2z = 1, wy = = 23,

1

Z3

w3 = = = 29, come nella figura a lato.

I lati sono la retta r1 e gli archi delle seguenti circonferenze: %3 per w; e ws, di centro —%, ©s per wy
e ws, di centro —%. O

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e siaV = {vy,...,vs} (risp.
W = {wy,...,ws}) una base di V (risp. W). Si indichi con ¢, : V. — W 'omomorfismo di matrice

2 1 1
2 t 1
avw(d) = | 2, _,
t t—1 t

(a) Si determinino, al variare di t € Q, i sottospazi ker¢; e im¢y, indicando delle equazioni cartesiane per
ciascuno dei due sottospazi.

(b) Si determini, al variare di t € Q, il nucleo dell’applicazione ®, : Homg (W, W) — Homg (V, W), definita
da ¢+ 1) o ¢4 e si scriva una base del sottospazio ayy y(ker®;) C Ma(R).

(c) Sidica se W = im¢o @ im¢; e si scriva la matrice della proiezione su im¢q parallelamente a im ¢, .

Svolgimento. (a) Se t ¢ {0,1}, ker¢; = (0) e im¢; ha equazioni (t — 1)X; + Xo + X3 — X4 = 0. Nei casi

eccezionali, si ha

Xo=0 . Y5=0
ker ¢ : e imaeg : Yo _ V. +Y4*0;
= 1 — Y, =

Yi—-Y; = X1+ X2=0
imgi)l:{ ! > e ker¢1:{X1+X2 0
1 3=

(b) Set ¢ {0,1}, si ha

t—111 -1 0 000 0 00 0 0 000
_ 0 00 0 t—111 -1 0 000 0 000
O‘VvV(ker(I)t)<< 0 00 0)’( 0 000)’(15—111—1)’( 0 000)>
0 00 0 0 000 0 00 0 =111 -1

Per i valori speciali la dimensione raddoppia e lasciamo i dettagli al lettore.
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000 O

011-1
(¢) La matrice della proiezione ¢ A = <_1 21 _1> . O
~110 0

ESERCIZIO 3. Per n > 3, denotiamo con S,, la matrice di M, (Q),

Sp = Zﬁ(j,j) + ) (ie(1,i) + (1 —d)e(n,i — 1)),

n
=2

ove si sono indicate con e(h, k) le matrici della base canonica di M, (Q).

(a) Si scrivano le matrici Ss, Sy, S5, S¢ e se ne calcolino i determinanti.

(b) Si scriva e si dimostri una formula generale per il determinante di S,,, in funzione dell’intero n. Che
dire del determinante delle matrici

2 2

Svolgimento. (a) Si ha

1 23 é;éé 0
Sg=|020]), 8=1| 7 3,] =0
~1-23 | 0

e quindi, posto d, = det S, si ha d3 = 12, dy = 48, d5 = 240 e dg = 1440.
(b) d, =2-nl. edetU, = —n(n —1)%[(n — 1)!)% O

S O NN

1 2
g 0 2
0 0
8 756_ 0o o0
5 0 0



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 20 settembre 2010

ESERCIZIO 1. Siano z1, z2, 23, le radici cubiche del numero complesso —8i.

(a) Si scrivano in forma algebrica z1, z2, z3 e si disegni nel piano di Gauss il triangolo avente i tre punti
come vertici.

(b) Si determinino, nelle coordinate z e z, le equazioni delle rette che formano i lati del triangolo avente
come vertici z1, 22, 23.

(c¢) Si determinino e si disegnino i cerchi che si ottengono riflettendo nella circonferenza unitaria i lati del
triangolo z12925. Si disegni, in particolare, il triangolo che ha come vertici i centri di tali circonferenze.

Svolgimento. (a) Siha z; = 2i, 20 = /3 — i, z3 = —/3 —i.

21

(b) Le tre rette sono:

rs =2 Vzy: (V3—i)z+ (V34i)z—4=0,
ro =7z Vazs: (V3+i)z+ (V3—i)Z+4=0,
r1=23Vz3:—1z+1z+2=0.

(c) I lati si riflettono in tre circonferenze passanti per I’ori-
gine del piano di Gauss e i riflessi dei tre vertici, wy, ws, ws,
sono gli altri punti di intersezione delle circonferenze, prese a

Z3

due a due. In particolare w; = 5, ws = ?4’1_1, wsg = f@.
I riflessi dei lati sono le seguenti circonferenze: %3 per w; e ws, di centro ‘/‘f’lﬂ, %5 per wy e ws, di centro
—‘/i_z‘ 1 per wy e ws, di centro —3. O

ESERCIZIO 2. Siano V' e W spazi vettoriali sul campo Q dei numeri razionali e sia V = {v1,...,v3} (risp.
W = {wy,...,ws}) una base di V (risp. W ).
(a) Si determini, se esiste, un omomorfismo ¢ : W — V soddisfacente alle condizioni

d(wy +wy) = 4v1 — 202,  G(2wi +wa) = va—4vs, G(2wi+ws) =201 —v2, G(3wy —wy) = 2vs — 8ug,

e si scriva la sua matrice nella basi date. Si determinino, in particolare, la dimensione, una base e delle
equazioni cartesiane per i sottospazi ker¢ ed im¢.
(b) Si consideri 'omomorfismo ¢ : V. — W di matrice

2 1 -3
0o -1 1
O‘V,W(’L/}) = -1 =2 3
0 1 -1

Si determinino la dimensione, una base e delle equazioni cartesiane per i sottospazi keriy ed imv. E
vero che W = ker¢ & imp e V = kery & im¢?

(c) Si consideri I'insieme € = { x € Homg (W, W) |¢pox ot =0 }. Sidica se € & un sottospazio vettoriale
di Homg (W, W) e se ne determini la dimensione. In caso affermativo, esibire una base del sottospazio

Oéwyv((g) di M4(Q)
1 -2 0 3

Svolgimento. (a) Siha A= aw v(¢) = ( 0 1 -1 2), erkA =r1k¢ =2, per cui dimim¢ = 2 = dim ker ¢.
20 4 2
In particolare, ker ¢ = (2w; + wa + w3, 3ws — w3 + 2wy4) e im¢p = (v1 — 2v3,2v1 — v2). Infine,

Y1 -2, +3Y, =0

i 12X1+4Xo+X3=0 e kero :
im¢ 1+ 44X 3 T {YQ—Y3—2Y4:O
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(b) Sia B = ayw(¥). Si ha tkB = rky = 2, per cui dimimt = 2, dimkeryp = 1. In particolare,
imy = (2w — w3, w1 — wg — 2wz + wy) e kery) = (v1 + v2 + v3). Infine,

2X1+ X9 —3X3=0 {Y1+2Y23+3Y40

ke : e i :
T {Xg—sto MYy, by =0

Entrambo le coppie di sottospazi sono in somma diretta.

(¢) € & un sottospazio vettoriale di Homg (W, W) di dimensione 12, come si vede utilizzando opportunamente
la condizione im (x o ¢) C ker¢.
Delle matrici che costituiscano una base di ayy w (%) sono, ad esempio,

2000 0200 0 000 0000 0101 0000 0000 0000
1000 0100 3 000 0300 0000 0101 0000 0000
1000 J)’\0100 )\ -1000 J’\0—-100 )’ 0000 J?>\ 0000 )?\0101 )’ 0000 |’
0000 0000 2 000 0200 0000 0000 0000 0101

1023 0000 0000 0000

0000 1023 0000 0000

0000 J’\o0o000 )J’\1023 V0000 J°

0000 0000 0000 1023

Lasciamo al lettore I'onere di giustificare tale scelta. O

ESERCIZIO 3. Sia V = W; ® Wy uno spazio vettoriale reale di dimensione n > 2 esiam : V — V la

proiezione su Wy parallelamente a W.

(a) E vero che V* = Wit @ W3- e che n : V* — V* & una proiezione (quale)? Si verifichino le proprie affer-
mazioni quando V = {v1,...,v4} & una base di Ve Wy = (v1 + va,v3 — v4), Wa = (v1 — 202,303 + v4).

(b) Si consideri I'insieme 7 = { ¢ € Hom (V,V) |m 0 pom = ¢ }. Sidicase # & un sottospazio vettoriale
di Hom (V,V) e, in ogni caso, si descrivano gli elementi di oy y(5€).

Svolgimento. (a) Ricordiamo che Wi-+Ws- = (W NW3)+ = V*, perché WiNWy = (0). Inoltre, Wi-NWi- =
(W1 + W)t = (0), perché Wy + Wy = V. Infine, 7§ o7} = (m om)* = 7} e quindi 7; & una proiezione e
kermi = (imm )+ = Wi, im7} = (kerm; )t = W3-, Lasciamo la verifica nel caso particolare al lettore. . . .

(b) Tutte le risposte sono immediate. .7 ¢ un sottospazio di dimensione 4 e una base di ay () ¢ data

dalle matrici
2/31/300 0 0 00 001/4 —3/4 00 0 0
<2/31/300> ( 0 0 00> <001/43/4> (00 0 0 )
o 0o0o0]J’\ 2/3 1/300]°V00 0 o0 | 00 1/4 —3/4 |-
0 0 00 -2/3-1/300 00 0 O 00-1/4 3/4



