Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 15 dicembre 2010 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? + X? + X +1 € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall'immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

Svolgimento. (a) P(X) = X3+ X2+ X +1 = (X + 1)(X —i)(X + 1) e disegnamo qui sotto il triangolo
formato dalle radici.

4
(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco) T2 B
ri:(1+4d)z+(1—-i)z2+2=0,
ro iz +2z=0, \
rg:(l—i)z+(1+49)zZ+2=0.
(¢) Le immagini delle tre rette tramite la riflessione nel cerchio unitario 1
sono: rs
141 1 141 1
A(ry) |z — = —, A (rg) = 1rg, A (r3) |z + =—.
(r1) 5 7 (r2) =72 (r3) 5 7

La parte ombreggiata del semipiano rappresenta I'immagine dei punti interni al triangolo tramite la riflessione
nel cerchio unitario. O

ESERCIZIO 2. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = vy + 3vg — 2vy, Us = V1 — 209 — V3 — 2U5, Uz = V] — V2 + V3 — V4 — Vs, € sia W il
X2 - X3 + X4 = 0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ Xo —3X3+ X4 —4X5 =0.
X3+2X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si determinino delle
equazioni cartesiane per il sottoinsieme di V' che si ottiene traslando tutti i vettori di U per il vettore
Uy = v1 + 2vs.
(b) Si determini la matrice ay y(m) dell’endomorfismo w : V. — V che si ottiene proiettando i vettori si U
parallelamente a W.
(c) Sia ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di P. E vero che si tratta di una proiezione? In caso affermativo si determini I'immagine
dell’endomorfismo 3idy — 27 tramite la simmetria di asse ker® e direzione im®.

Svolgimento. (a) 1 tre vettori sono linearmente dipendenti u; + us — 2us = 0 e quindi ne bastano due per
generare U = (uy, us), che ha dimensione 2, essendo i due generatori indipendenti. Anche le tre equazioni
lineari omogenee che definiscono W sono dipendenti (I — I + 2111 = 0) e quindi ne sono sufficienti 2 per
definire il sottospazio, che ha dimensione 3; e si ha W = (v1, vy — v4, 2v3 + 2v3 — v5). 1l traslato di U tramite
uo ha equazioni cartesiane

Xo— X5 =2

3X1+2Xo—X35=7

2X1+ Xy + X5=2
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(b) La matrice cercata ¢

0 -4 2 -4 —4

Lo 3 2 3 w0

A=ayy(m=17{0 =6 10 —6 8
0

5 —6 5 =2
0o 3 2 3 10

(c) ker® = {¢ € Home (V,V) |¢y =0} = Home (W, V) e quindi ha dimensione 15. Analogamente,
im® = Home (U, V) e quindi ha dimensione 10. Presa comunque, ¢ € End¢V, si ha

%(¢) = ©(2(¢)) = (pom)om =dom=P(¢)

e quindi ® ¢ la proiezione su im® parallelamente a ker ®. La simmetria richiesta ¢ quindi id — 2® e quindi
Pendomorfismo richiesto ¢ 3idy — 27 — 2®(3idy — 27) = 3idy — 27 — 2(3idy — 27) o = 3idy — 4n. a

ESERCIZIO 3. Si consideri lo spazio vettoriale V. = R[X] dei polinomi a coefficienti reali e sia B =

{1, X, X% X3,...} la sua base canonica.

(a) Si mostri che per ogni n > 0 la funzione 9, : P(X) — LPM(0) appartiene a V* (P"™)(0) in-
dica la derivata n-esima di P(X) calcolata nell’origine). Si verifichi che le funzioni nell’insieme D =
{0, |n € N} sono linearmente indipendenti e che si ha 0, X™ = 0.

(b) Si indichi con B(n) = (bij)1<i,j<n la matrice in M, (R) definita dalle condizioni

bij = 0;—10(1+ X)H7—2 (“o” indica la dualita canonica).

Si scrivano le matrici B(4), B(5), B(6) e se ne calcolino i rispettivi determinanti. Cosa si pud dire di
det B(n) al variare di n?

(c) E vero che D ¢ la base duale della base B? In caso affermativo si dia una dimostrazione, in caso negativo
si dia un controesempio.

Svolgimento. (a) La derivazione ¢ un’applicazione lineare, cosi come lo & la funzione che associa ad un
polinomio il suo valore in un punto (ad es. nell’origine) e la composizione di applicazioni lineari & ancora
tale.

Se il numero di derivazioni, m, ¢ maggiore del grado del polinomio P(X), allora P (X) = 0 (la
costante 0) e quindi 9,, o X™ = 0 se m > n. Se, invece, m < n, la derivata m-esima di X™ ¢ divisibile per
X e quindi si annulla nell’origine, per cui anche in questo caso 0, o X" = 0. Infine, 9,, 0o X™ = %m! =1
(perché la derivata m-esima di X™ ¢ la costante m!). Abbiamo quindi dimostrato che 0, 0 X™ = d,,,.

Sia ora agdy + -+ + @O, = 0 in V*. In particolare cio implica che

0=00X7 = (apdy+ -+ am0n) o X’/ = a;, per j=0,....m
e quindi gli elementi di D sono linearmente indipendenti.

(b) La derivata (i — 1)-esima di (14 X)"=2 & uguale a %(1 + X)771 che, calcolata in X = 0 e divisa

per (i — 1)1 da b;; = ("” 2) Quindi le matrici in questione sono

11 1 1 1 1
11 1 1 1 ; :1)) i é 1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 1 3 6 10 15 21
B(4) = 13 6 10|/’ B(5) = 1 i 160 ;8 :15? ’ B(6) = 1 4 10 20 35 56
1 4 10 20 1 5 15 35 70 1 5 15 35 70 126
1 6 21 56 126 252
Tramite operazioni elementari, si ottiene
11 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1
12 3 4| II-1 012 3| 01 2 3| 01 2 3
1 3 6 10 IIr—I11 10 1 3 6 IIr—17 10 0 1 3 0 0 1 3
1 4 10 20 IV —1IT\0 1 4 10 IV —-I1IT\0 0 1 4 IV—-IIT\0 0 0 1



Geometria 1 (parte I) — prova scritta del 15 dicembre 2010 — Compito A 3

e quindi det B(4) = 1. Operando analogamente, si trova det B(5) = 1 = det B(6). Infine, per il caso generale,
possiamo supporre det B(n) = 1 per n = 4; e, per n > 4, osservare che, dopo aver sottratto ad ogni riga

di B(n) la riga precedente e ad ogni colonna la colonna precedente, si ottiene una matrice che ha lo stesso
1

0 B(n—1)
come si vede con un calcolo diretto) ().

determinante e la forma ( ) Quindi det B(n) = 1 per ogni valore di n > 4 (ma anche per n = 1,2, 3,

(¢) D non & una base di V* perché i suoi elementi non bastano per generare tutto lo spazio. Ad esempio,
la forma lineare &1 : P(X) — P(1), manda su 1 tutti gli elementi della base canonica, B, mentre ogni
combinazione lineare finita di elementi di D, agdy + - - - + @y Om, si annulla sugli X™ con n > m e quindi non
puo essere uguale ad €7. O

) Invitiamo il lettore ad osservare il particolare aspetto che ha la decomposizione LU delle matrici B(n). Ad esempio

11 1 1 1 1 0 0 0 O 111 11
1 2 3 4 5 1 1.0 00 01 2 3 4
BB)=]113 6 10 15|=|1 2 1 0 0 00 1 3 6
1 4 10 20 35 1 3 3 10 0 0 0 1 4
1 5 15 35 70 1 4 6 4 1 0 00 01

11 lettore piu attento ¢ invitato a discutere il caso generale.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 15 dicembre 2010 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? +iX? — X —i € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = vy + vy — v3 + vq4 — U5, Uz = 201 + vz + 24 — VU5, uz = 209 — 3v3 — vy, € sia Wil
Xo— X3+ X4=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 4X; — X +3X35— X, =0.
2X1+X3=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si determinino delle
equazioni cartesiane per il sottoinsieme di V' che si ottiene traslando tutti i vettori di U per il vettore
Uy = 201 — V3.
(b) Si determini la matrice oy y(7) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U
parallelamente a W.
(c) Sia @ : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = ¢ — m o ¢. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? In caso affermativo si determini I'immagine
dell’endomorfismo 3idy — 27 tramite la simmetria di asse ker ® e direzione im ®.

ESERCIZIO 3. Si consideri lo spazio vettoriale V' = R[X] dei polinomi a coefficienti reali e sia B =

{1, X, )2(—!2, g—f, ...} una sua base.

(a) Simostri che per ognin > 0 la funzione 9, : P(X) — P{)(0) appartiene a V* (P(™(0) indica la derivata
n-esima di P(X) calcolata nell’origine). Si verifichi che le funzioni nell’insieme D = {9,, |n € N } sono
linearmente indipendenti e che si ha &,,XTT = pm.-

(b) Si indichi con B(n) = (bij)1<i,j<n la matrice in M, (R) definita dalle condizioni

1 L
bij = 0; 0 (14 X))t (“o” indica la dualita canonica).
i!
Si scrivano le matrici B(4), B(5), B(6) e se ne calcolino i rispettivi determinanti. Cosa si pud dire di
det B(n) al variare di n?
(¢) E vero che D ¢ la base duale della base B? In caso affermativo si dia una dimostrazione, in caso negativo
si dia un controesempio.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 15 dicembre 2010 — Compito C

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? — X? + X — 1 € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2v; — vg — 3vs, us = v1 + V2 — V3 + V4 — Vs, Uz = 203 — V3 + 204 + U5, € sia Wil
X1 + X4 - X5 = 0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ X; —4Xs 4+ Xy —3X5 =0.
2Xs+X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si determinino delle
equazioni cartesiane per il sottoinsieme di V' che si ottiene traslando tutti i vettori di U per il vettore
Uy = 201 — va.
(b) Si determini la matrice ay y () dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori si U
parallelamente a W.
(c¢) Sia @ : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = ¢ — ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? In caso affermativo si determini I'immagine
dell’endomorfismo 2idy — 37 tramite la simmetria di asse ker ® e direzione im ®.

ESERCIZIO 3. Si consideri lo spazio vettoriale V' = R[X] dei polinomi a coefficienti reali e sia B =

{1,X,X?% X3 ...} la sua base canonica.

(a) Si mostri che per ogni n > 0 la funzione 0, : P(X) — P (0) appartiene a V* (P(™(0) in-
dica la derivata n-esima di P(X) calcolata nell’origine). Si verifichi che le funzioni nell'insieme D =
{0, |n € N } sono linearmente indipendenti e che si ha 9, X™ = &,,.

(b) Si indichi con B(n) = (b;j)1<i,j<n la matrice in M, (R) definita dalle condizioni

bij =0;0(1+ X)”j*1 (“o” indica la dualita canonica).

Si scrivano le matrici B(4), B(5), B(6) e se ne calcolino i rispettivi determinanti. Cosa si puo dire di
det B(n) al variare di n?

(c) E vero che D ¢ la base duale della base B? In caso affermativo si dia una dimostrazione, in caso negativo
si dia un controesempio.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 15 dicembre 2010 — Compito D

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? —iX? — X +i € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = vy + 2vz — vq + 2vs5, U = V1 — Vg — V3 + Vg — Vs, Uz = 3v] — 209 + vy, € sia Wil
X1 - X2 - X5 = 0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 3X; — Xo +4X3— X5 =0.
X1 +2X3=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si determinino delle
equazioni cartesiane per il sottoinsieme di V' che si ottiene traslando tutti i vettori di U per il vettore
Uy = V1 — 209.
(b) Si determini la matrice ay y(7) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori si U
parallelamente a W.
(c¢) Sia ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = 7o ¢. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? In caso affermativo si determini I'immagine
dell’endomorfismo 2idy — 37 tramite la simmetria di asse ker ® e direzione im ®.

ESERCIZIO 3. Si consideri lo spazio vettoriale V' = R[X] dei polinomi a coefficienti reali e sia B =

{1, X, )2(—!2, }g—f, ...} una sua base.

(a) Simostri che per ognin > 0 la funzione 9, : P(X) — P (0) appartiene a V* (P (0) indica la derivata
n-esima di P(X) calcolata nell’origine). Si verifichi che le funzioni nell’insieme D = {9,, |n € N } sono
linearmente indipendenti e che si ha 87,,);—;1 = pm.-

(b) Si indichi con B(n) = (bij)1<i,j<n la matrice in M, (R) definita dalle condizioni

1 "
bij = ———0i—10(1+ X)+i2 (“o” indica la dualita canonica).

(i—1)!

Si scrivano le matrici B(4), B(5), B(6) e se ne calcolino i rispettivi determinanti. Cosa si puo dire di
det B(n) al variare di n?

(¢) E vero che D ¢ la base duale della base B? In caso affermativo si dia una dimostrazione, in caso negativo
si dia un controesempio.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 11 gennaio 2011 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X% — (2 +2i)X? + 3iX + 1 —i € C[X].

(a) Si verifichi che P(1) = 0, si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di
Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall'immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

Svolgimento. (a) P(X)=X3—(24+2i))X?+3iX+1—i=(X—1)(X —i)(X —1—1i) e disegnamo qui sotto
il triangolo formato dalle radici.

(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco) ) .
7 1 1+

r—iz+1z—2=0,
roiz+z—2=0, 3

rg:(l—i)z+(1+49)z—-2=0. 1

(¢) Le immagini delle tre rette tramite la riflessione nel cerchio unitario
sono:

1
= 5’ )\*(T2) =

7
P

2

1+
2

1

V2
La parte ombreggiata rappresenta 'immagine dei punti interni al triangolo tramite la riflessione nel cerchio
unitario. ]

1 1
A (ry) : z—2’:2, A(r3) s |z +

ESERCIZIO 2. Siano V e W due spazi vettoriali reali e siano V = {v1,...,v3} e W = {wy,..., w4},
rispettivamente, basi dei due spazi.
(a) Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V. — W soddisfacenti alle seguenti condizioni

@ (2v1 — 2v3) = 4wy — 2ws + Bwy; d(vg —v1) = 2we — w3 — 3wy; d(3vg — 3vs) = 6wy + 3w — 3ws.

e si scriva la matrice ay (@) per ciascuna di esse.

(b) Si determini una base dei sottospazi ker¢ ed im¢ per ciascuna di tali ¢ e si determinino delle equazioni
cartesiane per im¢ nel caso in cui ¢ non sia iniettiva.

(c) Detta ¢* : W* — V* Dapplicazione trasposta di ¢, si determinino i sottospazi ker(¢*) ed im(¢*)
esibendo delle loro basi, al variare di ¢.

Svolgimento. (a) I tre vettori u; = 2v; — 2v3, ug = v9 — v1, uz = 3vy — 3vs sono linearmente dipendenti
essendo 3uj + 6us — 2uz = 0 quindi ¢ puo esistere se, e solo se, le loro immagini soddisfano la stessa relazione
lineare. Cio accade, e quindi esistono infinite applicazioni lineari soddisfacenti alle condizioni richieste, perché
queste determinano solo la restrizione di ¢ al sottospazio U = (uj,ug). Si ha V = (v;) ® U e quindi ¢ &
completamente determinata dalle condizioni date e dalla conoscenza del vettore ¢(vy), che pud essere scelto
ad arbitrio in W. Quindi, la matrice cercata e

a a a—2

b b+2 b+1
A=ayw(p) = ¢ -1 c

d d—3 d-3
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(b) Si osservi che im¢ 2 (4w — 2wy + 6wy, 2ws — w3 — 3wy) che & 'immagine di ¢ ristretta ad U. Quindi
im¢ = (dwy — 2wy + 6wy, 2wy — w3 — 3wy) se, e solo se, p(v1) € (dwy — 2wy + 6wy, 2wy — w3 — 3wy). In tal
caso dimker¢ = 1 (per la formula delle dimensioni) e quindi ¢ non ¢ iniettiva. Se ¢(vi) = a(dw; — 2ws +
6ws) + b(2we — w3 — 3wy) allora vy — a(2v1 — 2v3) — b(va — v1) € una base di ker¢. Le equazioni cartesiane
.. . .{$1+2$2+4$3=0
di im¢ sono quindi .
31’1 + 6:173 — 21‘4 =0
Se invece ¢(v1) ¢ (dwy — 2wg + 6wy, 2wy — w3 — 3wy), ker¢p = (0) e una base di im¢ ¢ data da
d(v1), 4wy — 2wa + 6wy, 2we — w3 — 3wy.

(¢) Poniamo le basi duali di ¥V e W su V* e W* e scriviamo in riga le coordinate corrispondenti. Se,
d(v1) = a(dwy — 2wq + 6wy) + b(2we — wz — 3wy), allora

ker (¢*) = (dwy — 2wy + 6wy, 2wy — w3 — 3wy)™ = ((1,2,4,0),(3,0,6,—2)),
im (¢*) = (v1 — a(2v1 — 2v3) — b(vy —v1))" = ((b,1 — 2a + b,0), (—2a,0,1 — 2a + b)) .

Se ¢(v1) = awy + bwy # 0 (perché sono sufficienti solo questi vettori per determinare tutti i nuclei e tutte le
immagini?), allora

ker (¢*) = (awy + bws, 4wy — 2wy + 6wy, 2wy — ws — 3wy)™ = (3a(1,2,4,0) — (a + 2b)(3,0,6,—2))
im(¢*) = (0)" = (vi, v3,03).

O

ESERCIZIO 3. SiaV = {v1,...,vs} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale

generato dai vettori u; = 2v1 +vg 4+ 3v4, s = 3v1 +v3+ 3vg — U5, Uz = v — V2 +v3 —vs, € sia W il sottospazio

2X1 - X35 - Xu+X5=0

vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee { 4X; +2X, — X3 —3X4— X5=0.

X1+X2—X4—X5:0

(a) Si determini una base per ciascuno dei sottospazi U e W. Si verifichi che V. =U @ W. Si determini la
matrice oy p(m) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U parallelamente
aW.

(b) Sia ¢ € Q e si indichi con p. I'endomorfismo definito da v +— cv, al variare di v € V. Si calcoli il
det(m — pc) al variare di c. Si calcoli det(m — )™ al variare di n e si dica se esistono valori di ¢ per cui
tale determinante si annulla.

(c) Dopo aver dimostrato che V* = U+ @ W+, si scriva v* = 2v} — 3v} + 4v come somma di un vettore di
U+t ediuno di Wt.

Svolgimento. (a) I tre vettori sono linearmente dipendenti u; — us + us = 0 e quindi ne bastano due
per generare U = (uj,us3), che ha dimensione 2, essendo i due generatori indipendenti. Anche le tre
equazioni lineari omogenee che definiscono W sono dipendenti (I7 — I — 2IIT = 0) e quindi ne sono

sufficienti 2 per definire il sottospazio, che ha dimensione 3 (cf. Teorema di Rouché-Capelli); e si ha
W = (v — vy + 2v3,v9 — v3 + V4, v3 + v3 + v5). Unendo le due basi di U e W si ottiene una base di V
e quindi V = U @ W. Infatti, con operazioni elementari sulle colonne si ha

2 1 1 0 O 1 000 O 1 00 00
1 -1 -1 1 1 -1 1.0 0 O -1 1 0 0 0
0 1 2 -1 1]~ 1 11 0 -5 ]|~ 1 1 1 00
3 0 0 1 0 0 00 1 3 0 0 0 1 0
0 -1 0 1 -1 11 1 -1 -1 1 1 11

Nel primo caso le relazioni con le colonne della matrice precedente sono (2), (5), (3)—(2), (4)—(5)—(3)+(2),
(1) = 2(2) — 3(5); nel secondo caso sono (1), (2), (3), (4), (5) +5(3) — 3(4).



Geometria 1 (parte I) — prova scritta del 11 gennaio 2011 — Compito A 9

La matrice cercata ¢

5 1 -2 -3 1
1 -1 -1 0 2
A:Oévﬂ;(ﬂ') = 1 1 0 -1 -1
6 0 -3 -3 3

-1 -1 0 1 1

(b) Sia V' = {v},...,vL} una base di V tale che U = (v{,v}) e W = (v§,v},v}) e fissiamo una forma
multilineare alternante 0 # D € A®(V). Allora, si ha

D(v] — v, vl — evh, —cvh, —cvly, —cvl))
det(r — _ 1 1,72 2 3 4 5/ _ 1—62 —c 3.
( IU’C) D('Ull,...,'l)g) ( )( )

Per il Teorema di Binet, det(m — p.)™ = (1 — ¢)?"(—c)3" che si annulla se, e solo se, ¢ € {0,1}.

(¢) Dalle relazioni Ut N WL = (U + W)t e Ut + Wt = (Un W)t discende il fatto che V* = U+ e W e
la decomposizione di v* = 207 — 3v} + 4v} = w* + (v* — w*), con w* = v} — Hvy — 4v} + vj + v € W
si ottiene facilmente ricordando che A ¢ la matrice di una proiezione associata a questa decomposizione
(...quale proiezione? in quali basi ¢ scritta la matrice?). (|



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 11 gennaio 2011 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 + (2 —2i)X? — 3iX — 1 —1i € C[X].

(a) Si verifichi che P(—1) = 0, si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di
Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Siano V e W due spazi vettoriali reali e siano V = {vy,...,v3} e W = {wy,..., w4},
rispettivamente, basi dei due spazi.
(a) Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V' — W soddisfacenti alle seguenti condizioni

d(2v9 — 2v1) = 6wy + 4wz — 2wy; @(va —v3) = wy + 3ws — 2wy; ¢(3v1 — 3v3) = 3wy — 6ws — 3wy.

e si scriva la matrice ay w(¢) per ciascuna di esse.

(b) Si determini una base dei sottospazi ker ¢ ed im¢ per ciascuna di tali ¢ e si determinino delle equazioni
cartesiane per im¢ nel caso in cui ¢ non sia iniettiva.

(c) Detta ¢* : W* — V* D'applicazione trasposta di ¢, si determinino i sottospazi ker(¢*) ed im(¢*)
esibendo delle loro basi, al variare di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,vs5} una base dello spazio vettoriale V' su Q. Sia U il sottospazio vettoriale

generato dai vettori uy = vy + 3vg + 2vs, us = 3vy — v3 + V4 + 3vs, Uz = —v; — V3 + V4 + v € sia Wil
—Xo+ X3 - X4 +2X5=0

sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 2X; —3X; — X3 — Xy, +4X5=0.
Xl—XQ—X3+X5:O

(a) Si determini una base per ciascuno dei sottospazi U e W. Si verifichi che V = U @ W. Si determini la
matrice ay () dell’endomorfismo 7 : V' — V' che si ottiene proiettando i vettori su U parallelamente
aW.

(b) Sia ¢ € Q e si indichi con u. ’endomorfismo definito da v +— cv, al variare di v € V. Si calcoli il
det(m — p.) al variare di ¢. Si calcoli det(m — )™ al variare di n e si dica se esistono valori di ¢ per cui
tale determinante si annulla.

(c) Dopo aver dimostrato che V* = U+ @ W+, si scriva v* = 4v} — 3v} + 2vf come somma di un vettore di
U+t ediunodi W+.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 11 gennaio 2011 — Compito C

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? — (2 —2i)X? — 3iX + 1+ € C[X].

(a) Si verifichi che P(1) = 0, si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di
Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Siano V e W due spazi vettoriali reali e siano V = {vy,...,v3} e W = {wy,..., w4},
rispettivamente, basi dei due spazi.
(a) Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V' — W soddisfacenti alle seguenti condizioni

(203 —209) = 6wy — 2w3 +4wy; d(v3—v1) = 3wy +we — 2ws; @(3v1 —3v2) = —3wa + 3ws + 6wy.

e si scriva la matrice ay (@) per ciascuna di esse.

(b) Si determini una base dei sottospazi ker ¢ ed im¢ per ciascuna di tali ¢ e si determinino delle equazioni
cartesiane per im¢ nel caso in cui ¢ non sia iniettiva.

(c) Detta ¢* : W* — V* D'applicazione trasposta di ¢, si determinino i sottospazi ker(¢*) ed im(¢*)
esibendo delle loro basi, al variare di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,vs5} una base dello spazio vettoriale V' su Q. Sia U il sottospazio vettoriale

generato dai vettori u; = 3wy + 2vs +vs, ug = 3v1 +v2 + 3vs — vy, Uz = Vo +v3 — V4 — Vs, € sia W il sottospazio
X1+ Xo—2X3—-X4=0

vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 3X; + Xo —4X35+ Xy —2X5=0.
Xl—X3+X4—X5:O

(a) Si determini una base per ciascuno dei sottospazi U e W. Si verifichi che V. =U @ W. Si determini la
matrice ay y () dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U parallelamente
aW.

(b) Sia ¢ € Q e si indichi con u. ’endomorfismo definito da v +— cv, al variare di v € V. Si calcoli il
det(m — p.) al variare di ¢. Si calcoli det(m — )™ al variare di n e si dica se esistono valori di ¢ per cui
tale determinante si annulla.

(c) Dopo aver dimostrato che V* = U+ @ W+, si scriva v* = 3v} — 203 — 4v} come somma di un vettore di
Ut ediunodi W+.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 11 gennaio 2011 — Compito D

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? + (2 +2i)X? + 3iX — 1+ € C[X].

(a) Si verifichi che P(—1) = 0, si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di
Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. Siano V e W due spazi vettoriali reali e siano V = {vy,...,v3} e W = {wy,..., w4},
rispettivamente, basi dei due spazi.
(a) Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V' — W soddisfacenti alle seguenti condizioni

@ (2v1 — 2v3) = 2wy — 6ws — 4ws; d(va —v3) = 2wy — 3ws — wy; ¢(3ve — 3v1) = 3wy + 6ws — 3wy.

e si scriva la matrice ay (@) per ciascuna di esse.

(b) Si determini una base dei sottospazi ker ¢ ed im¢ per ciascuna di tali ¢ e si determinino delle equazioni
cartesiane per im¢ nel caso in cui ¢ non sia iniettiva.

(c) Detta ¢* : W* — V* D'applicazione trasposta di ¢, si determinino i sottospazi ker(¢*) ed im(¢*)
esibendo delle loro basi, al variare di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,vs} una base dello spazio vettoriale V' su Q. Sia U il sottospazio vettoriale

generato dai vettori u; = 3vsg +2v4 +v5, Ug = v1 + 3vs —v3 4+ 3vy, Uz = v — V3 + V4 — U5, € sia W il sottospazio
X1+ Xo—X3-2X,=0

vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ X7 +3Xs + X3 —4X, —2X5=0.
Xo+Xs—X4—X5=0

(a) Si determini una base per ciascuno dei sottospazi U e W. Si verifichi che V. =U @ W. Si determini la
matrice ay y () dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U parallelamente
aW.

(b) Sia ¢ € Q e si indichi con p. ’endomorfismo definito da v +— cv, al variare di v € V. Si calcoli il
det(m — p.) al variare di ¢. Si calcoli det(m — )™ al variare di n e si dica se esistono valori di ¢ per cui
tale determinante si annulla.

(c) Dopo aver dimostrato che V* = UL @ W, si scriva v* = —3v} + 4v3 + 2v} come somma di un vettore
di U+ e di uno di W+.



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 29 marzo 2011 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? —2iX% — (2+i)X — (1 —i) € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall'immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

Svolgimento. (a) P(X) = X3—-2iX%2—(2+1)X — (1—i) = (X +1)(X —4)(X — 1 —1i) e disegnamo qui sotto

il triangolo formato dalle radici.

(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco)

ri:(1+4)z4+(1—-9)z+2=0, i T 1414
ro iz —iZ+2=0,
rg:(1+2i)z+ (1 —20)z+2=0.

-1
(c¢) Le immagini delle tre rette tramite la riflessione nel cerchio unitario
sono:
—1+1 1 i 1 —1+2: NG
A* Dz — = — A =lz—-|=2 A He————— | = —.
(r1) : |z 5 7 (re) =1z 5 5 (rs3) : |z 5 5

La parte ombreggiata del semipiano rappresenta I'immagine dei punti interni al triangolo tramite la riflessione
nel cerchio unitario. O

ESERCIZIO 2. SiaV =U @®W e siano date le basid = {uq,...,us} diU e W = {wy,..., w3} di W suR.

Sia inoltre T il sottospazio di V, T = (u1 + uq — ws, ug — uz + w1 — Wa, g + ug + w3, ug — Ug — W1 + Wa).

(a) Si determinino equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio T' nel sistema di coordinate associato
alla base U UW di V. Si mostri che, per ogni vettore u € U esiste un unico vettore v’ € T tale che
u' — u appartenga a W.

(b) Sia ¢ : U — W Dapplicazione che manda il vettore u di U in v’ —u, ove ' € T ¢& il vettore descritto nel
punto precedente. Si verifichi che ¢ é un’applicazione lineare e se ne scriva la matrice nelle basi date.
Si determinino infine nucleo ed immagine di ¢.

Svolgimento. (a) Siano x1,...,%4,91,...,Yy3 le coordinate associate alla bese Y UW di V. Tramite i ge-
neratori (indipendenti) del sottospazio T, possiamo scrivere le equazioni parametriche di T' e ricavare per
eliminazione le equazioni cartesiane; ovvero:

1 =a+d

ro=b+c

r3=—-b+c a T1—To+x3—x4+2y; =0
ra=a—d , con lc) ER4; e T:¢ x1—22+ax3—24—2y2=0".
y1=b—d d T — X — 23+ x4+ 2y3 =0
yo=—b+d

Y3 =—a+tc

In particolare, i coefficienti a,b,c,d della base di T sono in corrispondenza biunivoca con i valori delle

coordinate x1, ..., x4, essendo a = Il;“”“ b= #2575 “72;13, d = 5%, Da cio si conclude che, per ogni

) y €=

13
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vettore u = x1uy + -+ - + z4uy € U esiste un unico vettore v’ € T tale che v/ —u € W ed & quello le cui
coordinate si ottengono dai valori dei parametri dedotti nel modo scritto sopra da z1,...,z4.

(b) Per quanto detto nel punto precedente, dato un vettore u = xjuj + -+ + z4uq € U, si ha ¢(u) =
Y1w1 + Yawao + Yyzws, ove

Y1 1 —x1+ X2 — X3+ 24
Y2 | =5 | ®1—T2+ 23— 24
E] —x1+ X2+ T3 — Ty

Le coordinate di ¢(u) sono polinomi lineari omogenei nelle coordinate di w. Si tratta quindi di un’applicazione
lineare e la matrice cercata e

1 -1 1 -1 1
A= au,w(¢) = 5 1 -1 1 -1
-1 1 1 -1
La matrice ha rango 2 e ker¢ = (uy + uz, ug + uy), im¢ = (wy — wy, ws). O

ESERCIZIO 3. SiaV = {vy,...,vs} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2vy — 4vg — 2vy, us = vy — 2v3 + 2v5, uz = v + vy — 8vg — v4 + bus, e sia W il
X14+2Xo+X5=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee { Xo + X3 —2X4 =0
X; —2X3+4X4+ X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si verifichi che V. =U @ W.
Si determinino delle basi per i sottospazi U+ e W+ di V*.
(b) Si determini la matrice oy y(m) dell’endomorfismo m : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U
parallelamente a W. Calcolare il determinante di 3w — 2id?
(c) Sia ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = 7o ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante di id — 297

Svolgimento. (a) Si ha u; + 6us — 2us = 0. Dunque il sottospazio U ha dimensione 2 ed i vettori wuy, usg
ne sono una base. Il sistema che definisce W ha rango 2 (essendo I — 211 = III); le soluzioni formano un
sottospazio di dimensione 3 ed una sua base ¢ data dai vettori wy = 2v3+v4, we = v1 — U5, W3 = 201 — V2 + V3.
Per le relazioni di Grassmann, V =U & W se, e solo se, UNW = (0). Un generico vettore au; + bug di
U soddisfa alle equazioni cartesiane di W se, e solo se, a = b = 0 e cio ¢ sufficiente per concludere.
Infine, si ha Wt = (v + 205 + v, v5 +vi — 2v}) e UL = (v} + v}, 205 — vE,v5 — 205 + vi), ove V* =
{v§,...,vi} ¢ la base duale di V*.

(b) La matrice cercata ¢
1 6 4 —81

0 -1 -12 0
A=ayy(r)=| -2-10-6 12 —2
-1 -6 —4 8 —1
0 -2 -24 0

Lo spazio vettoriale V' ha la base V' = {u1, ua, w1, ws, w3} e, presa una applicazione 5-lineare, alternante e

non nulla, D, si ha

D(ul, Uug, —2UJ1, —27.1)2, —211)3)

det(37 — 2id) = = -8.

D(u17u27w17w27w3)

(¢) Siha
O(P(p)) =mo(modpom)omr=moponm =D(p),

qualunque sia ’endomorfismo ¢. Dunque ®2 = ® e ® & una proiezione. ker® & formato dagli endomorfismi
¢V — V tali che ¢(U) C W e quindi & un sottospazio di dimensione 21 di EndgV. Per la formula delle
dimensioni dimim® = 4 (e im® puo essere identificato con Homg (U, U)). Infine, osserviamo che id — 2® &
la simmetria di asse ker® e direzione im® e come ogni simmetria ha determinante —14mim® — 1, O



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 29 marzo 2011 — Compito B

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? —2iX? — (2 —-i)X +1+i € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. SiaV =U @ W e siano date le basif = {uq,...,us} diU e W = {wy,..., w3} di W su R.

Sia inoltre T il sottospazio di V, T' = (u1 + ug — w1, ug — ug + we — w3, uz + ug + w1, u; — Uz + wo — w3).

(a) Sideterminino equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio T nel sistema di coordinate associato
alla base U/ UW di V. Si mostri che, per ogni vettore u € U esiste un unico vettore v’ € T tale che
u' — u appartenga a W.

(b) Sia ¢ : U — W P'applicazione che manda il vettore u di U in v/ —u, ove v’ € T ¢ il vettore descritto nel
punto precedente. Si verifichi che ¢ ¢ un’applicazione lineare e se ne scriva la matrice nelle basi date.
Si determinino infine nucleo ed immagine di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori u; = 2v; — 2v3 + 4vs, us = 209 + V4 — 205, ug = v1 — 6ve — vy — vy + 8us, e sia Wil
Xo+X3+2X4=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 2X; — X4 — X5 =0
4X1+ Xo+ X3 —2X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si verifichi che V=U & W.
Si determinino delle basi per i sottospazi U+ e W+ di V*.
(b) Si determini la matrice ay y(m) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U
parallelamente a W. Calcolare il determinante di 27 — 3id?
(c) Sia @ : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = m o ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante di id — 27



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 29 marzo 2011 — Compito C

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 +2iX? — (2 —i)X — (1 +1) € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. SiaV =U @ W e siano date le basif = {uq,...,us} diU e W = {wy,..., w3} di W su R.

Sia inoltre T il sottospazio di V, T' = (ug + ug — wa, 41 — ug — w1 + w3, ug + ug + wo, Uz — ug — w1 + w3).

(a) Sideterminino equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio T nel sistema di coordinate associato
alla base U/ UW di V. Si mostri che, per ogni vettore u € U esiste un unico vettore v’ € T tale che
u' — u appartenga a W.

(b) Sia ¢ : U — W P'applicazione che manda il vettore u di U in v/ —u, ove v’ € T ¢ il vettore descritto nel
punto precedente. Si verifichi che ¢ ¢ un’applicazione lineare e se ne scriva la matrice nelle basi date.
Si determinino infine nucleo ed immagine di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori u; = 2vs — 4dvy — 2u5, us = v1 + 2v2 — 2vy4, ug = 3v; + 6v3 + vy — 8vyg — v, € sia Wil
2X1 + Xo + X3 =0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ X7 + Xy — 2X5 =0
Xo+ X3 —2X,+4X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si verifichi che V=U & W.
Si determinino delle basi per i sottospazi U+ e W+ di V*.
(b) Si determini la matrice oy y(m) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U
parallelamente a W. Calcolare il determinante di 47 — 3id?
(c) Sia @ : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = m o ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante di id — 27



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 29 marzo 2011 — Compito D

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X +2iX? — (2+i)X +1—i € C[X].

(a) Si determinino le radici in C del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D
nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione del piano formata
dall’immagine riflessa dei punti interni al triangolo D.

ESERCIZIO 2. SiaV =U @ W e siano date le basif = {uq,...,us} diU e W = {wy,..., w3} di W su R.

Sia inoltre T il sottospazio di V, T' = (ug + uq — w1, u1 — ug — wa + w3, ug + ug + Wi, uz — g — Wo + w3).

(a) Sideterminino equazioni parametriche e cartesiane del sottospazio T nel sistema di coordinate associato
alla base U/ UW di V. Si mostri che, per ogni vettore u € U esiste un unico vettore v’ € T tale che
u' — u appartenga a W.

(b) Sia ¢ : U — W P'applicazione che manda il vettore u di U in v/ —u, ove v’ € T ¢ il vettore descritto nel
punto precedente. Si verifichi che ¢ ¢ un’applicazione lineare e se ne scriva la matrice nelle basi date.
Si determinino infine nucleo ed immagine di ¢.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori u; = 4vy 4 209 — 204, us = 207 — 203 — V5, ug = vy + v2 — 6vg — vg — 3us, e sia Wil
X3+ X4 +2X5=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ X7 —2Xs 4+ X5 =0
2X, —4Xo —X3— X4 =0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed una base per i sottospazi U e W. Si verifichi che V=U & W.
Si determinino delle basi per i sottospazi U+ e W+ di V*.
(b) Si determini la matrice oy y(m) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i vettori su U
parallelamente a W. Calcolare il determinante di 37 — 4id?
(c) Sia @ : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = m o ¢ o w. Si determinino le dimensioni di nucleo ed
immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante di id — 27
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A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? — X? +3X +5 € C[X].

(a) Si verifichi che P(—1) = 0; si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione DNA*(D), ove A : C~\{0} —
C ~ {0} & la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Al variare del parametro ¢ in R, si consideri I'omomorfismo ¢, : R® — R*, di matrice

t—1 0 t+2 0 2
0 t 0 -1 2t-1
1—-¢t -t 3t+6 1 -1
1-¢t 0 —t—-2 0 2t-—-1

Ay =

rispetto alle basi canoniche.

(a) Si determini il rango di ¢; al variare di t € R.

(b) Indicato con w; il vettore 2e; + (4t — 2)eq — (4t + 8)e3 + 4tey € R%, si determini la controimmagine
b7 H(wy), al variare di t € R.

ESERCIZIO 3. SiaV = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2vy — 4vg + 2vy, us = vy — 2vg + 2v5, uz = v1 + Jvg — 8vg — vyg + 6us, e sia Wil
X1 +2Xo+X5=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee { 2X5 + 2X35 —4X, =0
X — X3 +4X4+X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed equazioni cartesiane per i sottospazi U e W. Si determinino
U+ W ed UNW. Sirisponda alle stesse domande supponendo perd che lo spazio V sia definito sul
campo Fy = Z/27Z.
(b) Si determini la matrice ay y(m) € M5(Q) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i
vettori su W parallelamente ad U. Sia n il minimo intero positivo tale che ay y(nm) € M5(Z); si calcoli
il determinante di ¢g = nm — 2id. Che dire del determinante di ¢y pensato come endomorfismo di V' sul
campo Fy = Z/277
(c) Sian l'intero definito sopra e ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = nmo¢ponm. Si determinino le
dimensioni di nucleo ed immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante
di id — 297

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE




Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 04 aprile 2011

Nome Cognome N. Matricola

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X® + X2 +3X — 5 € C[X].

(a) Si verifichi che P(1) = 0; si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione DNA*(D), ove A : C~\{0} —
C ~ {0} & la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Al variare del parametro ¢ in R, si consideri I’omomorfismo ¢, : R® — R*, di matrice

2 0 t4+2 t—-1 0
-1 -t 3t+6 1-t 1
2t—1 t 0 0 -1
2t—-1 0 —-t—-2 1—-t O

Ay =

rispetto alle basi canoniche.

(a) Si determini il rango di ¢; al variare di t € R.

(b) Indicato con wy il vettore 2e; — (4t + 8)ea + (4t — 2)es + 4tey € R?, si determini la controimmagine
b7 H(wy), al variare di t € R.

ESERCIZIO 3. SiaV = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2vy — 4vy + 2v5, us = vg + 2vz — 2u4, uz = v; — vy — 6vg + vy — v, € sia Wil
2Xo+ X3+ X5=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 4X; —2X, —2X, =0
4X1 4+ X3 — X4+ X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed equazioni cartesiane per i sottospazi U e W. Si determinino
U+ W ed UNW. Sirisponda alle stesse domande supponendo perd che lo spazio V sia definito sul
campo Fy = Z/27.
(b) Si determini la matrice ay y(m) € M5(Q) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i
vettori su W parallelamente ad U. Sia n il minimo intero positivo tale che ay y(nm) € M5(Z); si calcoli
il determinante di ¢g = nm — 2id. Che dire del determinante di ¢y pensato come endomorfismo di V' sul
campo Fy = Z/277
(c) Sian l'intero definito sopra e ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = nmo¢ponm. Si determinino le
dimensioni di nucleo ed immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante
di id — 297

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE
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ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 +iX? —3X + 5i € C[X].

(a) Si verifichi che P(i) = 0; si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione DNA*(D), ove A : C~\{0} —
C ~ {0} & la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Al variare del parametro ¢ in R, si consideri I'omomorfismo ¢, : R® — R*, di matrice

-1 t 0 0 2t -1
0 0 ¢t—-1 t+2 2

1 —t 1—-t 3t+6 -1
0 0 1—-t —t—-2 2t—-1

Ay =

rispetto alle basi canoniche.

(a) Si determini il rango di ¢; al variare di t € R.

(b) Indicato con wy il vettore (4t — 2)e; + 2eo — (4t + 8)e3 + 4tey € R%, si determini la controimmagine
by H(wy), al variare di t € R.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2vy — 4vg + 2vy, us = 2v1 — 203 + vs, uz = 6vy — vy — 8vg + v4 + 3us, e sia Wil
X1 +X4+2X5=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee { 4X5 —2X35 —2X5 =0
X1 4+4Xo — X34+ X4 =0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed equazioni cartesiane per i sottospazi U e W. Si determinino
U+ W ed UNW. Sirisponda alle stesse domande supponendo perd che lo spazio V sia definito sul
campo Fy = Z/27Z.
(b) Si determini la matrice ay y(m) € M5(Q) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i
vettori su W parallelamente ad U. Sia n il minimo intero positivo tale che ay y(nm) € M5(Z); si calcoli
il determinante di ¢g = nm — 2id. Che dire del determinante di ¢y pensato come endomorfismo di V sul
campo Fy = Z/277
(c) Sian l'intero definito sopra e ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = nmo¢ponm. Si determinino le
dimensioni di nucleo ed immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante
di id — 297

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE




Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 04 aprile 2011

Nome Cognome N. Matricola

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 —iX? — 3X — 5i € C[X].

(a) Si verifichi che P(—4) = 0; si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come vertici le
radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(¢) Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo D nella
circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione DNA*(D), ove A : C~\{0} —
C ~ {0} & la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Al variare del parametro ¢ in R, si consideri I'omomorfismo ¢, : R® — R*, di matrice

t—-1 0 0 +t+42 2

1-¢t 0 0 —t-2 2¢t-1
1-¢t 1 —t 3t+6 -1
0 -1 t 0 2t -1

Ay =

rispetto alle basi canoniche.

(a) Si determini il rango di ¢; al variare di t € R.

(b) Indicato con w; il vettore 2e; + 4tes — (4t + 8)ez + (4t — 2)es € R%, si determini la controimmagine
by H(wy), al variare di t € R.

ESERCIZIO 3. Sia V = {vy,...,v5} una base dello spazio vettoriale V su Q. Sia U il sottospazio vettoriale
generato dai vettori uy = 2vg + 2vq — 4vs, us = vy + 2vg — 2v5, ugz = vy + 6vs + vy — vy — 8us, € sia Wil
2X1+ Xo 4+ X35=0
sottospazio vettoriale definito dal sistema di equazioni omogenee ¢ 2X; —4X, +2X5=0
Xo+ X3+4X4—X5=0
(a) Si determinino le rispettive dimensioni ed equazioni cartesiane per i sottospazi U e W. Si determinino
U+ W ed UNW. Sirisponda alle stesse domande supponendo perd che lo spazio V sia definito sul
campo Fy = Z/27.
(b) Si determini la matrice ay y(m) € M5(Q) dell’endomorfismo 7 : V' — V che si ottiene proiettando i
vettori su W parallelamente ad U. Sia n il minimo intero positivo tale che ay y(nm) € M5(Z); si calcoli
il determinante di ¢g = nm — 2id. Che dire del determinante di ¢y pensato come endomorfismo di V sul
campo Fy = Z/277
(c) Sian l'intero definito sopra e ® : EndV — EndV definito ponendo ®(¢) = nmogponm. Si determinino le
dimensioni di nucleo ed immagine di ®. E vero che si tratta di una proiezione? Che dire del determinante
di id — 297

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE




Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 8 luglio 2011 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 —2iX? — 2X € C[X].
(a) [4 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.
(b) [4 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.
(c) [2 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione D N \*(D), ove
A:C~ {0} - C~ {0} ¢ la riflessione nel cerchio unitario.

Svolgimento. (a) P(X)=X(X —1—14)(X +1—1) e disegnamo qui sotto il triangolo formato dalle radici.

(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco) s o
1

ry Mz —1z2+2=0, t—1 1+4

ro:(1+d)z+(1—i)z2=0,

rg:(1—4)z+ (14+1)z=0.
(¢) Le immagini delle tre rette tramite la riflessione nel cerchio unitario
sono:

A(r) =51 =5, A (re) = ra, A (r3) = r3.
2 2

La parte ombreggiata del semipiano rappresenta l'insieme D N A*(D). |

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {v1,...,v4}, di V ed una

base, W = {wy,...,ws}, di W
(a) [4 punti] Si determinino, se esistono, le applicazioni lineari ¢ : V. — W che soddisfano alle condizioni

d(vr +v3) = 2wy — w3, @G(v1 —v2) = wr + w3z, G(v2 —v3) = 2wy + w2, G(v1 —vyg) = 4wy + 2wo,

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.

(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (U,V) —
Homg (U, W), I'applicazione a — ¢ o, ove ¢ & una delle applicazioni descritte nel punto precedente (se
esiste). I vero che ker® = Hompg (U, ker¢) e che im® = Homg (U, im@)? (giustificare le risposte). Si
calcoli, in ogni caso, la dimensione dei sottospazi indicati sopra.

Svolgimento. (a) Osserviamo che i quattro vettori, vq + v3,v1 — v2,v2 — v3, VU1 — V4, sono una base di V' e
quindi esiste un’unica applicazione lineare ¢ soddisfacente alle condizioni date. Inoltre

¢(27}1) = ¢(v1 + 1)3) + (v — 1)2) + P(vg — v3) = 4wy + 2wo;

da cui si deduce:

Plon) = 2w+, 2 2 0 -2
d(v2) = d(v1) — P(v1 — v2) = 2w1 — ws, o _ o
Blos) = B0 +v5) — B(n) = —wp —wy, O AT ow@=1 100 1
d(va) = ¢(v1) — d(v1 — v4) = —2wy — wo.

che & una matrice di rango 2 e si ha ker¢ = (v — vy + v3,v1 + v4), iIMmP = 2wy + wa, 2wy — w3).

22
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(b) Siha ¢oa =0 se, esolo se, ima C ker¢; quindi ker ® = Homgp (U, ker ¢), di dimensione 2k. D’altro canto,
se ) = ¢ o € im P, allora necessariamente imvy C im¢ e quindi ¢ € Homg (U, im¢). Se poi ¢ : U — W
soddisfa alla condizione imv C im¢ (e quindi si identifica con un elemento di Homg (U, im¢)), si consideri
una base U = {uq,...,ux} di U. Allora si scelgano dei vettori vy,...,vx in V tali che ¢(v;) = ¥(u;) per
t=1,...,k e cosl & ben definita un’applicazione lineare, « : U — V, tale che a(u;) =v; peri=1,...,k. Si
ha percio ¢ = ¢ o« e quindi ¥ € im® = Homg (U, im¢), di dimensione 2k. |

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<y lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X2} la base canonica di V e con B* = {8, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V, si consideri I'applicazione pp : V' — R, definita ponendo

1
ep(Q(X)) = /0 P(z)Q(z)dz al variare di Q(X) € V.

(a) [4 punti] Si verifichi che op € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che I'applicazione
¢ :V — V* che manda P(X) su ¢p é un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ag g~ () e si dica se ¢ ¢ invertibile.

(c) [4 punti] Si dica se esiste un polinomio P(X) € V tale che

Q) :/O P(2)Q(x)dx per ogni Q(X) € V.

In caso affermativo si determini P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

Svolgimento. (a) Dalle proprieta dell’integrale definito si ricava che pp € V* e che Papplicazione ¢ ¢ lineare.
Ad esempio, l'identita

op(01Q1(X) + a2Qa(X)) = / P(2) [0 Q1 (2) + 42Qs ()] dic =
1 1
= / P(2)Qu () + a3 / P(2)Qa(a)dr = a10p(Q1(X)) + azpop(Qa(X)).

valida qualunque siano Q1(X), Q2(X) € V ed a1,as € R, permette di concludere che ¢p appartiene a V*.
La verifica del fatto che ¢ € lineare usa un’analoga identita.

(b) In base alle proprieta delle basi duali, per ogni vettore v* € V*, si ha v* = (v*01)dp + (v* 0 X)d1 + (v* o
X?)65. Quindi dalle relazioni

1 1 1
s01(1)=/0 dr=1, 901(X)=<PX(1)=/0 ade = 1, 801(X2):<PX(X):<PX2(1)=/0 Pz =1,

1 1
wx(X2)=s0x2(X)=/ adr =1, <px2(X2)=/ wide = 1,
0 0

si ricava che
p1="00+ 301 + 502, px = 500+ 501 + 102, @xz = 500 + 101 + £0a.

1 1/21/3
Dunque A = app-(p) = (1/2 1/3 1/4>. Con un calcolo diretto si ottiene det ag p«(¢) = ﬁ e quindi ¢ &
1/31/41/5

invertibile.

(c) L’applicazione £1/5 : Q(X) — Q(3) & un elemento di V* e si ha 15 = Jo + 361 + 102. Poiché

¢ ¢ invertibile, esiste (un unico) polinomio P(X) = ag + a1X + a2 X? in V tale che pp = e1/5. Per
aop 1

trovarne i coefficienti, basta quindi risolvere il sistema lineare A <a1> = (1/ 2), da cui si ricava Q(X) =
az 1/4

—3 4+ 15X — 15X2. O
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ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 +2iX? — 2X € C[X].

(a) [4 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) [4 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Zz.

(¢) [2 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione D N A*(D), ove
A: C~ {0} — C~ {0} ¢ la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {v1,...,v4}, di V ed una
base, W = {ws,...,ws}, di W.
(a) [4 punti] Si determinino, se esistono, le applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle condizioni

d(va +v4) = 2wy — w3, P(v1 —v4) = —wy — w3, G(vy —v2) = wy + 2wz, (v —v4) = —2w; — dwo,

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.

(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (U,V) —
Homg (U, W), lapplicazione « — ¢ o «, ove ¢ & una delle applicazioni descritte nel punto precedente (se
esiste). E vero che ker® = Homg (U, ker¢) e che im® = Homg (U, im¢)? (giustificare le risposte). Si
calcoli, in ogni caso, la dimensione dei sottospazi indicati sopra.

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X?} la base canonica di V e con B* = {dy, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V, si consideri 'applicazione ¢p : V — R, definita ponendo

0
ep(Q(X)) = [1 P(z)Q(x)dx al variare di Q(X) € V.

(a) [4 punti] Si verifichi che ¢p € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che I’applicazione
¢ : V — V* che manda P(X) su ¢p ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ap g~ (p) € si dica se ¢ € invertibile.

(c) [4 punti] Si dica se esiste un polinomio P(X) € V tale che

0
Q(_%) = / P(z)Q(z)dx per ogni Q(X) € V.

-1

In caso affermativo si determini P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE
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ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X? — 2X? + 2X € C[X].

(a) [4 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) [4 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Zz.

(c) [2 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione D N A\*(D), ove
A: C~\ {0} — C~ {0} ¢ la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {vy,...,v4}, di V ed una
base, W = {w1,...,ws}, di W.
(a) [4 punti] Si determinino, se esistono, le applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle condizioni

d(vg+v4) = —wy +2ws3,  G(v1 —v3) = —wi —wa, (v —v4) = wa+2wsz, P(v2 —v3) = —2wy — 4ws,

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.

(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (U,V) —
Homg (U, W), Papplicazione o — ¢ o, ove ¢ & una delle applicazioni descritte nel punto precedente (se
esiste). B vero che ker® = Homg (U, ker¢) e che im® = Homg (U,im¢)? (giustificare le risposte). Si
calcoli, in ogni caso, la dimensione dei sottospazi indicati sopra.

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X2} la base canonica di V e con B* = {§y, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V| si consideri 'applicazione pp : V — R, definita ponendo

1
ep(Q(X)) = / P(z)Q(z)dx al variare di Q(X) € V.
0
(a) [4 punti] Si verifichi che pp € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che 'applicazione
¢ : V — V* che manda P(X) su ¢p ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ag g+ (@) e si dica se ¢ ¢ invertibile.
(c) [4 punti] Si dica se esiste un polinomio P(X) € V tale che

1
Q(%) = /0 P(2)Q(x)dx per ogni Q(X) € V.

In caso affermativo si determini P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE
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ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = X3 +2X? + 2X € C[X].

(a) [4 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) [4 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Zz.

(¢c) [2 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione D N A*(D), ove
A: C~ {0} — C~ {0} ¢ la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {v1,...,v4}, di V ed una
base, W = {w1,...,ws}, di W.
(a) [4 punti] Si determinino, se esistono, le applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle condizioni

d(v1 +v2) = 2wy —wa, (v —v4) = w2 +wsz, G(v1 —v4) = —2w1 — wz,

¢(ve — v3) = 4wy + 2ws,

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.
(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (U,V) —
Homg (U, W), lapplicazione « — ¢ o «, ove ¢ & una delle applicazioni descritte nel punto precedente (se
esiste). E vero che ker® = Homg (U, ker¢) e che im® = Homg (U, im¢)? (giustificare le risposte). Si

calcoli, in ogni caso, la dimensione dei sottospazi indicati sopra.

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X?} la base canonica di V e con B* = {dy, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V, si consideri 'applicazione ¢p : V — R, definita ponendo

0
ep(Q(X)) = [1 P(z)Q(z)dx al variare di Q(X) € V.

(a) [4 punti] Si verifichi che ¢p € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che I’applicazione
¢ : V — V* che manda P(X) su ¢p ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ap g~ (p) € si dica se ¢ € invertibile.

(c) [4 punti] Si dica se esiste un polinomio P(X) € V tale che

0
Q(_%) = / P(z)Q(z)dx per ogni Q(X) € V.

-1

In caso affermativo si determini P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE




Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
prova scritta del 25 agosto 2011 — Compito A

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = (X — 1 —1)[X? — (3 + 3i)X + 5i] € C[X].

(a) [3 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) [3 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) [4 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione \*(D), ove X :
C ~ {0} — C~ {0} é la riflessione nel cerchio unitario.

Svolgimento. (a) P(X) = (X —-1—14)(X —2—14)(X —1—24) e disegnamo qui sotto il triangolo formato dalle

radici.
(b) Le rette sono (cfr. il disegno a fianco)
ry iz —1Z2+2=0, 149
roiz+2z—-2=0,
rg:(1—i)z+ (1+14)z—6=0. ol 2t
(¢) Le immagini delle tre rette tramite la riflessione nel cerchio unitario
sono le tre circonferenze: \ "3
T2
i 1 1 1 1414 1
A" — === A" =lz—=|=< A" =|z— = —.
(i f-gl=g Noo=-g=5 vl =
Osservando che
iz—iz+2<0 22+ i2—42<0
D:q z242-2>0 equindi  A(D):{ 2Z2—32—32<0 |
(1-i)z+(1+49)z—-6<0 2Z— -z >0
si conclude che la regione ombreggiata all’interno del cerchio unitario rappresenta A*(D). O

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {v1,...,v4}, di V ed una
base, W = {wy, ..., w3}, di W.
(a) [4 punti] Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle condizioni

¢(’U2 + 1)4) = 2¢)(’U1 + ’02) = 2101 + 211)2 + 211)3, ¢(U2 — U4) = 2¢(Ug — Ug) = 2w1 — 4’LU37

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.

(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (W,U) —
Homg (V,U), I'applicazione o — « o ¢, ove ¢ & una delle applicazioni descritte nel punto precedente. Si
calcolino, in ogni caso, le dimensioni dei sottospazi ker® ed im® (giustificare le risposte).

(c) [4 punti] Sia U = {us,...,ur} una base di U e indichiamo con r il rango di ¢. Si fissi una base
V' ={vi,...,v}} di V completando una base v, 1, ...,vy di ker¢ e Si fissi una base W' = {wy, ..., w5}
di W completando la base wj = ¢(v),...,w, = ¢(v].) di im¢. Si scrivano le matrici ey () al variare
di o € ker® e le matrici oy () al variare di § € im®.

Svolgimento. (a) Osserviamo che i quattro vettori, vy + va,va — v3, V2 — v4, VU3 + v4, sono una base di V' e

quindi esiste un’unica applicazione lineare ¢ soddisfacente alle condizioni date. Inoltre
P(v1) = —w1 + 2wz, P(v2) = 2wy + wa — w3, o —b2
equindi A=apw(p)=1 0 1

1
1
¢(vs) = w1 +wz +ws,  P(va) = w2 + 3ws. 9 1

w = o

-1
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che & una matrice di rango 2 e si ha ker¢ = (201 + vy — vy4, V9 — 203 + v4), iMmP = (w1 + we + w3, w1 — 2w3).
(b) Fissiamo dei sottospazi complementari e scriviamo W = Wy @ im¢ e V = Vy @ ker . Un omomorfismo
a : W — U appartiene al nucleo di ® se, e solo se, la sua restrizione ad im¢ ¢ identicamente nulla (im¢ C
ker ). Quindi possiamo identificare ker ® con Homg (Wy, U), che ha dimensione k, dato che dimg Wy = 1.
Un omomorfismo 3 : V — U appartiene all'immagine di ® se, e solo se, la sua restrizione a ker¢ ¢ identica-
mente nulla (im¢ C kera). Quindi possiamo identificare im ® con Homg (Vp, U), che ha dimensione 2k, dato
che dimg Vy = 2().

(¢) Per quanto visto nel punto precedente, gli elementi di im® sono applicazioni lineari che mandano a zero
gli ultimi due vettori della base V', e quindi le matrici ayr 14(5) al variare di § € im®, sono tutte e sole le
matrici di Mgx4(R) con le ultime due colonne identicamente nulle. Analogamente, gli elementi di ker @, sono
applicazioni lineari che mandano a zero i primi due vettori della base W', e quindi le matrici ayy 14(c) al

variare di o € ker @, sono tutte e sole le matrici di Myy«3(R) con le prime due colonne identicamente nulle.
O

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<3 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X?} Ia base canonica di V e con B* = {Jy, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V, si consideri I'applicazione pp : V — R, definita ponendo

ep(Q(X)) =P(1)Q(1) + P(-1)Q(-1) al variare di Q(X) € V.

(a) [4 punti] Si verifichi che pp € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che 'applicazione
¢ :V — V* che manda P(X) su ¢p é un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ap g~(p) e se ne calcolino nucleo ed immagine. Si dica se esiste un
polinomio P(X) € V tale che

9(Q(X)) = Q'(0) = ¢p(Q(x)) per ogni Q(X) €V,

ove Q'(0) ¢ la derivata del polinomio Q(X), calcolata in X = 0. In caso affermativo si determinino tutti
i possibili P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

Svolgimento. (a) Entrambe le proprieta si verificano con un calcolo diretto. Ad esempio, I'identita

op(a1Q1(X) + a2Q2(X)) = P(1) [a1Q1(1) + a2Q2(1)] + P(=1) [a1Q1(—1) + a2Q2(-1)] =
= a1 [P(1)Q1(1)P(=1)Q1(=1)] + a2 [P(1)Q2(1) P(=1)Q2(-1)] =
= a19p(Q1(X)) + a2¢p(Q2(X)),

valida qualunque siano Q1(X), Q2(X) € V ed a1,a2 € R, permette di concludere che pp appartiene a V*.
La verifica del fatto che ¢ € lineare usa un’analoga identita.

(b) Dalle relazioni

e1(1) =2,  @1(X)=px(1)=0,  ©1(X?)=px(X)=px2(1) =2,
px(X?) = px2(X) =0, px2(X?) =2,

si ricava che
@1:250+262, QDX:251, Yx2 :26Q+252

202
Dunque A = agp-(¢) = | 020 |, & una matrice degenere e imp = (Jg + 2,91, kerp = <1 — X2>.
202
L’applicazione 9y(Q(X)) = Q'(0) & un elemento di V* e si ha §y = é; € imyp. Quindi, il polinomio
P(X)= %X in V soddisfa alla condizione ¢p = 0y cosi come la soddisfano tutti i polinomi che si ottengono
sommando a P(X) un elemento di ker¢p, ovvero i polinomi a + %X +aX? al variare di a € R. g

~

M si pud osservare che Wy = W/im¢ = coker¢ e Vo = V/ker¢p = coim¢. Quindi, si pud anche scrivere im® =
Homg (coim ¢, U) e ker ® = Homg (coker ¢, U)



Esame di Geometria 1 — parte I (laurea in Matematica)
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Nome Cognome N. Matricola

ESERCIZIO 1. Si consideri il polinomio P(X) = (X +1 —i)[X? + (3 — 3i)X — 5i] € C[X].

(a) [3 punti] Si determinino le radici del polinomio P(X) e le si disegni nel piano di Gauss.

(b) [3 punti] Si determinino le equazioni delle rette (reali) che formano i lati del triangolo, D, avente come
vertici le radici di P(X) e si scrivano tali equazioni in termini delle coordinate z e Z.

(c) [4 punti] Si determinino centri e raggi delle circonferenze che si ottengono riflettendo i lati del triangolo
D nella circonferenza unitaria. Si disegnino tali circonferenze e si evidenzi la regione A*(D), ove A :
C ~ {0} — C~ {0} & la riflessione nel cerchio unitario.

ESERCIZIO 2. Siano V e W spazi vettoriali reali e siano fissate una base, V = {v1,...,v4}, di V ed una
base, W = {w1,...,ws}, di W.
(a) [4 punti] Si determinino le applicazioni lineari ¢ : V' — W che soddisfano alle condizioni

d(v1 + v3) = 2¢(v3 + v4) = 2wy + 2wy + 2ws, d(v1 — v3) = 2¢(v2 — v3) = —2w; + 4dwo,

e se ne scriva la matrice nelle basi date. Si determinino inoltre nucleo ed immagine di tali applicazioni.

(b) [4 punti] Sia U uno spazio vettoriale reale di dimensione k ed indichiamo con ® : Homg (W,U) —
Homg (V,U), Papplicazione o — « o ¢, ove ¢ ¢ una delle applicazioni descritte nel punto precedente. Si
calcolino, in ogni caso, le dimensioni dei sottospazi ker ® ed im® (giustificare le risposte).

(c) [4 punti] Sia U = {ug,...,ux} una base di U e indichiamo con r il rango di ¢. Si fissi una base
V' ={vi,...,v}} di V completando una base v, 1, ..., v} di ker¢ e Si fissi una base W' = {w, ..., w5}
di W completando la base w] = ¢(v}), ..., w. = ¢(v.) di im¢. Si scrivano le matrici aw () al variare
di o € ker @ e le matrici ayr 14(3) al variare di 8 € im®.

ESERCIZIO 3. Sia V = R[X]<2 lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali di grado minore o
uguale a 2, ed indichiamo con B = {1, X, X2} la base canonica di V e con B* = {8y, 61,02} la base duale di
V*. Dato un polinomio P(X) € V, si consideri 'applicazione ¢p : V — R, definita ponendo

ep(Q(X)) = P(2)Q(2) + P(—2)Q(—2) al variare di Q(X) € V.

(a) [4 punti] Si verifichi che ¢p € V*, qualunque sia il polinomio P(X) in V. Si verifichi che I’applicazione
¢ : V — V* che manda P(X) su ¢p ¢ un omomorfismo di spazi vettoriali reali.

(b) [4 punti] Si determini la matrice ap (@) e se ne calcolino nucleo ed immagine. Si dica se esiste un
polinomio P(X) € V tale che

9 (Q(X)) = Q'(0) = ¢p(Q(x)) per ogni Q(X) €V,

ove Q’'(0) ¢ la derivata del polinomio Q(X), calcolata in X = 0. In caso affermativo si determinino tutti
i possibili P(X); in caso negativo si dimostri perché non possa esistere.

NON SCRIVERE NELLO SPAZIO SOTTOSTANTE




