Forme multilineari alternanti e prodotto esterno

Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo C. Per ogni intero k, 2 < k < n, indichiamo
con A*(V) lo spazio vettoriale delle funzioni, F': V¥ — C, k-lineari ed alternanti; cioe le funzioni lineari in
ciascuna delle k variabili e che si annullano non appena due tra gli argomenti coincidono (cf. §.4.1 del libro).
Per k = 1, possiamo considerare A*(V) = Hom¢ (V,C) (ogni applicazione lineare § : V. — C pud essere
considerata alternante, non essendoci la possibilita di ‘argomenti ripetuti’). Nella definizione di determinante
si utilizzano gli elementi dello spazio A™(V) (n = dim V'), che ha dimensione 1, o meglio, le sue basi, che sono
le forme n-lineari alternanti non identicamente nulle e che forniscono un “test” per valutare se n vettori di V'
sono linearmente indipendenti (cf. Proposizione 4.1.6 del libro). In queste pagine, vogliamo mostrare qualche
ulteriore proprieta degli spazi Ak(V) e di come si possa associare ad un applicazione lineare ¢ : V — W
delle applicazioni lineari A¥(¢) : A¥(W) — A¥(V), al variare di k, e come queste contengano informazioni
sull’applicazione ¢ da cui sono determinate.

Cominciamo con l'introdurre alcune notazioni sui multiindici che saranno indispensabili nel seguito.

Definizione. Siano n e k due interi non-negativi. Indichiamo con %" l'insieme di tutte le funzioni I :

{1,...,k} = {1,...,n} che siano strettamente crescenti [ovvero z <y = I(z) < I(y)].

E chiaro che #.77" = (Z) ovvero che vi sono tante funzioni crescenti da {1,...,k} su{1,...,n}, quanti
sono i sottoinsiemi di {1,...,n} con k elementi. In particolare, % = @ se k > n. Ad esempio, .5 ¢
costituito dalle tre funzioni I, J e K, definite da I(1) = 1, I(2) = 2; J(1) = 1, J(2) = 3; K(1) = 2,
K(2) =3.

Cio detto, vogliamo dimostrare la seguente.

Proposizione. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo C. Lo spazio vettoriale A*(V) ha

dimensione (Z) e k vettori wy, ..., wy di V sono linearmente dipendenti se, e solo se, D(wy, ..., wg) = 0 per

ogni D in una base di A*(V).

dim. Sia D un elemento di A*(V) e sia fissata una base V = {vy,...,v, } di V. Dati dei vettori wy, ..., ws
inV,sihaw; = Z?:l ai;vi, per 7 =1,..., k. Quindi per la multilinearita di D, si ha

n n
D(wl,...,wk) _D< E A1V 0oy E aikkvl—k> = E (17;11"'aikkD(’Uil,...,Uik).
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Ricordando che D & alternante, D(v;,,...,v;,) = 0 se qualcuno degli indici i1, ...,% si ripete e, a meno
di cambiare il segno di D(v;,,...,v; ), possiamo sempre riportarci al caso in cui la sequenza iq,..., i €

strettamente crescente e definisce quindi un elemento di .#;". Possiamo percio scrivere:
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da cui si vede che D & completamente determinata dai valori, D(vy(y),...,vrm)), al variare di I in 7.
Quindi, A*(V) ha dimensione (Z) ed una sua base ¢ costituita dalle funzioni D : V¥ — C, definite dalle
condizioni D (vr1y, ..., vrk)) = 017, al variare di I e J in .#. In particolare, da quanto detto si vede come
ad ogni base di V si possa associare una base di A*(V).

Abbiamo gia visto che su una k-upla di vettori linearmente dipendenti si annulla ogni funzione k-lineare
alternante (cf. Proposizione 4.1.4 del libro). Viceversa, dati k vettori linearmente indipendenti, wy, ..., wg,
possiamo completarli ad una base W = {wy, ..., w, } di V e quindi esiste una funzione G € A*(V') tale che
G(wy, ..., w;) =1 (ad esempio una delle funzioni della base di A*(V) associata alla base W di V). Quindi
non & possibile che tutte le funzioni di una qualunque base di A*(V) si annullino in wy, ..., wy, e cio dimostra
I'ultima parte dell’enunciato. CVD O

Possiamo quindi enunciare quanto visto nel corso della dimostrazione, ovvero

Corollario. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo C eV = {v1,...,v, } una sua base. La
applicazioni alternanti Dy : V¥ — C, definite dalle condizioni Dy(vrays - -+ vik)) = 01, al variare di I e J
in A" formano una base 9 ={D; |J € " } di A¥(V).

Fissata una base, per associare a un vettore le sue coordinate o per scrivere la matrice di un’applicazione
lineare occorre aver fissato un buon ordinamento con cui prendere gli elementi della base. Una possibilita
per fissare un buon ordine nell” insieme .#;" consiste nel prendere 1’ordine lessicografico, ovvero si pone I < J
in S se esiste un indice i € {1, ..., k}, tale che I(¢) = J(i) per ogni ¢ < iy ed I(ip) < J(io).



Esercizio. Sia V' uno spazio vettoriale su Q e siano V = {v1,...,v4} e W = {w1,...,wa } due basi, legate dalla matrice di
100 1
9 ) Si determinino le basi di A2(V), I = {D] |I € I }, associata a

cambiamento di base A = ayy y(id) = (
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Ve¥ = { Gr | Ie f24 }, associata a W e si scriva la matrice di cambiamento di base a@’g(id). Stessi calcoli per gli spazi
A3(V) e AX(V). O
Esercizio. Mettere in ordine lessicografico gli elementi di f;’, f24, f; e ]35. O

Ad ogni spazio vettoriale, V, su C, si pud quindi associare la collezione di spazi vettoriali A*(V), formati
dalle applicazioni multilineari e alternanti su V, a valori in C. Alle applicazioni lineari tra spazi vettoriali,
restano associate applicazioni lineari tra gli spazi di funzioni alternanti.

Definizione. Siano V e W due spazi vettoriali su C di dimensioni n ed m, rispettivamente, esia ¢ : V. — W
un’applicazione lineare. Per ogni valore di k, & definita I’applicazione lineare, A*(¢) : A¥(W) — A¥(V), che
associa alla forma alternante G € A*(W) la forma alternante G® € A*(V), definita da

G?(uy, ..., up) = G(éd(uy), . .., dlu)), qualunque sia (ug, ..., u;) € VF.

Osserviamo in particolare che, se k > rk ¢, comunque si scelgano (u1, ..., ux) € V¥, ivettori ¢p(u1),. .., d(ux)
sono linearmente dipendenti, e quindi G?(uy,...,ux) = 0 per ogni G in A*(W). Dunque, A*(¢) puod essere
diversa dalla funzione identicamente nulla solo quando k < rk¢. Se rk¢ = r, esistono r vettori, uq,...,u,,
tali che i vettori ¢(uq), ..., d(u,) siano linearmente indipendenti. Per quanto visto nella Proposizione prece-
dente, esiste una forma k-lineare alternante Gy € A"(W), tale che Go(¢(uq), ..., d(u,)) # 0 e quindi Gg #£0
e di conseguenza I'applicazione A"(¢) # 0.

Vediamo la cosa dal punto di vista delle matrici. Fissate una base V = {v1,...,v, } di V ed una base
W ={wi,...,wy} di W, possiamo associare a ¢ : V. — W la matrice A = ay w(¢). Per ogni valore di k,
possiamo associare alle basi date, una base 2 = { Dy | I € % } di A¥(V) ed unabase 9 = {Gy |H € 9" }
di A¥(W), ove le forme alternanti sono definite dalle condizioni D; (V1) -+ Vy@k)) = 01, al variare di I e
Jin 7 (visp. Gu(wia),- - Wk (k) = OuK, al variare di H e K in #"). Vogliamo cercare di descrivere le
relazioni che intercorrono tra le entrate della matrice A e quelle della matrice a5 (A¥(¢)). Sia quindi dato
Gy €9 e J € 7" ed andiamo a calcolare la forma A*(¢)(Gy) = G?I su (vy(1y,--->v0)) € VE.

G?](”J(l)a e aUJ(Ic)) = GH(¢(UJ(1))7 cee 7¢(UJ(k))) =

= GH <Z a’th(l)w’il;' cey Z aikJ(k)wik) =
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> (Z (seno)ax (o(1)).s) - "aK<o<k>>,J<k>> Gu(wk), - WK k) =
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Z (SgnU)aH(au)),Ju) ©GH (o (k)),J (k)
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ove I'ultima uguaglianza discende dal fatto che Gy (wg (1), ..., Wk k) = 0m Kk, mentre le uguaglianze prece-
denti sono conseguenze del fatto che Gy € multilineare ed alternante. Quindi, posto

bjg = Z (SgHU)GH(a(l)),J(n o AH (o (k)),J (k)
gEY

al variare di J in £, possiamo scrivere A*(¢)(Gp) = Jegn by aDy. In particolare, si puo osservare che
k
by m € il determinante della sottomatrice quadrata, di ordine k, che si ottiene da A prendendo gli elementi

posti all’intersezione tra le righe H(1),..., H(k) e le colonne J(1),...,J(k) (ovvero il minore estratto da A
tramite la scelta delle righe e colonne indicate).

Esercizio. Sia ¢ : V — V un endomorfismo (e quindi V = W), e si consideri la stessa base V = {v1,...,vn } in partenza ed in

arrivo. Si verifichi che applicazione lineare A™(¢) : A™(V) — A™(V) altro non & che la moltiplicazione per det ¢.

Esercizio. Siano V e W spazi vettoriali su Q e siano fissate le rispettive basi V = {v1,...,va} e W = {w1,...,w3 }. Sia
10 0 1

¢ : V — W lapplicazione lineare di matrice A = ap w(¢) = ( 120 31)' Fissate le basi , ¥ = { Dy | Ie g} } di A%2(V),

associata a V, e ¥ = {Gl ‘ Ie /3 } di A%(W), associata a W, si scriva la matrice ag g (A?(¢)). Stessi calcoli per A3(¢).
Infine, se un’applicazione ¢ : V' — W ha rango 7, si mostri che il rango di A*(¢) & uguale a (;) Il

Alla collezione di spazi A*(V), per k = 1,...,n, si aggiunge di solito lo spazio A°(V) = C e I'applicazione
A%(¢) & uguale all’identita per ogni omomorfismo ¢.



Per quanto visto, data una base V = {wvy,...,v, } di V, resta determinata una base di,...,d, di
AY(V) (la base duale) definita ponendo d;(v;) = §; ;, per ogni i, in {1,...,n}. Vogliamo studiare lo spazio
n

vettoriale A(V) = @ AR (V) e il seguito di questi fogli & dedicato a mostrare la seguente
k=0

Proposizione. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su C. Esiste un prodotto (non-commutativo)

(A, 1) = XA, tra gli elementi di A(V) = @ AF (V') che lo rende un’algebra graduata su C, ove gli elementi
k=0

di grado k di A(V') sono gli elementi di A* (V), per ogni k =0,...,n. In particolare, A(V') & generata come
algebra dagli elementi di grado 1. Ovvero, indicata con dy,...,d, una base di A*(V) = Hom¢ (V,C), ogni
elemento, w di A*(V) si scrive nella forma

w = Z Cl]d[(l) VANRERWAN d](k),
resy

al variare dei coefficienti ay in C.

Dire che si ha un’algebra graduata, significa dire che il prodotto di un elemento di A”(V) per un elemento
di A*¥(V) da un elemento di A"**(V) (ove si prenda A*(V) = (0) per t > n). Il prodotto per elementi di
A%(V) = C coincide con il prodotto per scalari in ciascuno degli spazi vettoriali A¥(V'), andiamo a definire
il prodotto per elementi di grado positivo.

Per procedere abbiamo bisogno di introdurre qualche ulteriore notazione sui multiindici.
Definizione. Siano h, k, n interi positivi.

(a) Date due funzioni I : {1,...,h} — {1,...,n} e J : {1,...;k} — {1,...,n} (non necessariamente
crescenti) si definisce la funzione

I(x) sel<z<h

IvJ:{l,...,h+k}—={1,...,n}, ponendo[\/J(x):{J(x_h) ehtl<z<hik

(b) Se I € A7, J e F eimINimJ = @ (e quindi n > h + k), esiste un’unica permutazione, o € Xj 4,
tale che (I vV J)oo € 47 . In tal caso, scriveremo sgn(/ V J) per indicare sgno

Si osservi che, se n = h + k, allora I VJ € X, e la definizione di sgn(I V J) coincide con 1'usuale
definizione di segnatura. Lasciamo al lettore il compito di verificare che, nelle ipotesi di (b), si ha

sgn(IV J) = (=1)" sgn(J Vv I). (%)

Inoltre, date I € ﬂ,ﬁ”‘k, J e fkh"’k, Ie ij‘,f‘”, K e flh“”'l, conimI’'NimK = @ ed imI NimJ = & si
ha
sgn((I'oI)V(I'oJ)VK)=sgn(IV J)sgn(I'VK).

Definizione. Data l € f,f”k esiste un’unica funzione ¢l € fkf”k, tale che I'Vel € ¥y, 1. La corrispondenza
c: IR 7R g biunivoca e si ha cel = I,

Date Ip € f}i”“k ed I € ﬂfj,f”, il lettore ¢ invitato a verificare che si ha (I3 o Iy) V (I3 o clp) V cly €
Yhaktl, €

sgn((Iy o Ip) V (Iy o cly) V ely) = sgn(ly V clp)sgn(ly V cly). (xx)

Sullo spazio A(V) = @)_, A¥(V) si definisce un prodotto (il prodotto esterno) di due forme alternanti,
Fe AMV)e G e A¥(V), come la funzione F A G € A" #(V), definita da

FAGwy,...,whtk) = Z sgn(IVcl)F(wiay, .- win))G(Wer1ys - - - Wer(k))

Ieglth
al variare di (wi,...,wner) € V**. D'ora in poi, per brevita, scriveremo w; per indicare la h-upla
(wr(1y, -+ wr(ny), al variare di I € fé”k (e, pitt in generale, per ogni funzione I : {1,...,h} = {1,...,h +
k}); analogamente, scriveremo wy, con o € Ypqy, per indicare (wy(1), ..., Wo(h4k)). Dimostreremo che

F A G € AMF(V) e che il prodotto esterno gode delle seguenti proprieta

k o
(71)2].:110)7].

(T) Lasciamo al lettore il compito di verificare che sgn(I V ¢l) =
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FAG=(-1)"GAF perogni Fe A"(V),e G e A*(V);

o (F+F)YNG=FANG+F NG, per ogni F, F' € A"(V) e G € A¥(V);

(aF)ANG =F A (aG) = a(F AG), per ogni F € A"(V), G € A¥(V), a € C;

(FAG)ANH =F A(GAH), per ogni F € AMV), G € A¥(V), H € AYV).

Cominciamo col verificare che F A G € AMF(V). Sia w = (wy,...,wpx) € VITF e sia fissata una
permutazione o € Y, . Allora

FAGw,) = Z sgn(IV el)F(woor)G(Wooer )-

Ieghtk

Detto I’ 'unico elemento di ﬂ,f”k tale che imI’ = im (o o I), allora imcI’ = im(o o ¢l) e ci sono due
permutazioni, a; ed ag che riordinano 'immagine di 0 o I e di o o ¢I. Dunque (sgnaj)(sgnas)sgn(I’ vV
cl’) = (sgno)sgn(l V cI) perché entrambe queste permutazioni riordinano (o o I) V (o o ¢l); e inoltre,
F(wgor) = (sgnoy) F(wr) € G(weoer) = (sgnag)G(xcrr) perché F' e G sono alternanti. Si conclude che

F AG(wy) = sgno Z sen(I' V') F(wp )G(wer) = (sgno)F A G(w).

h
I'es}

Passiamo ora a verificare le proprieta del prodotto esterno. Per quanto visto in (x), sgn(cl V I) =
(—=1)"sgn(I V cI), qualunque sia I € ™. Quindi si ha

GAF(w) = Z sgn(JV eJ)G(wy)F(wey) = Z sgn(cl vV I)F(wr)G(wer) = (~1)"™F A G(w).
Jeghtk Ieghtk
La distributivita del prodotto esterno rispetto alla somma e la sua compatibilita col prodotto per costanti

¢ immediata. Resta da verificare la proprieta associativa.
Si ha (si ricordi (**) per le segnature)

(FAG)NHw)= Y sgn(IVel)(FAG)(wr)H(wer) =

ht k41
ITes, 7}

Z Z sgn(IV csgn(JV cJ)F(wiog)G(wroes)H(wer) =

TegHEt Jesith

S Y sen((To )V (Toc])Vel)F(wros)G(wrees)H (wer).

h+k-+41 h+k
Ies) it jes)

Analogamente

FAGANH)w)= > sen(I'Vel')F(wp)(GAH)(we) =
Peglit!

Z Z sgn(I' vV el)sgn(J'V eJ")F(wp)G(werrog ) H (Werrocyr) =

h+k+1 k41
et jreg)

Z Z sgn(I'V (cI' o J)V (eI’ o eJ))F(wp)G(werro ) H (Weproes)-

h+k+1 k41
Ies) Jes)

Il numero degli addendi nelle due somme ¢ lo stesso e, fissata una coppia di (multi-)indici I, J come sopra,
esiste un’unica coppia (I’,J’) tale che I' = ToJ e I ocJ = ¢I’ o J'; in tal caso, necessariamente si ha
cl = cl’ ocJ' e quindi le due somme coincidono.

Sono cosi dimostrate le proprieta del prodotto esterno e resta da dimostrare che ’algebra eseterna e
generata dagli elementi di grado 1..

Sia data una base V = {v1,...,v, } di V e consideriamo la base di,...,d, di AL (V) = Hom¢ (V,C)
descritta sopra. Osserviamo che, in base alle definizioni date, d; Ad; : V x V — C e I’applicazione bilineare
alternante che manda la coppia (w1, w2) su d;(w1)d;(we) —d;(w2)d;(w1) e quindi si tratta di un’applicazione
non nulla [vale 1 sulla coppia (v;,v;)]. Se consideriamo le coppie d; Ad; per 1 < i < j < n, & facile verificare
che si tratta di una base di A%(V). Infatti, data un’applicazione bilineare alternante, G : V. x V. — C, e
posto gi; = G(vs,v;), per 1 <1i < j < n, si ha che

Gv,w) = Z gijdi N dj(v, w)

1<i<j<n
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per ogni coppia (v,w) € V x V e inoltre, i prodotti d; Ad; per 1 <i < j <n, sono linearmente indipendenti,
perché
Z b”dl A dj =0 implica 0= Z bijdi AN dj (’Uio7 Ujo) = biujg
1<i<j<n 1<i<j<n
qualunque siano 1 < ¢g < jo < n.
Analogamente, se consideriamo le forme dy = dyy A -+ Adp), al variare di I € #", si verifica che,
presa una k-upla di vettori w = (wy,...,wy) in V¥, si ha

dr(w) = Z (sgno)dray(We(1)) - - - Ay (Wo (1))
oceX)

Lasciamo quindi al lettore il compito di scrivere i dettagli della dimostrazione della seguente Proposizione
che completa la descrizione della struttura di A(V).

Proposizione. Notazioni come sopra. Le forme d; = dy¢1y A -+ Adpyy), al variare di I € 7}, coincidono
con la base 9 = { Dy |I € 97" } di A¥(V') descritta in precedenza.

Esercizio. Sia ¢ : V' — V un endomorfismo e sia ¢* = Al(¢) : A1(V) — Al(V). Fissata comunque, una base V = {v1,...,vn }
di V e la corrispondente base D = {d1,...,dn } di A}(V), si mostri che

¢ (d1) A+ Ad™(dn) = (det p)di A -+ Ady.
g

A conclusione di questa discussione, possiamo ricordare che le forme k-lineari alternanti su uno spazio
V', di dimensione n, si ottengono tutte a partire dalle forme 1-lineari (e scrivere alternanti sarebbe superfluo,
visto che ¢’¢ un unico argomento), ovvero dagli elementi di A'(V) = Homc (V, C), facendo combinazioni
lineari di prodotti esterni di elementi di A'(V') (k fattori in ogni addendo).

Lo spazio Home (V, C) si indica a volte con il simbolo V* ed & chiamato lo spazio vettoriale duale di V.
Data un’applicazione lineare ¢ : V. — W, I'applicazione indotta A'(¢) : AL (W) — AY(V), d > do ¢, & anche
detta I’applicazione lineare trasposta. Di questo ci occuperemo nelle prossime lezioni.



